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باناخ چپ مدولهای G دوگان از مکملدار پایا زیرفضاهای

حبیبیان فریدون و امانی ایمان * غفاری علی

ایران سمنان، سمنان، دانشگاه کامپیوتر، علوم و آمار ریاضی، دانشکده ریاضی، گروه
پور صنعت امیرحسین مسئول: دبیر

١۴٠۵/٠٣/٠۵ پذيرش: تاريخ ١۴٠٣/١٢/١٨ دریافت: تاريخ

این در باشد. چپ باناخ مدول G یک A و فشردهموضعی هاسدورف، گروهی G کنید فرض چکیده:
موقع چه که کرد خواهیم بررسی و پرداخته A∗ از خاصی ستارهبسته ضعیف زیرفضاهای مطالعه به مقاله
در اصلی یافتههای از یکی میشود. جابهجا پیچش و انتقال با که پیوستهاند تصویری برد زیرفضاها، این
انتقال ستارهبسته، ضعیف زیرفضای هر هرگاه است میانگینپذیر G گروه که میدهد نتیجه مقاله، این

میشود. جابهجا پیچش با که باشد L∞(G) روی تصویری برد مکمل، و پایا

عملگرهای میانگینپذیری، مکمل، تصویر، گروهی، جبرهای فشردهموضعی، گروه کليدي: واژه هاي
پایا. انتقال زیرفضاهای فشره،

43A60; 22A20 ریاضی: ردهبندی

مقدمات و تعاریف ١
و شود آورده بخش این در نیاز مورد مفاهیم همه کردهایم تلاش میپردازیم. مقاله این در نیاز مورد مفاهیم و تعاریف به ابتدا
[١٩] و [١٨] ،[١١] ،[٩] مراجع به است افتاده قلم از که مفاهیمی یا و بیشتر اطلاعات برای میشود توصیه خواننده به

کند. رجوع
G روی کراندار و پیوسته توابع همه از متشکل فضای Cb(G) و فشردهموضعی و هاسدورف گروهی G کنیم فرض
یادآوری میدهیم. نمایش C0(G) با را میشوند صفر نهایت بی در که G گروه روی پیوسته توابع همه خانواده باشد.
،x ∈ G و f : G→ C تابع برای .[٩] است M(G) در بسته ایدهآل L1(G) نیز و M(G) = C0(G)

∗ که میشود
گوئیم چپ یکنواخت پیوسته را f ∈ Cb(G) میکنیم. تعریف lxf(y) = f(xy) ضابطه با را lxf : G → C تابع
کراندار و مقدار مختلط توابع همه فضای باشد. پیوسته نرم توپولوژی به نسبت Cb(G) به G از x 7→ lxf نگاشت هرگاه
هرگاه گوئیم ضعیف) متناوب (تقریبا متناوب تقریبا را f ∈ Cb(G) تابع میدهیم. نمایش L∞(G) با را G روی اساسی
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متناوب (تقریبا متناوب تقریبا توابع همه مجموعه باشد. نسبی فشرده (ضعیف) نرم توپولوژی به نسبت {lxf ;x ∈ G}
هرگاه گوئیم انتقال پایای را L∞(G) از S زیرفضای .[٢١] میدهیم نمایش (WAP (G)) AP (G) نماد با را ضعیف)
و بوده L∞(G) از انتقال پایای و باناخ زیرجبرهای زیرفضاها، این همه .lxf ∈ S ،x ∈ G هر و f ∈ S هر برای

بعلاوه
AP (G) ⊆ WAP (G) ⊆ LUC(G) ⊆ L∞(G).

یعنی پایاست، نیز مزدوج به نسبت که بوده ثابت توابع شامل L∞(G) از چپ پایای انتقال زیرفضای S که کنیم فرض
میانگین mیک .‖m‖ = 〈m, 1〉 = 1 هرگاه گوئیم S روی میانگین یک تابعکmرا .f ∈ S آنگاه f ∈ S که وقتی
یک هرگاه گوئیم میانگینپذیر را G گروه .〈m, lxf〉 = 〈m, f〉 ،x ∈ G و f ∈ S هر برای هرگاه است چپ پایای
LUC(G)∗ اگر تنها و اگر است میانگینپذیر G که کنید توجه باشد. داشته وجود L∞(G) روی چپ پایای میانگین
میتوان ناردزوسکی، ریل ثابت نقطه قضیه از استفاده با بعلاوه .[١] باشد LUC(G) روی چپ پایای میانگین یک شامل
روی زیادی کارهای است. WAP (G) روی فرد منحصربه چپ پایای میانگین یک شامل WAP (G)∗ که داد نشان
[١٣] و [۶] ،[٣] ،[٢] به میتواند علاقمند خواننده جمله آن از که شده انجام باناخ جبرهای و گروهها میانگینپذیری

کند. مراجعه
X روی پیوسته تصویری برد N هرگاه گوئیم مکملدار X در را X نرمدار فضای از N بسته زیرفضای کنید توجه
LUC(R) در WAP (R) و AP (R) که است شده ثابت قبلا باشد. حقیقی اعداد از جمعی گروه R کنید فرض باشد.
لاسرت و لائو است. مکمل LUC(G) در AP (G) ،G = SL(2,R) گروه برای که کنید توجه نیستند. مکملدار
L∞(G) در C0(G) شامل WAP (G) از S زیرفضای هر اگر تنها و اگر است متناهی G گروه که کردند ثابت [١۵]
نیست. الحاق خود که بوده Cb(G) از انتقال پایای و بسته زیرجبر S و فشرده گروهی G کنیم فرض باشد. مکملدار
پایای ستارهبسته، ضعیف زیرجبر هر که کرد ثابت [٢۴] تاکاهاشی ندارد. وجود C(G) روی S برد با پیوسته تصویری
اگر که کردند ثابت [١۴] لاسرت و لائو نیست. L∞(G) روی پیوسته تصویری برد L∞(G) از الحاق خود غیر و انتقال
بوده پیوسته تصویری برد L∞(G) از الحاق خود و انتقالپایا ستارهبسته، ضعیف زیرجبر هر باشد، میانگینپذیر گروهی G
زیرفضاهای نامیدند. مکملدار پایای را زیرفضاها چنین این آنها میشود. جابهجا نیز انتقال عملگر با تصویر این که
است. گرفته قرار مطالعه و بررسی مورد [٢٣] در ابرگروهی جبرهای روی میانگینپذیری با آنها ارتباط و مکملدار پایای
برای خواننده .[٢٢] و [٢٠] یافت ادامه ابرگروهی جبرهای روی بویژه جبرها، از بعضی مکمل زیرفضاهای روی مطالعات

کند. مراجعه [٢۶] نیز و [٢۵] مراجع به تواند می بیشتر آشنایی
زیرفضاهای روی پیچش با یا و انتقال با که پیوسته تصویرهای میگیریم. نظر در را باناخ مدولهای G مقاله این در
پایای میانگین یک توپولوژیک، چپ پایای میانگین هر که میدانیم میکنیم. مطالعه را میشوند، جابهجا ستارهبسته ضعیف
انتقال با که تصویری ندارد دلیلی که میگیریم نتیجه و کرده استفاده موضوع این از نیست. درست آن عکس ولی است چپ
یک دوگان از ستارهبسته ضعیف و پایا انتقال زیرفضای یک که میکنیم ثابت شود. جابهجا نیز پیچش با میشود جابهجا
با که باشد تصویری برد زیرفضا، آن اگر تنها و اگر میشود جابهجا انتقال با که است تصویری برد چپ، باناخ مدول G

شدهاست. بررسی نیز گروه فشردگی و خاص تصویرهای بین ارتباط میشود. جابهجا پیچش

تصویرها و پایا مکمل زیرفضاهای بین ارتباط ٢

نگاشت هرگاه گوئیم چپ مدول G یک را A باشد. موضعی فشرده و هاسدورف گروه G و باناخ فضای یک A کنید فرض
،α ∈ C و x, y ∈ G ،a, b ∈ A هر برای که باشد موجود A به G× A از (x, a) 7→ xa

x(a+ b) = xa+ xb, (xy)a = x(yb), α(xa) = x(αa), ea = a.

هر برای که باشد موجود k ثابت عدد همچنین و بوده پیوسته A به G از x 7→ xa نگاشت ،a ∈ A هر برای اینکه بعلاوه
انتگرال ،a ∈ A و µ ∈ M(G) برای باشد، چپ باناخ مدول G یک A اگر .‖xa‖ ≤ k‖a‖ ،x ∈ G و a ∈ A

و a ∈ A برای .[۵] است چپ باناخ مدول M(G) یک A لذا میشود. تعریف µa =
∫
xadµ(x) مقدار برداری

باشد، چپ مدول G یک A اگر میشود. تعریف مشابه طور به نیز راست مدول G که کنید توجه .xa = δxa ،x ∈ G
بگیریم، نظر در ضعیف توپولوژی با را A∗ اگر .〈fx, a〉 = 〈f, xa〉 میکنیم تعریف x ∈ G و a ∈ A ،f ∈ A∗ برای
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میدهیم قرار است. راست باناخ مدول G یک A∗

UC(A∗) = {f ∈ A∗; است پیوسته نرم توپولوژی با x 7→ fx}.

جبر ،(x, f) 7→ lx−1f نگاشت که کنید توجه است. A∗ از بسته خطی زیرفضای UC(A∗) که میشود دیده آسانی به
.UC(A∗) = LUC(G) حالت این در و میکند تبدیل چپ مدول G یک به را L1(G) باناخ

f ∈ S برای یعنی باشد، A∗ از بسته و انتقال پایای زیرفضای یک S و باناخ چپ مدول G یک A کنید فرض
و x ∈ G هر برای هرگاه میشود جابهجا انتقال به نسبت T : A∗ → A∗ عملگر .fδx ∈ S ،x ∈ G و
با که باشد A∗ روی پیوسته تصویری برد S هرگاه گوئیم مکملدار پایا را S .T (fδx) = T (f)δx ،f ∈ A∗

میدهیم قرار میشود. جابهجا انتقال با که بوده A∗ روی P پیوسته تصویر برد S کنید فرض میشود. جابهجا انتقال
برای .A∗ ⊆ S + N لذا و f = P (f) + f − P (f) ،f ∈ A∗ هر برای .N = {f ∈ A∗;P (f) = 0}
میشود، جابهجا انتقال به نسبت P که آنجا از .A∗ = S ⊕ N اینکه نتیجه .f = P (f) = 0 ،f ∈ S ∩ N

دو مستقیم جمع A∗ اگر واقع در است. برقرار نیز موضوع این عکس پایاست. انتقال نیز N که میشود دیده آسانی به
میشود. جابهجا انتقال با که میشود یافت S بروی A∗ از پیوسته تصویری باشد. N و S پایای انتقال زیرفضای

عملگری T کنید فرض باشد. چپ باناخ مدول G یک A و فشردهموضعی و هاسدورف گروهی G کنید فرض .٢. ١ لم
معادلند: زیر گزارههای باشد. UC(A∗) روی کراندار

میشود، جابهجا انتقال با T (i)

.T (fϕ) = T (f)ϕ ،f ∈ A∗ و ϕ ∈ L1(G) هر برای یعنی میشود، جابهجا پیچش با T (ii)

T ∗ کنید فرض باشند. شده داده ϕ ∈ L1(G) و f ∈ UC(A∗) و شود جابهجا انتقال با T عملگر کنید فرض اثبات.
زیر مقدار برداری انتگرال ،a ∈ A هر برای ،x 7→ fδx پیوستگی به توجه با باشد. UC(A∗)∗ روی الحاقی عملگر

و [١٨] بوده تعریف خوش

〈T (fϕ), a〉 = 〈T ∗(a), fϕ〉 =
∫
〈T ∗(a), fδx〉dϕ(x)

=

∫
〈T (fδx), a〉dϕ(x) =

∫
〈T (f), xa〉dϕ(x)

=

∫
〈T (f)δx, a〉dϕ(x) = 〈T (f)ϕ, a〉.

.T (fϕ) = T (f)ϕ است، درست a ∈ A هر برای اخیر رابطه چون
دهید قرار باشند. شده داده x ∈ G و a ∈ A ،f ∈ UC(A∗) و شود جابهجا پیچش با T عملگر کنید فرض

D = {U ⊆ G; است همانی شامل نسبی فشرده و باز مجموعه زیر U}.

هار اندازه |U | نیز و مشخصه تابع 1U کنید فرض ،U ∈ D هر برای است. دار جهت مجموعهای جزئیت عکس با D
پیوستگی به توجه با بگیرید. نظر در را a ∈ A و x ∈ G ،f ∈ UC(A∗) عناصر .ϕU = 1U

|U | میدهیم قرار باشد. U
،x 7→ fδx نگاشت

〈T (fδx), a〉 = lim
U
〈T (fδx ∗ ϕU), a〉 = lim

U
〈T (f), δx ∗ ϕUa〉

= 〈T (f), xa〉 = 〈T (f)δx, a〉.

میشود. جابهجا انتقال با T که میدهد نشان این

آنجا از است. باناخ جبر یک اول نوع آرنز ضرب با باناخ جبر یک دوم دوگان کلی حالت در که میشود آوری یاد
میکنیم. بیان گروهی جبر دوم دوگان برای تنها را ضرب این است، گروهی جبر روی ما بحث که
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〈fφ, ψ〉 = 〈f, φ ∗ ψ〉 ضابطه با را fφ ∈ L∞(G) تابع ،f ∈ L1(G)∗ = L∞(G) و φ ∈ L1(G) برای
برای نهایت در و 〈Ff, φ〉 = 〈F, fφ〉 بهصورت را Ff ∈ L∞(G) تابع F ∈ L∞(G)∗ برای میکنیم. تعریف
اگر .[٧] و [۵] میکنیم تعریف 〈GF, f〉 = 〈G,Ff〉 صورت به را GF ∈ L∞(G)∗ تابع G ∈ L∞(G)∗

از بعضی برای کنید توجه .LUC(G) = L∞(G)L1(G) بگیریم، نظر در اول نوع آرنز ضرب با را L1(G)∗∗

نیست. پیوسته ستاره ضعیف توپولوژی به نسبت L1(G)∗∗ به L1(G)∗∗ از F 7→ EF نگاشت ،E ∈ L1(G)∗∗

L1(G) توپولوژیک مرکز را است پیوسته ستاره ضعیف توپولوژی به نسبت فوق نگاشت که Eهایی چنین همه مجموعه
گوئیم.

ندارد لزومی شود، می جابهجا انتقال با که باناخ چپ یکGمدول دوگان روی عملگر یک کلی حالت در که کنید توجه
عمل با چپ باناخ مدول G یک L1(G) باشد، ناگسسته و آبلی گروهی G اگر واقع در شود. جابهجا نیز پیچش با که
توپولوژیک چپ پایای میانگین که است موجود L∞(G) روی m چپ پایای میانگین یک است. (x, f) 7→ lx−1f

جابهجا انتقال با T (f) = mf ضابطه با T : L∞(G) → L∞(G) عملگر که دید میتوان آسانی به .[١٩] نیست
نمیشود. جابهجا پیچش با ولی میشود

زیر S کنید فرض باشد. چپ باناخ مدول G یک A و فشردهموضعی و هاسدورف گروهی G کنید فرض .٢. ٢ قضیه
معادلند: زیر گزارههای باشد. A∗ از انتقال پایای و ستارهبسته ضعیف فضای

است. مکملدار پایا S عبارتی به میشود، جابهجا انتقال با که است موجود S بروی A∗ از تصویری (i)

میشود. جابهجا انتقال با که است موجود S ∩ UC(A∗) بروی UC(A∗) از تصویری (ii)

میشود. جابهجا انتقال و پیچش با که است موجود S بروی A∗ از تصویری (iii)

بهوضوح است، پیوسته P چون میشود. جابهجا انتقال با که بوده S بروی A∗ از پیوسته تصویری P کنیم فرض اثبات.
.P (UC(A∗)) ⊆ UC(A∗) ∩ S لذا و بوده پیوسته نیز x 7→ P (fδx) = P (f)δx ،f ∈ UC(A∗) هر برای

میشود. جابهجا انتقال با که بوده UC(A∗) روی تصویری برد UC(A∗) ∩ S بنابراین
جابهجا انتقال با که باشد تصویری P : UC(A∗) → UC(A∗) ∩ S و بوده برقرار (ii) گزاره کنیم فرض اکنون
داد نشان میتوان آسانی به است، انتقال پایای همچنین و بوده ستارهبسته ضعیف توپولوژی به نسبت S چون شود. می
فرض حال .[١۵] fϕ ∈ S ،f ∈ S و ϕ ∈ L1(G) هر برای که معناست این به این هست. نیز توپولوژیک پایای که

ضابطهی با را P ′ : A∗ → A∗ نگاشت باشد. ٢. ١ لم در شده ساخته تور {ϕU} کنید

〈P ′(f), a〉 = lim
U
〈P (fϕU), a〉

ϵ > 0 کنید فرض واقع در .fϕU ∈ UC(A∗) ،U ∈ D و f ∈ A∗ هر برای که کنید توجه میکنیم. تعریف A∗ روی
هر برای که دارد وجود G گروه از همانی عنصر شامل V متقارن و باز مجموعه ،ϕU ∈ L1(G) چون باشد. شده داده

،[٩] xy−1 ∈ V
‖ϕU ∗ δx − ϕU ∗ δy‖1 < ϵ.

نوشت میتوان ،a ∈ A هر برای لذا

|〈fϕU ∗ δx − fϕU ∗ δy, a〉| =
∣∣∣ ∫ 〈f, ta〉dϕU ∗ δx − ϕU ∗ δy(t)

∣∣∣
≤ k‖f‖‖a‖‖ϕU ∗ δx − ϕU ∗ δy‖1 < k‖f‖‖a‖ϵ.

،U ∈ D هر برای ٢. ١ لم به بنا میشود. ثابت ادعا و بوده پیوسته x 7→ fϕU ∗ δx نگاشت که میدهد نشان این
لذا و بوده موجود فوق حد بنابراین ،[۵] همگراست {a} به نرم توپولوژی در {ϕUa} طرفی از .P (fϕU) = P (f)ϕU

هر برای اینکه بعلاوه است. خطی نگاشت نیز P ′ که است واضح است، خطی نگاشت P چون است. تعریف خوش P ′

،a ∈ A هر و f ∈ A∗

|〈P ′(f), a〉| = lim
U

|〈P (fϕU), a〉| ≤ ‖P‖‖f‖‖a‖.
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.P ′(f) /∈ S و دلخواه عنصری f ∈ A∗ کنید فرض .‖P ′‖ ≤ ‖P‖ همچنین و بوده پیوسته P ′ که میدهد نشان این
بعلاوه و 〈h, a〉 = 0 ،h ∈ S هر برای که است موجود a ∈ A است، ستارهبسته ضعیف توپولوژی به نسبت S چون
اینکه نتیجه است. تناقض یک این و بوده S بهتوی تصویری P اما .[١٨] limU〈P (fϕU), a〉 = 〈P ′(f), a〉 = 1
ضعیف توپولوژی به نسبت نیز و پایا انتقال S چون باشد. دلخواه عنصری f ∈ S که کنید فرض دوباره .P ′(A∗) ⊆ S
هر برای اینکه نتیجه است. UC(A∗) ∩ S بروی تصویری P دیگر طرف از .fϕU ∈ S بنابراین است، ستارهبسته

،a ∈ A
〈P ′(f), a〉 = lim

U
〈P (fϕU), a〉 = lim

U
〈fϕU , a〉 = 〈f, a〉.

است. S بروی تصویری P ′ بنابراین
،f ∈ A∗ هر برای .[٩] است L1(G) برای یک کران با کراندار تقریبی واحد یک {ϕU} که میشود دیده سادگی به

،ϕ ∈ L1(G) و a ∈ A

〈P ′(fϕ), a〉 = lim
U
〈P (fϕU ∗ ϕ), a〉 = lim

U
〈P (fϕU)ϕ, a〉 = lim

U
〈P (fϕU), ϕa〉

= 〈P ′(f), ϕa〉 = 〈P ′(f)ϕ, a〉.

،f ∈ A∗ عناصر میشود جابهجا انتقال با P ′ اینکه اثبات برای میشود. جابهجا پیچش با P ′ که میدهد نشان این
نوشت توان می بگیرید. نظر در را x ∈ G و a ∈ A

〈P ′(fδx), a〉 = lim
U
〈P ′(fδx), ϕUa〉 = lim

U
〈P ′(fδx)ϕU , a〉

= lim
U
〈P ′(fδx ∗ ϕU), a〉 = lim

U
〈P ′(f)δx ∗ ϕU , a〉

= lim
U
〈P ′(f)δx, ϕUa〉 = 〈P ′(f)δx, a〉.

میشود. جابهجا انتقال با P ′ بنابراین
میشود. کامل برهان و میدهد نتیجه را (i) گزاره (iii) گزاره بهوضوح

که میکند بیان بالا قضیه نمیشوند. جابهجا پیچش با لزوما میشوند، جابهجا انتقال با که عملگرهایی کلی حالت در
گروه برای زیر قضیه در میشود. جابهجا پیچش با که بود خواهد تصویری برد زیرفضا آن باشد، پایا مکمل زیرفضایی اگر
چنین این همه واقع در میشود. مشخص کامل طور به L∞(G) از ستارهبسته ضعیف و پایا مکمل زیرفضاهای ،G فشرده

است. L1(G) در خودتوان عنصری ϕ آن در که بوده L∞(G)ϕ صورت به زیرفضاها

معادلند: زیر گزارههای باشد. فشردهموضعی و هاسدورف آبلی، گروهی G کنید فرض .٢. ٣ قضیه

است، فشرده G گروه (i)

برای که است L∞(G) روی P مانند فشرده تصویری برد L∞(G) از ستارهبسته ضعیف مکملپایا، زیرفضای هر (ii)
،P (Ff) = P (F )f ،f ∈ L∞(G) و F ∈ L∞(G)∗ هر

µ ∈ L1(G) آن در که S = L∞(G)µ صورت به L∞(G) از S ستارهبسته ضعیف مکملپایا، زیرفضای هر (iii)
است. فرد منحصربه و خودتوان عنصری

قضیه به بنا باشد. L∞(G) از بسته ستاره ضعیف و مکملپایا زیرفضای S و فشرده گروهی G کنیم فرض اثبات.
و f ∈ L∞(G) هر برای که معناست این به این میشود. جابهجا پیچش با که است P مانند تصویری برد S ،٢. ٢
[٩] L1(G) در احتمال اندازههای از کراندار تقریبی واحد {ϕα} کنید فرض .P (ϕf) = ϕP (f) ،ϕ ∈ L1(G)

در ایدهآل L1(G) بنابراین است، فشرده G چون باشد. شده داده نیز F ∈ L∞(G)∗ و f ∈ L∞(G) عناصر و
،ϕ ∈ L1(G) برای .[۵] ϕαF ∈ L1(G) ،α هر برای بنابراین و بوده L∞(G)∗

〈P (Ff), ϕ〉 = lim
α
〈P (Ff), ϕ ∗ ϕα〉 = lim

α
〈ϕαP (Ff), ϕ〉

= lim
α
〈P (ϕαFf), ϕ〉 = lim

α
〈ϕαFP (f), ϕ〉

= lim
α
〈FP (f), ϕ ∗ ϕα〉 = 〈FP (f), ϕ〉.
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تابعک به ستاره ضعیف توپولوژی به نسبت که بوده L∞(G)∗ در توری نیز {Fα} و ϕ ∈ L1(G) کنید فرض اکنون
،f ∈ L∞(G) هر برای همگراست. F ∈ L∞(G)∗

lim
α
〈P ∗(ϕ)Fα, f〉 = lim

α
〈P ∗(ϕ), Fαf〉 = lim

α
〈ϕ, P (Fαf)〉 = lim

α
〈ϕ, FαP (f)〉

= lim
α
〈Fα, P (f)ϕ〉 = 〈F, P (f)ϕ〉 = 〈FP (f), ϕ〉

= 〈P (Ff), ϕ〉 = 〈P ∗(ϕ), Ff〉 = 〈P ∗(ϕ)F, f〉.

گروهی جبر L1(G) توپولوژیک مرکز اما .[۴] است L1(G) توپولوژیک مرکز از عضوی P ∗(ϕ) که دهد می نشان این
میتوان آسانی به میشود، جابهجا پیچش با P تصویر چون .P ∗(L1(G)) ⊆ L1(G) اینکه نتیجه .[۵] است L1(G)
L1(G) روی چپ ضربگر یک P ∗ لذا .[١٢] P ∗(lxψ) = lxP

∗(ψ) ،x ∈ G و ψ ∈ L1(G) هر برای که دید
چون .P ∗(ϕ) = µ ∗ ϕ ،ϕ ∈ L1(G) هر برای که است موجود µ ∈ M(G) اندازه وندل، قضیه به بنا و بوده
عملگری P ∗ : L1(G) → L1(G) لذا و [١٢] بوده نسبی فشرده {µ ∗ ϕ; ‖ϕ‖1 ≤ 1} بنابراین است، فشرده G
که میگیریم طوری را L1(G) اعضای از {ϕα} تور .‖F‖ ≤ 1 و F ∈ L∞(G) کنید فرض اکنون است. فشرده
توپولوژی به نسبت P ∗ چون .[۵] باشد همگرا ستاره ضعیف توپولوژی در F به {ϕα} و ‖ϕα‖1 ≤ 1 ،α هر برای
هر برای دیگر طرف از همگراست. ستاره ضعیف توپولوژی در P ∗(F ) به {P ∗(ϕα)} لذا است، پیوسته ستاره ضعیف
نرم) (در همگرا زیرتور و کرده استفاده {µ ∗ϕ; ‖ϕ‖1 ≤ 1} نسبی فشردگی از .P ∗(ϕα) ∈ {µ ∗ϕ; ‖ϕ‖1 ≤ 1} ،α
منحصربه به بنا همگراست. P ∗(F ) به ستاره ضعیف توپولوژی در زیرتور این میآوریم. بدست را {P ∗(ϕα)} تور از
عملگری P ∗ : L∞(G)∗ → L∞(G)∗ لذا و دارد قرار {µ ∗ ϕ; ‖ϕ‖1 ≤ 1} بستار در P ∗(F ) تورها، حد فردی

.[١٨] است فشرده P لذا و بوده فشرده
باشد. L∞(G) از ستارهبسته ضعیف و انتقالپایا مکملپایا، زیرفضای S و بوده برقرار (ii) کنید فرض اکنون
،F ∈ L∞(G)∗ و f ∈ L∞(G) عنصر هر برای که است موجود P : L∞(G) → S فشرده تصویر بنابراین
،ϕ ∈ L1(G) هر برای که میشود یافت µ ∈ M(G) اندازه آمدهاست بالا در آنچه به بنا .P (Ff) = FP (f)

،ϕ ∈ L1(G) هر برای بنابراین و است تصویر یک نیز P ∗ است، تصویر P که آنجا از .P ∗(ϕ) = µ ∗ ϕ
C0(G) ⊆ LUC(G) = L∞(G)L1(G) چون باشد. شده داده f ∈ C0(G) کنید فرض .ϕ ∗ µ = ϕ ∗ µ ∗ µ

نتیجه در .f = hϕ که موجودند ϕ ∈ L1(G) و h ∈ L∞(G) عناصر بنابراین ،[٩]

〈f, µ〉 = 〈hϕ, µ〉 = 〈h, ϕ ∗ µ〉 = 〈h, ϕ ∗ µ ∗ µ〉 = 〈hϕ, µ ∗ µ〉 = 〈f, µ ∗ µ〉.

واحد دوباره .µ ∈ L1(G) میدهیم نشان است. خودتوان µ لذا است، برقرار f ∈ C0(G) هر برای اخیر تساوی چون
،α هر برای که است واضح .[٩] میگیریم نظر در را L1(G) در احتمال اندازههای از {ϕα} تقریبی

µ ∗ ϕα ∈ {µ ∗ ϕ; ‖ϕ‖1 ≤ 1}.

میکنیم فرض آید وارد خللی استدلال کلیت به اینکه بدون است، نسبی فشرده نرم توپولوژی به نسبت اخیر مجموعه چون
µ = بنابراین .〈f, µ〉 = limα〈f, µ∗ϕα〉 = 〈f, ϕ〉 ،f ∈ C0(G) برای همگراست. ϕ ∈ L1(G) به {µ∗ϕα}
.〈P (f), ψ〉 = 〈f, P ∗(ψ)〉 = 〈f, µ ∗ ψ〉 = 〈fµ, ψ〉 ،ψ ∈ L1(G) و f ∈ L∞(G) برای .ϕ ∈ L1(G)

است. فرد منحصربه µ که دید میتوان آسانی به .P (f) = fµ اینکه نتیجه
واضح میگیریم. نظر در را S = {α1;α ∈ C} بعدی یک زیرفضای باشد. برقرار (iii) کنید فرض نهایت، در
گروهی G که آنجا از مکملپایاست. S میدهیم نشان است. انتقال پایای و ستارهبسته ضعیف زیرفضای S که است
روی یک نرم با m نامنفی تابعک یعنی میباشد. توپولوژیک چپ پایای میانگین یک شامل L∞(G) است، آبلی
از .〈m, fϕ〉 = 〈m, f〉 ،ϕ ∈ L1(G) احتمال اندازه هر و f ∈ L∞(G) هر برای که است موجود L∞(G)
چپ پایای میانگین یک m لذا ،[١٩] هست نیز چپ پایای میانگین یک توپولوژیک چپ پایای میانگین هر که آنجا
بوده خطی P که است واضح میکنیم. تعریف P (f) = mf ضابطه با را P : L∞(G) → L∞(G) میباشد.
،f ∈ L∞(G) هر و L1(G) در ψ احتمال اندازه هر برای که کنید توجه .‖P‖ ≤ ‖m‖ = 1 اینکه بعلاوه و
که میدهد نشان این .P (f) = 〈m, f〉1 اینکه نتیجه .〈P (f), ψ〉 = 〈mf, ψ〉 = 〈m, fψ〉 = 〈m, f〉
ϕ ∈ L1(G) و x ∈ G ،f ∈ L∞(G) کنید فرض میشود. جابهجا انتقال با P میدهیم نشان .P (L∞(G)) ⊆ S

نوشت میتوان باشد. شده داده

〈P (lxf), ϕ〉 = 〈mlxf, ϕ〉 = 〈m, lxfϕ〉 = 〈lxmf, ϕ〉 = 〈lxP (f), ϕ〉.



٧ باناخ چپ مدولهای G دوگان از مکملدار پایا زیرفضاهای

µ ∈ L1(G) فرض به بنا است. پایا مکمل S که میگیریم نتیجه توضیحات این با میشود. جابهجا انتقال با P بنابراین
یک λµ میکنیم. تعریف λµ(ψ) = µ ∗ ψ ضابطه با را λµ : L1(G) → L1(G) .S = L∞(G)µ که است موجود
.[١۶] است λ∗µ(f) = fµ صورت به λ∗µ : L∞(G) → L∞(G) که میشود دیده آسانی به و [١٢] بوده چپ ضربگر
برهان این و [١٧] است فشرده گروهی G اینکه نتیجه .[١٨] است فشرده λ∗µ لذا است، متناهی بعد دارای λ∗µ برد چون

میکند. کامل را

میانگینپذیر G گروه باشد. باناخ چپ مدول G یک A و فشردهموضعی و هاسدورف گروهی G کنید فرض .۴ .٢ نتیجه
جابهجا پیچش با که باشد A∗ روی تصویری برد مکمل، و پایا انتقال ستارهبسته، ضعیف زیرفضای هر اگر تنها و اگر است

میشود.

G دوگان از مکملدار و انتقال پایای ستارهبسته، ضعیف زیرفضای نیز S و میانگینپذیر گروهی G کنید فرض اثبات.
برد S ،٢. ٢ قضیه به بنا میشود. جابهجا انتقال با که است تصویری برد S ،[١۵] به بنا باشد. A چپ باناخ مدول

میشود. جابهجا پیچش با که است تصویری
که است واضح است. چپ باناخ مدول G یک (x, f) 7→ lx−1f عمل با L1(G) گزاره، عکس اثبات برای
میباشد. L∞(G) از مکمل و بسته ستاره ضعیف پایا، انتقال زیرفضای لذا و متناهی بعد دارای S = {α1G;α ∈ C}
مانند پیوسته تصویری فرض، به بنا پایاست. انتقال S یعنی .αlx1 = α1 ،α ∈ C و x ∈ G برای واقع در
استدلال کلیت به اینکه بدون ،٢. ٢ قضیه به بنا میشود. جابهجا پیچش با که است موجود S بروی L∞(G) از P
P = ReP + iReP نوشت توان می میشود. جابهجا انتقال با که است تصویری P کنید فرض آید وارد خللی
که موجودند ReP− و ReP+ نامنفی تابعکهای است. صفر غیر ReP لذا است، صفر غیر تابعکی P چون .[١٨]

،f ∈ L∞(G)+ هر برای نیز و ReP = ReP+ −ReP−

〈ReP+, f〉 = sup{〈ReP+, g〉; g ∈ L∞(G)+, g ≤ f}.

،x ∈ G و f ∈ L∞(G)+ هر برای

〈ReP+, fδx〉 = sup{〈ReP+, g〉; g ∈ L∞(G)+, g ≤ fδx}
= sup{〈ReP+, gδx−1〉; g ∈ L∞(G)+, gδx−1 ≤ f}
= sup{〈ReP+, g〉; g ∈ L∞(G)+, g ≤ f} = 〈ReP+, f〉.

f ∈ L∞(G) هر برای لذا نوشت، نامنفی عنصر چهار از خطی ترکیب صورت به توان می را L∞(G) از عنصر هر چون
کلیت به اینکه بدون لذا و بوده صادق نیز ReP− برای موضوع این .〈ReP+, fδx〉 = 〈ReP+, f〉 ،x ∈ G و
چپ پایای میانگین یک m = ReP+

⟨ReP+,1⟩ که دید میتوان آسانی به .ReP+ 6= 0 کنیم می فرض آید وارد خللی استدلال
است. میانگینپذیر G اینکه نتیجه است، L∞(G) روی

برای و A چپ باناخ مدول G هر برای کنید فرض باشد. موضعی فشرده و هاسدورف گروهی G کنید فرض .۵ .٢ گزاره
میشود. جابهجا انتقال با که بوده پیوسته ستاره ضعیف تصویری برد S ،A∗ از انتقالپایا و متناهی بعد با S فضای زیر هر

است. فشرده گروهی G اینصورت در

واضح .A = L1(G) میدهیم قرار است. فشرده گروهی G میکنیم ثابت باشد، برقرار گزاره شرایط کنید فرض اثبات.
که است واضح .S = {α1;α ∈ C} گیریم است. چپ باناخ مدول G یک (x, ϕ) 7→ lx−1ϕ عمل با A که است
متناهی بعد با زیرفضا هر چون است. ستارهبسته ضعیف توپولوژی به نسبت و انتقال پایای یک، بعد با زیرفضایی S
مانند تصویری برد ،S فرض به بنا است. L∞(G) روی پیوسته تصویری برد S بنابراین ،[٨] است پیوسته تصویری برد
تابعکهای تنها میدانیم است. پیوسته ستاره ضعیف توپولوژی به نسبت همچنین و شده جابهجا انتقال با که است P
موجود L1(G) در ϕ عنصر بنابراین .[١٨] هستند L1(G) اعضای پیوستهاند، ستاره ضعیف توپولوژی به نسبت که خطی
زیر همه خانواده نباشد. فشرده گروهی G کنید فرض اکنون .P (f) = 〈f, ϕ〉 ،f ∈ L∞(G) هر برای که است
اگر K1 ⊆ K2 واقع در میکنیم. مرتب جزئیت رابطه با را خانواده این و گرفته نظر در را G از فشرده مجموعههای
اندازههای که آنجا از بگیرید. نظر در را xK /∈ K عنصر ،K فشرده مجموعه زیر هر برای .K1 � K2 اگر تنها و
چون .δK ∈ LUC(G)∗ ،K فشرده مجموعه هر برای لذا هستند، LUC(G) روی پیوسته خطی تابعکهای دیراک
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به اینکه بدون ،[١٨] است فشرده ستاره ضعیف توپولوژی به نسبت همواره باناخ فضای یک دوگان در بسته واحد گوی
هر برای باشد. همگرا m ∈ LUC(G)∗ به ستاره ضعیف توپولوژی در {δK} کنیم فرض آید وارد خلل استدلال کلیت

لذا و [۵] fϕ ∈ C0(G) ،f ∈ C0(G)

0 = 〈m, fϕ〉 = lim
K

〈δK , fϕ〉 = lim
K
P (fδK) = lim

K
P (f)δK = P (f) = 〈f, ϕ〉.

است. فشرده G نتیجه در است. تناقض یک این و ϕ = 0 اینکه نتیجه

فشرده گروهی G وقتی زیر گزاره در است. بوده توجه مورد بسته ستاره ضعیف زیرفضاهای همواره مقاله، اینجای تا
میدهیم. قرار بررسی مورد را آن بودن پایا مکمل و گرفته نظر در را C(G) از بسته زیرفضاهای باشد،

از پیوسته تصویری P همچنین و C(G) از بسته و پایا انتقال زیرفضای S فشرده، گروهی G کنید فرض .۶ .٢ گزاره
میشود. جابهجا پیچش و انتقال با که دارد وجود S بهروی C(G) از تصویری اینصورت در باشد. S بروی C(G)

ضابطه با را Q : C(G) → C(G) نگاشت اثبات.

Q(f) =

∫
lx−1Plx(f)dλ(x)

لذا و بوده فشرده گروهی G که باشید داشته توجه است. G روی شده نرمال هار اندازه λ آن در که میکنیم، تعریف
برداری انتگرال نتیجه در است. پیوسته C(G) به G از x 7→ lx−1Plx(f) نگاشت بنابراین .C(G) = LUC(G)

،[١٨] به بنا است. خطی نگاشتی Q که کرد بررسی میتوان آسانی به .[١٨] است تعریف خوش فوق

‖Q‖ = sup{‖Q(f)‖; f ∈ C(G), ‖f‖ ≤ 1}

= sup
{∥∥∥∫ lx−1Plx(f)dλ(x)

∥∥∥; ‖f‖ ≤ 1
}

≤ sup
{∫

‖lx−1Plx(f)‖dλ(x); ‖f‖ ≤ 1
}

≤ sup{‖P‖‖f‖λ(G); ‖f‖ ≤ 1} ≤ ‖P‖.

نیز P و انتقال پایای S که کنید توجه دیگر، طرف از است. C(G) روی پیوسته عملگری Q که میدهد نشان این
lx−1PLx(f) = lx−1Lx(f) = f لذا .PLx(f) ∈ S ،x ∈ G و f ∈ S برای نتیجه در است. S بروی تصویری
هان قضیه به بنا .Q(f) /∈ S و f ∈ C(G) کنید فرض .Q(C(G)) ⊆ S میدهیم نشان .Q(f) = f بنابراین و
〈Λ, h〉 = 0 ،h ∈ S هر برای نیز و 〈Λ, Q(f)〉 = 1 که است موجود C(G) روی Λ پیوسته خطی تابعک باناخ

بنابراین است، S بروی تصویری نیز P و پایا انتقال S چون .[۵]

〈Λ, Q(f)〉 = 〈Λ,
∫
lx−1Plx(f)dλ(x)〉 =

∫
〈Λ, lx−1Plx(f)〉dλ(x) = 0.

f ∈ C(G) کنیم فرض میشود. جابهجا انتقال Qبا میدهیم نشان است. S بروی Qتصویری لذا و بوده تناقض یک این
،Λ ∈ C(G)∗ هر برای ،[٩] هار اندازه پایایی از استفاده با باشد. شده داده y ∈ G و

〈Λ, Q(lyf)〉 =

∫
〈Λ, lx−1Plx(lyf)〉dλ(x) =

∫
〈Λ, lyl(yx)−1Plyx(f)〉dλ(x)

=

∫
〈Λ, lylx−1Plx(f)〉dλ(x) = 〈Λ,

∫
lylx−1Plx(f)〉dλ(x) = 〈Λ, lyQ(f)〉.

میشود. جابهجا انتقال با Q پس است، برقرار Λ ∈ C(G)∗ هر برای رابطه این چون
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Abstract: Let G be a locally compact topological group, and let A be a left Banach G-module. Our
purpose, among the other things, is to study certain weak∗-closed subspaces of A∗ to consider when their
weak∗-closed subspaces are the range of a bounded projection on A∗ which commutes with translations
and convolutions. One of the main results of this paper implies that a locally compact groupG is amenable
if and only if whenever S is a weak∗-closed translation invariant complemented subspace of L∞(G), S
is the range of a projection on L∞(G) commuting with convolutions.
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