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مربعي کلاهي توابع از استفاده با توزيعي مرتبه کسري انتشار معادلات عددي حل

١ (١) نعمتي سميه و (١) عباسي افروز

ايران بابلسر، مازندران، دانشگاه رياضي، علوم دانشکده کاربردي، رياضي گروه (١)
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استفاده توزيعي مرتبه انتشار معادلات از دسته اي حل براي آنها خواص و مربعي کلاهي توابع از پژوهش، اين در چکيده:
انتگرال اعمال از بعد عددي، جواب آوردن به دست به منظور مي شود. گرفته نظر در کاپوتو مفهوم در کسري مشتق مي شود.
معادله يک به نظر مورد مسئله گاوس-لژاندر، انتگرال گيري قاعده به کارگيري و معادله طرف دو روي مکاني دوم مرتبه
براي زماني اول مرتبه مشتق از تقريبي معرفي با ادامه، در مي شود. تبديل چند عبارتي زماني کسري انتگرال-ديفرانسيل
کلاهي توابع خواص و ريمان-ليوويل انتگرال عملياتي ماتريس از استفاده با تابع مختلف مراتب مشتقات مجهول، تابع
جبري معادلات از دستگاهي مرزي، و اوليه شرايط به کارگيري و تقريب ها اين جايگذاري با مي شوند. زده تقريب مربعي
را پيشنهادي روش دقت و کارآمدي عددي مثال هاي ارائه آخر، در مي شود. بررسي تقريب خطاي سپس، مي شود. حاصل

مي دهد. قرار ارزيابي مورد

عملياتي. ماتريس ريمان-ليوويل، انتگرال کاپوتو، مشتق مربعي، کلاهي توابع توزيعي، مرتبه انتشار معادله کليدي: واژه هاي

60J60; 26A33 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
است شده فراهم طبيعي فرايندهاي و پيچيده سيستم هاي مدل سازي براي پيشرفته اي رياضي ابزارهاي کسري حسابان مفاهيم از استفاده با
حافظه اثر مي توانند پيوسته، زماني بازه يک در تابع رفتار گرفتن نظر در با و بوده غيرموضعي کسري مرتبه عملگرهاي زيرا ، [٣٠ ،١٢]
توجه مورد [٩] انتشار و انتقال فرآيند نظير پويا پديده هاي توصيف براي مدل ها اين قابليت .[٣۶] دهند نشان را پديده ها ارثي خواص و
روش از [۴] در مثال، به طور است. شده ارائه کسري مرتبه مسائل حل براي مختلفي تحليلي و عددي روش هاي تاکنون و بوده پژوهشگران
توابع و گالرکين روش [٣٣] در است. شده استفاده کسري مرتبه ديفرانسيل معادلات از دسته اي حل براي چبيشف چندجمله اي هاي و تائو
تواني سري روش از [٣٨] در است. داده ارائه لژاندر چندجمله اي هاي از استفاده با تقريبي روش يک [۴٣] و شده گرفته به کار اسپلاين پايه اي
[٣۵] در مربعي درون يابي مبناي بر نيمه گسسته سازي روش همچنين، است. شده ارائه ترکيبي روش يک [٣۴] در و شده استفاده باقيمانده

است. شده پيشنهاد جزئي ديفرانسيل معادلات از دسته اي حل براي
مقاله مسئول ١نويسنده
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١٣ توزيعي مرتبه کسري انتشار معادلات عددي حل

حوزه هاي در پديده ها توصيف براي قدرتمند ابزاري توزيعي مرتبه حسابان مفاهيم قالب در آن تعميم و کسري حسابان مفاهيم گسترش
مشتق عملگرهاي تعريف مطالعاتي و نظري جنبه از .[٣١ ،٢٩] است نموده فراهم کاربردي رشته هاي ساير و مهندسي پايه، علوم مختلف
مرتبه ديفرانسيل معادلات ظهور به منجر صحيح، مرتبه عملگرهاي و کسري مرتبه عملگرهاي بين واسطه نقش در توزيعي مرتبه انتگرال و
نموده ارائه ديفرانسيل معادلات از دسته اين حل براي را مختلفي عددي و تحليلي روش هاي تاکنون پژوهشگران و است؛ شده توزيعي کسري
پايه بر طيفي روش يک [٢] در مثال، به عنوان داده اند. انجام خطا تحليل مباحث همراه به جواب بودن يکتا و وجود خصوص در مطالعاتي يا و
يک [٢٨] در است. شده ارائه معادلات از گونه اين حل براي ژاکوبي توابع پايه بر عددي روش يک [٢۵] در و کسري چبيشف موجک هاي
پيشنهاد توزيعي مرتبه کسري جزئي ديفرانسيل معادلات حل براي عددي روش يک [۴٠] در و لژاندر موجک هاي پايه بر محاسباتي الگوريتم
دو معادلات حل براي گالرکين طيفي روش [٢٣] در و شده معرفي لژاندر چندجمله اي هاي پايه بر عملياتي ماتريس يک [۴١] در است. شده
وجود [١٨] در و گرفته قرار بحث مورد [٢٠] و [٨] در آن بودن يکتا و توزيعي مرتبه ديفرانسيل معادله جواب وجود است. شده ارائه بعدي
که است مرحله دو شامل توزيعي کسري مرتبه ديفرانسيل معادله حل براي [٣٢] رويکرد است. شده بررسي باناخ فضاي يک در يکتا جواب
معادلات از دسته اي مجموع به صورت توزيعي مرتبه کسري انتگرال از تقريبي گاوس-لژاندر، انتگرال گيري قاعده از استفاده با نخست گام در
قبل مرحله از حاصل تقريب حل براي برنولي چندجمله اي هاي بر مبتني عددي روش يک دوم گام در و شده ساخته کسري مرتبه ديفرانسيل
با کسري، مرتبه ديفرانسيل معادلات دستگاه به توزيعي مرتبه تقليل و اوليه مسئله گسسته سازي از پس نيز [٢۶] در است. شده گرفته به کار
گاوس-لژاندر روش همگرايي و يکتا جواب وجود شرايط است. شده محاسبه مسئله تقريبي جواب لاگرانژ درون ياب چندجمله اي هاي از استفاده

است. گرفته قرار بحث مورد [۴٨] در نيز
است. غيرخطي و خطي انتشار معادله است، گرفته قرار مطالعه مورد پژوهشگران از بسياري توسط که ديفرانسيل معادلات انواع از يکي
بازه هاي در را ذرات جرم يا گرما مانند متغير، يک تکاملي رفتار الگوي کسري، حسابان مفاهيم از استفاده با زماني کسري مرتبه انتشار معادله
مشاهده پديده از دقيق تري توصيف صحيح مرتبه ديفرانسيل معادلات با مقايسه در کسري مرتبه انتشار معادلات مي کند. توصيف زماني
مدل هاي .[٣٩ ،١٧] گرفته اند قرار مطالعه مورد گسترده به طور مهندسي، و فيزيک در کاربردهايشان به دليل و [٢۴] مي دهند ارائه شده
مرتبه مدل هاي از مؤثرتر پيچيده، ديناميکي سيستم هاي توصيف در غيرموضعي، ويژگي هاي بودن دارا به دليل توزيعي، کسري ديفرانسيل
در و شده گرفته به کار زيستي و شيميايي فيزيکي، فرآيندهاي پويايي توصيف در ديفرانسيل معادلات از دسته اين .[۴۶] کلاسيک اند و کسري
.[٢٧ ،١١] است گرفته قرار استفاده مورد گسترده به طور ابرانتشار و زيرانتشار فرآيند نظير آن با مرتبط پديده هاي و انتشار فرآيند مدل سازي
روش هاي تاکنون و شود ظاهر مهندسي و پزشکي اقتصادي، پديده هاي از بسياري رياضي مدل سازي در مي تواند انتشار معادله آن، بر علاوه
در جواب محاسبه نحو� و وجود نمونه، براي است. گرفته قرار مطالعه مورد توزيعي کسري مرتبه انتشار معادله حل براي گوناگوني عددي
روش [١۶] در آن حل براي و شده پرداخته توزيعي مرتبه کسري انتشار معادلات تحليل و تجزيه به [۵] در است؛ گرفته قرار بحث مورد [٧]
کسري-فضايي انتشار معادلات حل براي نيز لژاندر لوباتو- گاوس- و لوباتو گاوس- طيفي روش هاي است. شده گرفته به کار متناهي تفاضل
اين حل براي نيز [١٩ ،۶] لاپلاس تبديل و [١۵] لژاندر چندجمله اي هاي ،[١] شعاعي پايه اي توابع از .[٣] است شده بررسي توزيعي مرتبه
شده استفاده کسري-فضايي انتشار ديفرانسيل معادله حل براي فشرده متناهي تفاضل روش ،[۴۵] در است. شده استفاده معادلات از دسته
در کسري-فضايي انتشار ديفرانسيل معادلات حل براي دوم نوع چبيشف چندجمله اي هاي و متناهي تفاضل گسسته سازي روش ترکيب است.
شده پيشنهاد [۴٢] در توزيعي مرتبه انتشار ديفرانسيل معادلات حل براي بالا مرتبه متناهي عناصر روش يک اخيراً همچنين، شد. ارائه [۴٧]

است.
زير به صورت معادلات اين کلي شکل مي پردازيم. توزيعي مرتبه با زماني کسري انتشار معادلات از دسته اي مطالعه به پژوهش، اين در

مي شود: گرفته نظر ∫در ١

٠
w(α)Dα

t u(x, t)dα + ρuxx(x, t) = f(x, t), ٠ < x < X, ٠ < t ≤ T, (١. ١)

اوليه شرط با

u(x, ٠) = u٠(x), ٠ ≤ x ≤ X, (١. ٢)

مرزي شرايط }و
u(٠, t) = û٠(t), ٠ ≤ t ≤ T,

u(X, t) = û١(t), ٠ ≤ t ≤ T,
(١. ٣)

به نسبت α > ٠ مرتبه از کاپوتو کسري مشتق به Dα
t u و هستند پيوسته و معلوم توابع û١(t) و û٠(t) ،u٠(x) ،f(x, t) آن، در که

مي کند: صدق زير خاصيت در که است توزيع تابع w همچنين دارد. اشاره t متغير

w : [٠, ١] → R+ ∪ {٠}, ٠ <
∫ ١

٠
w(α)dα <∞.
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و قطعه اي ساختار داراي توابع اين مي گيرند. قرار استفاده مورد (١. ٣)- (١. ١) مسئله حل براي مربعي کلاهي توابع عددي، روش ارائه براي
بر مبتني طيفي روش هاي برخلاف نتيجه، در مي شود. گسسته سازي فرآيند در پراکنده ماتريس هاي ايجاد موجب که هستند متناهي محمل
کلاهي توابع با متناظر ريمان-ليوويل عملياتي ماتريس مي شوند، پرهزينه ماتريس هاي به منجر معمولاً که لژاندر يا چبيشف چندجمله اي هاي
معادلات در به ويژه مي کند، ايجاد نياز مورد حافظه و محاسباتي هزينه در توجهي قابل کاهش ويژگي اين است. کم هزينه ساختاري داراي مربعي
کلاهي توابع محلي ماهيت همچنين، مي شود. انجام مختلف مراتب از مجموعه اي براي کسري عملگر ارزيابي که توزيعي مرتبه ديفرانسيل
موضعي تغييرات و ضعيف، تکينگي هاي غيرهموار، رفتارهاي توصيف براي چندجمله اي، پايه هاي بر مبتني روش هاي به نسبت را آنها مربعي

مي سازد. مناسب تر مي دهد، رخ کسري مدل هاي از بسياري در که
آنها خواص و مربعي کلاهي پايه اي توابع کسري، حسابان از ضروري تعاريف برخي ،٢ بخش در است: ذيل شرح به پژوهش اين ساختار
در مي پردازد. خطا تحليل به ۴ بخش مي شود. پرداخته (١. ٣)- (١. ١) مسئله حل براي عددي روش معرفي به ،٣ بخش در مي شود. يادآوري
در مي گيرد. قرار ارزيابي مورد پيشنهادي روش دقت و کارايي و شده آورده عددي مثال هاي روي روش پياده سازي از حاصل نتايج ،۵ بخش

مي شود. بيان ۶ بخش در نتيجه گيري آخر،

اساسي مفاهيم ٢
جمله از آنها کاربردي خواص و مربعي کلاهي توابع خانواده به سپس، مي شود. يادآوري کسري حسابان از نياز مورد مباحث بخش، اين در

مي شود. پرداخته کلاهي توابع عملياتي ماتريس

کسري حسابان بر مروري ٢. ١
آنها متنوع کاربردهاي و خواص مي توان که [۴٩ ،١٣] است شده ارائه گوناگوني تعاريف انتگرال، و مشتق عملگرهاي براي کسري حسابان در

مي شود. بيان کاپوتو کسري مشتق و ريمان-ليوويل کسري انتگرال  عملگرهاي تعريف اينجا، در يافت. [٣۶ ،١۴] مراجع در را
:[۴٩] مي شود تعريف زير به صورت α > ٠ مرتبه از ريمان-ليوويل کسري انتگرال گيري عملگر u(.) تابع براي .٢. ١ تعريف

Iαt u(t) =
١

Γ(α)

∫ t

٠
(t− s)α−١u(s)ds, t > ٠,

I٠
t u(t) = u(t),

است. اويلر گاماي تابع Γ(.) آن در که
:[١٢] مي شود تعريف زير به صورت α > ٠ مرتبه از کاپوتو کسري مشتق ،u(.) تابع براي .٢. ٢ تعريف

Dα
t u(t) =

١
Γ(m− α)

∫ t

٠
(t− s)m−α−١u(m)(s)ds, m− ١ < α < m.

مي شود: تعريف زير به صورت ،t متغير به نسبت α > ٠ مرتبه از کاپوتو مشتق u(x, t) متغيره دو تابع براي .٢. ٣ تعريف

Dα
t u(x, t) =

١
Γ(m− α)

∫ t

٠
(t− s)m−α−١∂

mu(x, s)

∂sm
ds, m− ١ < α ≤ m.

انتگرال گيري عملگر و کاپوتو مشتق بين کاربردي روابط به مي توان دارند، قرار (m−١,m] باز� در که αاي مقادير mو ∈ Nبراي
:[۴٩] کرد اشاره زير شرح به ريمان-ليوويل

Dα
t I

α
t u(t) = u(t),

Iαt D
α
t u(t) = u(t)−

m−١∑
i=٠

u(i)(٠)
ti

i!
, t > ٠, (٢. ١)

Iα−β
t Dα

t u(t) = Dβ
t u(t)−

m−١∑
i=⌈β⌉

u(i)(٠)
ti−β

Γ(i− β + ١)
, ٠ < β < α, t > ٠, (٢. ٢)

است. سقف تابع نشان دهند� ⌈.⌉ آن، در که
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آنها خواص و مربعي کلاهي توابع ٢. ٢
زيرباز� n به [٠, S] باز� n زوج عدد به ازاي که مي شود فرض مربعي، کلاهي توابع از -تايي (n + ١) خانواده يک معرفي به منظور
مي شوند تعريف زير به صورت مربعي کلاهي توابع شود. تقسيم h =

S

n
مساوي طول با ،i = ٠, ١, . . . , n− ١ ، [ih, (i+ ١)h]

:[٣٧]

ψ٠,S(s) =

{
١

٢h٢ (s− h)(s− ٢h), ٠ ≤ s ≤ ٢h,
٠, s مقادير ,ساير

(٢. ٣)

،١ ≤ i ≤ n− ١ که i فرد مقادير براي

ψi,S(s) =

{
−١
h٢ (s− (i− ١)h)(s− (i+ ١)h), (i− ١)h ≤ s ≤ (i+ ١)h,

٠, s مقادير ,ساير
(۴ .٢)

،٢ ≤ i ≤ n− ٢ که i زوج مقادير براي نيز و

ψi,S(s) =


١

٢h٢ (s− (i− ١)h)(s− (i− ٢)h), (i− ٢)h ≤ s ≤ ih,
١

٢h٢ (s− (i+ ١)h)(s− (i+ ٢)h), ih ≤ s ≤ (i+ ٢)h,
٠, s مقادير ,ساير

(۵ .٢)

مي شود: تعريف زير به صورت خانواده عضو آخرين و

ψn,S(s) =

{
١

٢h٢ (s− (S − h))(s− (S − ٢h)), S − ٢h ≤ s ≤ S,

٠, s مقادير .ساير
(۶ .٢)

داريم: sj = jh براي و هستند خطي مستقل L٠]٢, S] فضاي در (۶ .٢)-(٢. ٣) مربعي کلاهي توابع خانواده

ψi,S(sj) =

{
١, i = j,

٠, i ̸= j.
(٢. ٧)

همچنين،
n∑

i=٠

ψi,S(s) = ١.

از خطي ترکيب يک بر مبتني تقريبي مي توان ،n زوج عدد هر براي و باشد L٠]٢, S] فضاي عضو که y دلخواه تابع هر براي از اين رو،
آورد: به دست مربعي کلاهي توابع تايي -(n+ ١) خانواده

y(s) ≃ yn(s) =
n∑

i=٠

yiψi,S(s) = Y TΨn,S(s),

است زير به شکل پايه اي توابع -تايي n+ ١ بردار Ψn,S(s) آن، در که

Ψn,S(s) = [ψ٠,S(s), ψ١,S(s), . . . , ψn,S(s)]
T ,

مي شود داده زير به صورت که است ضرايب بردار Y و

Y = [y٠, y١, . . . , yn]
T ,

.yj = y(sj) به طوري که،
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زد: تقريب زير به صورت مي توان را u(x, t) ∈ L٢ ([٠, X]× [٠, T ]) متغيره دو تابع مشابه، به طور

u(x, t) ≃ un١,n٢(x, t) =

n١∑
i=٠

n٢∑
j=٠

ui,jψi,X(x)ψj,T (t) = ΨT
n١,X

(x)UΨn٢,T (t), (٢. ٨)

.tj = jT
n٢

و xi = iX
n١

به طوري که است، ui,j = u(xi, tj) درايه هاي با ضرايب ماتريس U آن، در که
(n + ١)× ماتريس اين ابعاد مي دهيم. نشان Pα

s با را α مرتبه ريمان-ليوويل کسري انتگرال عملگر به مربوط عملياتي ماتريس
داده زير به صورت ماتريس اين مي آيند. به دست Ψ.

n,S بردار از ψi,S پايه اي تابع بر Iαs عملگر اعمال با آن درايه هاي و بوده (n + ١)
:[٣٧] مي شود

Pα
s =

hα

٢Γ(α + ٣)



٠ β١ β٢ β٣ β۴ . . . βn−١ βn
٠ η٠ η١ η٢ η٣ . . . ηn−٢ ηn−١
٠ ξ−١ ξ٠ ξ١ ξ٢ . . . ξn−٣ ξn−٢
٠ ٠ ٠ η٠ η١ . . . ηn−۴ ηn−٣
٠ ٠ ٠ ξ−١ ξ٠ . . . ξn−۵ ξn−۴
... ... ... ... ... ... ...

٠ ٠ ٠ ٠ ٠ . . . η٠ η١
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ . . . ξ−١ ξ٠


,

آن، در که

β١ = α(٣ + ٢α),
βi = iα+٢)١i− ۶ − ٣α) + ٢iα(١ + α)(٢ + α)− (i− ٢)α+٢)١i− ٢ + α), i = ٢, ٣, . . . , n,
η٠ = ۴(١ + α),

ηi = ۴[(i− ١)α+١(i+ ١ + α)− (i+ ١)α+١(i− ١ − α)], i = ١, ٢, . . . , n− ١,
ξ−١ = −α,
ξ٠ = ٢α+٢)١ − α),

ξ١ = ٣α+١(۴ − α)− ۶(٢ + α),

ξi = (i+ ٢)α+٢)١i+ ٢ − α)− ۶iα+٢)١ + α)− (i− ٢)α+٢)١i− ٢ + α), i = ٢, ٣, . . . , n− ٢.

نوشت: مي توان بنابراين

Iαs Ψn,S(s) ≃ Pα
s Ψn,S(s). (٢. ٩)

محاسبات هزينه کاهش و سريع تر پردازش به منجر زياد، صفر درايه هاي تعداد وجود به دليل Pα
s عملياتي ماتريس از استفاده است بديهي

مي شود.

عددي روش ٣

معادله يک به ديفرانسيل معادله تا مي شود اعمال مکاني متغير به نسبت پياپي انتگرال گيري دو ابتدا عددي، تقريب فرايند تسهيل براي
ديگر و شوند وارد جديد معادله در مستقيم به طور مرزي و اوليه شرايط که مي شود موجب تبديل اين گردد. تبديل معادل انتگرال-ديفرانسيل
عملگر ابتدا، ،(١. ١) معادله براي تقريبي جوابي آوردن به دست به منظور بنابراين، نباشد. گسسته سازي مرحله در آنها جداگان� اعمال به نيازي

مي کنيم: اعمال معادله اين طرفين روي را I٢
x

I٢
x

(∫ ١

٠
w(α)Dα

t u(x, t)dα

)
+ ρ [u(x, t)− ux(٠, t)x− u(٠, t)] = f(x, t). (٣. ١)
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يعني است؛ شده حاصل f تابع از x متغير به نسبت انتگرال گيري بار دو با بالا معادله راست سمت در f تابع

f(x, t) =

∫ x

٠

∫ z

٠
f(s, t)dsdz.

مي زنيم: تقريب زير شرح به را توزيعي مرتبه انتگرالي عبارت (٣. ١) در و مي گيريم به کار را گاوس-لژاندر انتگرال گيري قاعده ∫حال ١

٠
w(α)Dα

t u(x, t)dα ≃ ١
٢

M∑
j=١

ωjw(
١
٢
(αj + ١))D

١
٢ (αj+١)
t u(x, t) (٣. ٢)

.[١٠] هستند متناظر وزن هاي ها ωj و گاوس-لژاندر انتگرال گيري گره هاي ها αj آن، در که
داريم: (٣. ١) در (٣. ٢) جايگذاري با

I٢
x

١
٢

M∑
j=١

ωjw(
١
٢
(αj + ١))D

١
٢ (αj+١)
t u(x, t)

+ ρ [u(x, t)− ux(٠, t)x− u(٠, t)] = f(x, t). (٣. ٣)

از استفاده با سپس و گرفته نظر در ut(x, t) براي تقريبي ابتدا نيستند، مشتق پذير گره اي نقاط در مربعي کلاهي توابع که آنجا از
مي کنيم. Dαمعرفي

t u(x, t) و u(x, t) براي تقريب هايي ،(٢. ٢) و (٢. ١) در شده داده خواص و ريمان-ليوويل انتگرال عملياتي ماتريس
کلاهي پايه اي توابع مبناي بر ،ut(x, t) تابع تقريب مي کنيم فرض شود. ظاهر معادله در طبيعي به طور اوليه شرط که مي شود باعث کار اين

باشد: زير شرح به مربعي

ut(x, t) ≃ ΨT
n١,X

(x)AΨn٢,T (t), (۴ .٣)

داريم: (٢. ٢) رابطه از استفاده با است. مجهول و ضرايب ماتريس A آن، در که

Dα
t u(x, t) = I١−α

t D١
tu(x, t).

مي آيد: به دست زير شرح به Dα
t u(x, t) از تقريبي (٢. ٩) و (۴ .٣) به توجه با اکنون،

Dα
t u(x, t) ≃ ΨT

n١,X
(x)AP ١−α

t Ψn٢,T (t). (۵ .٣)

مي آوريم: به دست اوليه شرط از استفاده با و (٢. ١) خاصيت به توجه با همچنين،

u(x, t) ≃ ΨT
n١,X

(x)AP ١
t Ψn٢,T (t) + u٠(x). (۶ .٣)

داشت: خواهيم (٣. ٣) در (۵ .٣) و (۴ .٣) در شده معرفي تقريب هاي جايگذاري و (٢. ٩) به توجه با

١
٢

M∑
j=١

ωjw(
١
٢
(αj + ١))ΨT

n١,X
(x)(P ٢

x )
TAP

١
٢ (١−αj)

t Ψn٢,T (t)

+ ρ [u(x, t)− ux(٠, t)x− u(٠, t)] = ΨT
n١,X

(x)FΨn٢,T (t),

(٣. ٧)

است. f(x, t) تابع بسط ضرايب ماتريس F به طوري که
مي شود: محاسبه زير به صورت ux(٠, t) از تقريبي ، (٣. ٧) رابطه در (١. ٣) مرزي شرايط و (١. ٢) اوليه شرط جايگذاري با

ux(٠, t) ≃ ١
٢ρx

M∑
j=١

ωjw(
١
٢
(αj + ١))ΨT

n١,X
(x)(P ٢

x )
TAP

١
٢ (١−αj)

t Ψn٢,T (t)

+
١
x
u(x, t)− ١

x
û٠(t)−

١
ρx

ΨT
n١,X

(x)FΨn٢,T (t).

(٣. ٨)
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داشت: خواهيم ، (٣. ٨) در x = X دادن قرار با

ux(٠, t) ≃ ١
٢ρX

M∑
j=١

ωjw(
١
٢
(αj + ١))ΨT

n١,X
(X)(P ٢

x )
TAP

١
٢ (١−αj)

t Ψn٢,T (t)

+
١
X

(û١(t)− û٠(t))−
١
ρX

ΨT
n١,X

(X)FΨn٢,T (t).

(٣. ٩)

مي آوريم: به دست ساده سازي از بعد مي کنيم. جايگذاري (٣. ٧) در را (۶ .٣) تقريب و (٣. ٩) در آمده به دست ux(٠, t) تقريبي مقدار اکنون،

١
٢

M∑
j=١

ωjw(
١
٢
(αj + ١))(P ٢

x )
TAP

١
٢ (١−αj)

t + ρAP ١
t + ρU٠

− ١
٢

M∑
j=١

ωjw(
١
٢
(αj + ١))Q(P ٢

x )
TAP

١
٢ (١−αj)

t − ρU +QF = F,

(٣. ١٠)

است: شده استفاده زير تقريب هاي از آن در که
x

X
ΨT

n١,X
(X) ≃ ΨT

n١,X
(x)Q,

x

X
(û١(t)− û٠(t)) ≃ ΨT

n١,X
(x)UΨn٢,T (t),

u٠(x)− û٠(t) ≃ ΨT
n١,X

(x)U٠Ψn٢,T (t).

مي شود. حاصل (۶ .٣) رابطه به توجه با مسئله تقريبي جواب ،A ضرايب ماتريس محاسبه و (٣. ١٠) معادلات دستگاه حل با آخر، در
پياده سازي در وجود، اين با است. A ماتريس مجهول درايه هاي حسب بر خطي معادلات دستگاه يک حاصل دستگاه که است ذکر به لازم
تکراري روش اساس بر دستور اين است. شده استفاده Mathematica نرم افزار در FindRoot دستور از دستگاه اين حل براي روش،
حاصل دستگاه جواب تکرار يک با تنها صفر، اوليه مقادير گرفتن نظر در با وضعيت، اين در مي کند. عمل غيرخطي دستگاه هاي حل براي نيوتن

مي شود.

خطا تحليل ۴
مي پردازيم. مربعي کلاهي توابع از استفاده با متغيره دو تابع يک بسط همگرايي مرتبه بررسي به بخش، اين در

un١,n٢(x, t) کنيد فرض همچنين، .h٢ =
T

n٢
و h١ =

X

n١
،u(x, t) ∈ C٠])٣, X] × [٠, T ]) کنيد فرض .١ .۴ قضيه

آنگاه باشد. مربعي کلاهي توابع از استفاده با u تابع تقريب (٢. ٨) در شده معرفي

|u(x, t)− un١,n٢(x, t)| = O
(
h١

٣)+O
(
h٢

٣) .
مي دهيم: قرار اثبات.

∆ = [٠, X]× [٠, T ], ∆i,j = [xi, xi+٢]× [tj, tj+٢], i = ٠, . . . , n١ − ٢, j = ٠, . . . , n٢ − ٢.

دو درجه از چندجمله اي يک ∆i,j روي un١,n٢(x, t) که مي شود ملاحظه ،(٢. ٧) خاصيت به توجه با .∆ = ∪∆i,j که است واضح
از استفاده با مي کند. درون يابي m = j, j + ١, j + ٢ و l = i, i+ ١, i+ ٢ براي (lh١,mh٢) نقاط در را u(x, t) است که

[٢٢] داريم ∆i,j روي درون يابي خطاي

u(x, t)− un١,n٢(x, t) =
١
۶
∂٣u(ζ, t)

∂x٣

i+٢∏
l=i

(x− lh١) +
١
۶
∂٣u(x, η)

∂t٣

j+٢∏
m=j

(t−mh٢)

− ١
٣۶
∂۶u(ζ ′, η′)

∂x٣∂t٣

i+٢∏
l=i

(x− lh١)

j+٢∏
m=j

(t−mh٢),
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بنابراين .η, η′ ∈ [tj, tj+٢] و ζ, ζ ′ ∈ [xi, xi+٢] آن، در که

|u(x, t)− un١,n٢(x, t)| ≤
١
۶

max
(x,t)∈∆i,j

∣∣∣∣∂٣u(x, t)

∂x٣

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
i+٢∏
l=i

(x− lh١)

∣∣∣∣∣
+

١
۶

max
(x,t)∈∆i,j

∣∣∣∣∂٣u(x, t)

∂t٣

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
j+٢∏
m=j

(t−mh٢)

∣∣∣∣∣
+

١
٣۶

max
(x,t)∈∆i,j

∣∣∣∣∂۶u(x, t)

∂x٣∂t٣

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
i+٢∏
l=i

(x− lh١)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
j+٢∏
m=j

(t−mh٢)

∣∣∣∣∣ .
(١ .۴)

به طوري که دارند وجود C٣ و C٢ ،C١ مثبت ثابت هاي ،u ∈ C٣(∆) آنجايي که از
(٢ .۴)

max
(x,t)∈∆i,j

∣∣∣∣∂٣u(x, t)

∂x٣

∣∣∣∣ ≤ C١, max
(x,t)∈∆i,j

∣∣∣∣∂٣u(x, t)

∂t٣

∣∣∣∣ ≤ C٢, max
(x,t)∈∆i,j

∣∣∣∣∂۶u(x, t)

∂x٣∂t٣

∣∣∣∣ ≤ C٣.

داريم ديگر، طرف ∣∣∣∣∣از
i+٢∏
l=i

(x− lh١)

∣∣∣∣∣ ≤ ٢
√

٣
٩

h١
٣,

∣∣∣∣∣
j+٢∏
m=j

(t−mh٢)

∣∣∣∣∣ ≤ ٢
√

٣
٩

h٢
٣. (٣ .۴)

مي شود. حاصل مطلوب نتيجه ،(١ .۴) در (٣ .۴) و (٢ .۴) از استفاده با

مربعي کلاهي توابع از استفاده با u(x, t) تابع تقريب un(x, t) و ،h١ = h٢ = h و X = T اگر خاص، حالت در .٢ .۴ نتيجه
داشت خواهيم آنگاه باشد،

|u(x, t)− un(x, t)| = O
(
h٣) .

معادلات از بسياري در اما شود. زده تقريب مربعي کلاهي توابع از استفاده با f تابع است لازم پيشنهادي، عددي روش در .٣ .۴ ملاحظه
نهايي دقت بر مستقيماً موضوع اين نيستند. برخوردار کافي همواري از t متغير به نسبت f تابع نتيجه در و f تابع توزيعي، مرتبه با ديفرانسيل
احتمالي کاهش ديگر، بيان به شود. عددي مثال هاي در مشاهده شده همگرايي مرتبه در محسوس کاهش موجب مي تواند و گذاشته اثر روش

است. f تابع نبودن هموار از ناشي عددي نتايج در همگرايي مرتبه

عددي مثال هاي ۵
گرفته نظر در n١ = n٢ = n مثال ها در مي شود. ارزيابي روش کارايي و دقت نتايج، بررسي و عددي مثال هاي ارائه با بخش، اين در
به مجهز شخصي رايانه يک با محاسبات تمام و شده پياده سازي Mathematica نرم افزار محيط در شده ارائه عددي روش مي شود.
و خطا مطلق قدر ماکزيمم دقت، ارزيابي براي است. شده انجام RAM حافظه گيگابايت ١۶ و گيگاهرتز ٢٫۵ با Intel Core i7 پردازنده

با به ترتيب، همگرايي، مرتبه

En = max
٠≤x,t≤١

|u(x, t)− un(x, t)|,

CO = log٢

(
En

E٢n

)
,

است. آمده به دست تقريبي جواب un و مسئله دقيق جواب u به طوري که، مي شوند، محاسبه

:[٢١] است شده داده زير توزيعي کسري مرتبه ديفرانسيل معادله .١ .۵ ∫مثال ١

٠
(Γ(

۵
٢
− α)Dα

t u(x, t)dα− uxx(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ [٠, ١]× [٠, ١],
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آن در که

f(x, t) =

√
t(x− ٢(١ (٣

√
π(t− ١)(x− ٢(١x٢ − ٨t(۵x(٣x− ٢) + ١) ln(t))

ln(t)
,

مسئله اين تحليلي جواب است. شده داده u(٠, t) = u(١, t) = ٠ و u(x, ٠) = ٠ به صورت مرزي شرايط و اوليه شرط و
است. u(x, t) = t

٣
٢x١)٢ − x)۴

زمان و همگرايي مرتبه مطلق، خطاي ماکزيمم براي عددي نتايج پرداختيم. مسئله اين عددي حل به شده ارائه روش به کارگيري با
گزارش ١ جدول در ،[٢١] ضمني متناهي تفاضل روش از حاصل نتايج همراه به ،n مختلف مقادير به ازاي ثانيه حسب بر محاسبات انجام
شرايط دليل، همين به .f, f /∈ C٠])١, ١]× [٠, ١]) ولي پيوسته اند، [٠, ١]× [٠, ١] روي مثال اين در f و f توابع است. شده
است، برقرار f تابع کسر مخرج در ln(t) جمله وجود به دليل توزيعي مرتبه مسائل اکثر در عيب اين نيست. برقرار تابع اين براي ١ .۴ قضيه
اين با داشت. روش براي O(h٣) همگرايي انتظار نمي توان ،f تابع تقريب خطاي به روش خطاي وابستگي به توجه با آن، نتيج� در که
و n = ١٠ به ازاي مطلق خطاي توابع نمودار است. برخوردار مطلوبي دقت از حاضر روش که مي دهند نشان جدول در عددي نتايج وجود،
جواب هاي نمودار همچنين، است. پايه اي توابع تعداد افزايش با خطا کاهش نشان دهند� که است شده داده نمايش ١ شکل در n = ۶٠

مي شود. مشاهده ٢ شکل در n = ٢ به ازاي تقريبي و دقيق

.n مختلف مقادير به ازاي عددي نتايج مقايسه (١ .۵ (مثال :١ جدول
[٢١] روش حاضر روش

n
En CPU time CO En

٨٫۴٠ × ٣−١٠ ٠٫٠٠٠ ١٫١۴ ٩٫۶١ × ٣−١٠ ٢
٢٫۴۵ × ٣−١٠ ٠٫٠٣١ ١٫٠٩ ۴٫٣۶ × ٣−١٠ ۴
۶٫٣۶ × ١٠−۴ ٠٫١۴١ ٢٫۴٨ ١٫۴۶ × ٣−١٠ ٨
١٫۶٢ × ١٠−۴ ١٫٣٩٠ ٢٫٧٩ ٢٫۶٢ × ١٠−۴ ١۶

− ١٨٫٠۴٧ ٣٫١٢ ٣٫٨٠ × ١٠−۵ ٣٢
− ٣٣٨٫٧١٨ − ۴٫٣٨ × ١٠−۶ ۶۴

راست). (سمت n = ۶٠ و چپ) (سمت n = ١٠ با مطلق خطاي نمودار (١ .۵ (مثال :١ شکل

:[۴۴] مي گيريم نظر در را زير توزيعي کسري مرتبه انتشار مسئله .٢ .۵ مثال

{∫ ١
٠ Γ(٣ − α)Dα

t u(x, t)dα− uxx(x, t) = f(x, t), ٠ < x < ١, ٠ < t < ١,
u(x, ٠) = ٠, u(٠, t) = t٢, u(١, t) = ٠,

که، به طوري

f(x, t) =
٢t(t− ١)(١ − x) cos x

ln t
− ٢t٢ sinx+ t١)٢ − x) cos x,
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(راست). n = ٢ به ازاي تقريبي جواب و (چپ) دقيق جواب نمودار (١ .۵ (مثال :٢ شکل

جدول در عددي نتايج مسئله، اين روي پيشنهادي روش پياده سازي با است. u(x, t) = t١)٢ − x) cos x مسئله اين تحليلي جواب و
با که مي شود ملاحظه است. مشاهده قابل ٢ جدول در n مختلف مقادير به ازاي عددي نتايج است. شده گزارش ۵ و ۴ ،٣ شکل هاي و ٢
است شده رسم ٣ شکل در n = ۶٠ و n = ١٠ به ازاي خطا قدرمطلق نمودار همچنين، مي يابد. کاهش خطا پايه اي توابع تعداد افزايش
خطا ماکزيمم که دريافت مي توان نمودارها اين بررسي با علاوه، به است. پايه اي توابع تعداد افزايش صورت در دقت افزايش نشان دهند� که
براي است. دسترس در نقاط اين در دقيق جواب مرزي، شرايط و اوليه شرط به توجه با که مي دهد رخ (x, ٠) و (٠, t) مرزي نقاط در
جواب نمودار ۵ شکل آخر، در است. کمتر ٣ × ١٠−۶ از نقاط اکثر در خطا ،n = ۶٠ به ازاي که مي شود ديده وضوح به ۴ شکل در نمونه،

مي دهد. نمايش را n = ٢ به ازاي روش پياده سازي از حاصل تقريبي جواب و دقيق

.n مختلف مقادير به ازاي عددي نتايج (٢ .۵ (مثال :٢ جدول
CPU time CO En n

٠٫٠٠٠ ٢٫٢۶ ٢٫٧١ × ٢−١٠ ٢
٠٫٠١۵ ١٫٢٨ ۵٫۶۵ × ٣−١٠ ۴
٠٫١٢۵ ٢٫٠٣ ١٫۵٧ × ٣−١٠ ٨
١٫۵۴٧ ١٫٢۴ ٣٫٨۴ × ١٠−۴ ١۶

١٨٫٧٣۵ ٠٫٧١ ١٫۶٣ × ١٠−۴ ٣٢
٣۵۵٫٢٨١ − ٩٫٩۶ × ١٠−۵ ۶۴

(راست). n = ۶٠ و (چپ) n = ١٠ با مطلق خطاي نمودار (٢ .۵ (مثال :٣ شکل

:[۴٠] مي گيريم نظر در را زير توزيعي مرتبه انتشار مسئله .٣ .۵ ∫}مثال ١
٠ Γ(٧

٢ − α)Dα
t u(x, t)dα− uxx(x, t) = f(x, t), ٠ < x < ١, ٠ < t < ١,

u(x, ٠) = ٠, u(٠, t) = u(١, t) = ٠,
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.n = ۶٠ به ازاي مطلق خطاي نمودار از برشي (٢ .۵ (مثال :۴ شکل

(راست). n = ٢ به ازاي تقريبي جواب و (چپ) دقيق جواب نمودار (٢ .۵ (مثال :۵ شکل
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به طوري که،

f(x, t) =
١۵

√
πt٣/٢(t− ١)x(x− ١)

٨ ln t
− ٢t۵/٢.

و ٣ جدول در عددي نتايج ،n مختلف مقادير گرفتن نظر در با است. u(x, t) = t۵/٢(x٢ − x) تحليلي جواب داراي مسئله اين
مي يابد. بهبود روش دقت پايه اي توابع تعداد افزايش با که کرد ملاحظه مي توان به راحتي است. مشاهده قابل ٧ و ۶ شکل هاي

.n مختلف مقادير به ازاي عددي نتايج (٣ .۵ (مثال :٣ جدول
CPU time CO En n

٠٫٠١۵ ١٫٨۵ ١٫٠١ × ٢−١٠ ٢
٠٫٠١۶ ٢٫٠١ ٢٫٨٠ × ٣−١٠ ۴
٠٫٢١٩ ١٫٨٣ ٣٫٧۴ × ١٠−۴ ٨
١٫۴٣٨ ٠٫٣۵ ١٫٠۵ × ١٠−۴ ١۶

١٨٫١٧١ ٠٫٨۴ ٨٫٢۶ × ١٠−۵ ٣٢
٣۶٨٫١١٠ − ۴٫۶١ × ١٠−۵ ۶۴

راست). (سمت n = ۶٠ و چپ) (سمت n = ١٠ با مطلق خطاي نمودار (٣ .۵ (مثال :۶ شکل

(راست). n = ٢ به ازاي تقريبي جواب و (چپ) دقيق جواب نمودار (٣ .۵ (مثال :٧ شکل

نتيجه گيري ۶
پايه اي توابع بر مبتني پيشنهادي روش است. شده معرفي توزيعي مرتبه انتشار ديفرانسيل معادلات حل براي عددي روش يک مقاله، اين در
معادلات از دستگاهي به مسئله تبديل براي موثر ابزارهاي به عنوان گاوس-لژاندر انتگرال گيري قاعده همراه به توابع اين و بوده مربعي کلاهي
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به که است خطي جبري معادلات دستگاه يک نيز حاصل دستگاه معادله، بودن خطي به توجه با است، ذکر به لازم شده اند. استفاده جبري
بالاي دقت و همگرايي متفاوت، پايه اي توابع تعداد گرفتن نظر در با نتايج ارائه و مثال سه روي روش پياده سازي با است. حل قابل سادگي
پايه اي، توابع تعداد کمترين به کارگيري از حاصل تقريبي و دقيق جواب هاي مقايس� با و ٧ و ۵ ،٢ شکل هاي به توجه با شد. داده نشان روش
علي رغم است. دارا پايه اي توابع از کمي تعداد با حتي را مطلوب تقريبي جواب هاي آوردن به دست توانايي شده معرفي روش که دريافت مي توان
مي دهند نشان عددي نتايج مربعي، کلاهي توابع از استفاده با هموار کافي اندازه به تابع يک تقريب (h٣)Oبراي همگرايي مرتبه دادن نشان
تلاش آينده، در (h٣)Oاست. همگرايي مرتبه فاقد روش توزيعي، مرتبه کسري مسائل اکثر در t = ٠ در ناهموار منبع تابع وجود به دليل که
تعميم شود. استفاده موج معادله جمله از توزيعي مرتبه جزئي ديفرانسيل معادلات از ديگري دسته هاي حل براي روش اين از که شد خواهد
که مي شويم يادآور پايان، در گرفت. خواهد قرار توجه مورد کار ادام� در نيز غيرخطي توزيعي مرتبه جزئي ديفرانسيل معادلات حل براي روش
افزايش اما است، توزيعي مرتبه کسري مشتقات با سه بعدي و دوبعدي مسائل به گسترش قابل اصولي به صورت پيشنهادي چارچوب هرچند
زيرساخت هاي از بهره گيري و بالاتر محاسباتي توان نيازمند آنها کارآمد حل و مي شود بزرگ بسيار جبري دستگاه هاي تشکيل موجب ابعاد

است. پيشرفته محاسباتي
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Abstract: In this research, quadratic hat functions and their properties are used to solve a class of
distributed-order fractional diffusion equations. The fractional derivative is considered in the Caputo
sense. To obtain the numerical solution, after applying the second-order spatial integral to both sides
of the equation and employing the Gauss-Legendre quadrature rule, the problem is transformed into a
multi-term time-fractional integro-differential equation. Subsequently, by introducing an approximation
of the first-order time derivative of the unknown function, derivatives of various orders of the function
are approximated using the Riemann-Liouville operational matrix and the properties of quadratic hat func-
tions. By substituting these approximations and applying the initial and boundary conditions, a system of
algebraic equations is obtained. Then, the approximation error is examined. Finally, numerical examples
are provided to evaluate the efficiency and accuracy of the proposed method.
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