
٢٢۵٨٠٨٨- ١ چاپي: شاپا
DOI: 10.22055/jamm.2026.49403.2368

رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
۴٢٩–٩ ص ،١ شماره ،١۶ دوره ،١۴٠۵ سال
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ولترا-فردهلم( انتگرال معادله به صورت ( aFBVP مرزي( شرايط با چهارم مرتبه ديفرانسيل معادله مقاله، اين در چکيده:
پيکارد، روش از استفاده با VFIE چارچوب در را مسئله جواب همگرايي و يکتايي وجود، است. شده بازنويسي (bVFIE
جواب خطاي تقريب قضيه ادامه، در همچنين و مي گيرد قرار بررسي مورد شوارتز نامساوي و باناخ ثابت نقطه قضيه
چبيشف پايه توابع از استفاده با FBVP مسائل حل در تاو روش عملکرد مطالعه، اين در مي گردد. قرار اثبات مورد عددي
شده داده توسعه تاو عملياتي ماتريس رويکرد از بهره گيري با مسائل اين جبري معادل فرمول بندي مي شود. بررسي
نشان را خطاها نمايي کاهش تاو، روش از استفاده با FBVP غيرخطي و خطي مسائل روي بر عددي آزمايش هاي است.
نشان به خوبي را تاو پيشنهادي روش بالاي دقت مشابه، مسائل براي موجود نتايج با مقايسه شامل عددي، نتايج مي دهد.
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حل در نمونه، براي است؛ گرفته قرار بررسي مورد متعددي مقالات در و شده گرفته کار به گسترده اي به طور تاو روش اخير، سال هاي در
با ديفرانسيل معادلات عددي حل زمين� در و [٢۶ ،٢٢ ،١۶ ،١۵ ،١] مطالعات به مي توان (ODEs ) معمولي ديفرانسيل معادلات عددي
چندجمله اي هاي نقش ،[٢٧ ،٢٠ ،١٨ ،٣ ،٢] جمله از مقالات از مجموعه اي در کرد. مراجعه [١٧ ،١۴] منابع به (ODEs) جزئي مشتقات

است. شده تحليل ODE و ODE مسائل حل در آن ها عددي کارايي و چبيشف و لژاندر
به صورت يا دارند، فراواني کاربرد مهندسي و علوم در که (FBVPs) چهارم مرتبه مرزي مقدار مسائل از دسته اي عددي، تحليل حوزه در
تفاضل چون روش هايي از بهره گيري با تا کرده اند تلاش متعددي پژوهشگران راستا، اين در .[٢٩ ،٩ ،۴] مي شوند بررسي عددي يا و تحليلي
با را (FBVP) مسائل غيرچندجمله اي، و چندجمله اي اسپلاين توابع بر مبتني روش هاي ساير و سينک-گالرکين مربعات، کمترين محدود،

.[٢١ ،٨] نمايند حل مؤثر به صورت و بالا دقت
توسط خود سطح کل روي بر که مي پردازد بارگذاري شده يکنواخت به طور و بلند مستطيلي صفحه يک خمش بررسي به حاضر مطالعه
مي کند: پيروي زير سيستم از ϕ عمودي شکل تغيير نقطه، هر در شده اند. مهار صلب به صورت آن لبه هاي و شده پشتيباني الاستيک بستر يک

D d۴ϕ
dx۴ = q −Kϕ

ϕ(٠) = ϕ(l) = ϕ′(٠) = ϕ′(l) = ٠,
(١. ١)

اين رياضي کلي شکل مي دهند. نشان را بستر عکس العمل و وارده بار شدت صفحه، خمشي سختي به ترتيب K و q ،D آن در که
است: بيان قابل زير مرزي مقدار مسئله به صورت سيستم

d۴ϕ

dx۴ + p(x)ϕ = q(x), x ∈ I = [a, b], (١. ٢)

ديريکله: مرزي شرايط با همراه
ϕ(a) = α١, ϕ(b) = α٢,

نويمن: مرزي شرايط و
ϕ′(a) = β١, ϕ′(b) = β٢,

عددي جواب همگرايي همچنين و جواب يکتايي و وجود مقاله، اين در هستند. پيوسته خود دامنه در q(x) و p(x) توابع آن در که
مي گيرد. قرار بررسي مورد مسائل نوع اين با مرتبط

معادل� مانند چهارم مرتبه مرزي مقدار مسائل حل براي چبيشف پايه هاي از استفاده با را تاو روش تا شديم آن بر پژوهش اين در اين رو، از
با تا مي کنيم فراهم را شرايط اين فردهلم ولترا- انتگرال معادل� به (١. ٢) چهارم مرتبه ديفرانسيل معادله تبديل با و دهيم گسترش (١. ٢)
از استفاده با همچنين دهيم. قرار بررسي مورد را ديفرانسيل معادله جواب يکتايي و وجود پيکارد، روش و باناخ ثابت نقطه قضيه به کارگيري

مي شود. داده نشان قضيه يک قالب در نيز تقريبي جواب خطاي مرتبه و همگرايي مسئله، انتگرالي فرم
وجود مي گردد. تشريح (VFIE) معادل� فرم به (FBVP) مسئله تبديل نحوه ،٢ بخش در است: شده تنظيم زير صورت به  مقاله ساختار
چبيشف پايه هاي اساس بر تاو عددي روش ،۴ بخش در مي شود. بررسي ،٣ بخش در ،VFIE معادله فرم بنابر (١. ٢) معادل� حل يکتايي و
مي پردازد. VFIE تبديلي فرم از حاصل عددي روش خطاي تقريب و همگرايي تحليل به ۵ بخش مي گردد. معرفي (١. ٢) مسئله حل براي

شد. خواهد ارائه ٧ بخش در نتيجه گيري نهايت، در است. آن ها دقيق حل با همراه متعددي عددي مثال هاي شامل ۶ بخش

VFIE معادله به FBVP مسئله تبديل ٢
نوشت: زير به صورت مي توان را (١. ٢) مرزي مقداري معادله

ϕ(۴) = q(x)− p(x)ϕ,

ϕ(a) = α١, ϕ(b) = α٢,

ϕ′(a) = β١, ϕ
′(b) = β٢.

(٢. ١)

که مي کنيم فرض بنابراين، کنيم. تبديل خطي انتگرالي معادله يک به صورت را (٢. ١) مرزي مقدار مسئل� که است اين ما هدف
يافت: خواهيم دست زير رابط� به ،[a, x] بازه روي داده شده رابط� طرف دو از انتگرال گيري با باشد. ϕ(۴) = u(x)

ϕ(٣)(x) = ϕ(٣)(a) +

∫ x

a

u(z)dz. (٢. ٢)
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مي دهيم: ادامه [a, x] بازه روي فوق معادل� طرف دو از انتگرال گيري به سپس

ϕ′′(x) = ϕ′′(a) + (x− a)ϕ(٣)(a) +

∫ x

a

∫ z

a

u(τ)dτdz

= ϕ′′(a) + (x− a)ϕ(٣)(a) +

∫ x

a

(x− z)u(z)dz.

(٢. ٣)

مي شود: حاصل [a, x] روي (٢. ٣) از انتگرال گيري با همچنين،

ϕ′(x) = ϕ′(a) + (x− a)ϕ′′(a) + ١
٢(x− a)٢ϕ(٣)(a) +

∫ x

a

∫ z

a

(x− τ)u(τ)dτdz

= β١ + (x− a)ϕ′′(a) + ١
٢(x− a)٢ϕ(٣)(a) + ١

٢

∫ x

a

(x− z)٢u(z)dz.

(۴ .٢)

مي رسيم: نتيجه اين به (۴ .٢) طرف دو از انتگرال گيري با اکنون

ϕ(x) = ϕ(a)+ β١(x− a)+
١
٢
(x− a)٢ϕ′′(a)+

١
۶
(x− a)٣ϕ(٣)(a)+

١
۶

∫ x

a

(x− z)٣u(z)dz. (۵ .٢)

مي رسيم: زير روابط به ترتيب به مرزي، شرايط از استفاده و (۵ .٢) و (۴ .٢) معادلات در x = b جاي گذاري با

β٢ = β١ + (b− a)ϕ′′(a) +
١
٢
(b− a)٢ϕ(٣)(a) +

١
٢

∫ b

a

(b− z)٢u(z)dz, (۶ .٢)

و

α٢ = α١ + β١(b− a) +
١
٢
(b− a)٢ϕ′′(a) +

١
۶
(b− a)٣ϕ(٣)(a) +

١
۶

∫ b

a

(b− z)٣u(z)dz. (٢. ٧)

آوريم: به دست را ϕ(٣)(a) و ϕ′′(a) مقادير مي توانيم ،(٢. ٧) و (۶ .٢) شامل معادلات مجموعه حل با

ϕ′′(a) =
(−۴β١ − ٢β٢

b− a
+

۶(α٢ − α١)

(b− a)٢

)
+

∫ b

a

((b− z)٢

b− a
− (b− z)٣

(b− a)٢

)
u(z)dz (٢. ٨)

و

ϕ(٣)(a) =
۶(β١ + β٢)

(b− a)٢ − ١٢(α٢ − α١)

(b− a)٣ +

∫ b

a

(−٣(b− z)٢

(b− a)٢ +
٢(b− z)٣

(b− a)٣

)
u(z)dz (٢. ٩)

مي رسيم: زير نتيجه به ،(۵ .٢) معادل� در (٢. ٩) معادل� از ϕ(٣)(a) و (٢. ٨) معادل� از ϕ′′(a) جاي گذاري با حال

ϕ(x) =
[
α١ + β١(x− a) +

(−٢β١ − β٢

b− a
+

٣(α٢ − α١)

(b− a)٢

)
(x− a)٢

+
((β١ + β٢)

(b− a)٢ − ٢(α٢ − α١)

(b− a)٣

)
(x− a)٣

]
+

∫ b

a

[١
٢
(x− a)٢

((b− z)٢

b− a
− (b− z)٣

(b− a)٢

)
(٢. ١٠)

+
١
۶
(x− a)٣

(−٣(b− z)٢

(b− a)٢ +
٢(b− z)٣

(b− a)٣

)]
u(z)dz

+

∫ x

a

١
۶
(x− z)٣u(z)dz.
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مي رسيم: زير خطي انتگرالي معادله به نهايت در ،(٢. ١) معادل� در (٢. ١٠) معادل� دادن قرار با

u(x) = p̂(x) +

∫ b

a

H١(x, z)u(z)dz +

∫ x

a

H٢(x, z)u(z)dz, (٢. ١١)

آن: در که

p̂(x) = −p(x)
[
α١ + β١(x− a) +

(−٢β١ − β٢

b− a
+

٣(α٢ − α١)

(b− a)٢

)
(x− a)٢

+
((β١ + β٢)

(b− a)٢ − ٢(α٢ − α١)

(b− a)٣

)
(x− a)٣

]
+ q(x),

H١(x, z) = −p(x)
[١

٢
(x− a)٢

((b− z)٢

b− a
− (b− z)٣

(b− a)٢

)
+

١
۶
(x− a)٣

(−٣(b− z)٢

(b− a)٢ +
٢(b− z)٣

(b− a)٣

)]
,

H٢(x, z) = −١
۶
p(x)(x− z)٣.

جواب يکتايي و وجود بحث ٣
است: لازم زير شرايط ،(٢. ١١) معادل� حل يکتايي و وجود مطالعه براي بحث، ادامه در

نُرم و است پيوسته L٢(I)× L٢(I) فضاي در t و x متغيرهاي به نسبت آن جزئي مشتقات که ϕ(x, z) تابع که کنيد فرض (i)
مي شود: تعريف زير به صورت آن

∥ψ(x, z)∥ = max
a≤x,t≤b

{∫ t

a

|ψ(x, τ)|٢dτ
} ١

٢
.

مي شود: معرفي زير به صورت آن نُرم است، پيوسته C[a, b] در q′(x) آن اول مشتق که q(x) تابع براي (ii)

∥p(x)∥ = max
a≤x≤b

{∫ x

a

|p(τ)|٢ dτ
} ١

٢
= N,

است. ثابت يک N آن در که

C[a, b] باناخ فضاي در u(x) فرد به منحصر حل يک داراي (٢. ١١) معادل� شوند، برآورده (ii) و (i) شرايط اينکه فرض با .٣. ١ قضيه
.L =Max

{
L١ = ∥H١(x, z)∥, L٢ = ∥H٢(x, z)∥

}
؛ L < ١

٢ شرط با است،

قضيه از استفاده با سپس و پيکارد روش از استفاده با ابتدا کنيم. اثبات روش دو از را (٢. ١١) معادل� حل يکتايي و وجود مي خواهيم ما اثبات.
باناخ. ثابت نقطه

پيکارد روش اول: روش
مي گيريم: نظر در زير به صورت را (٢. ١١) معادل� حل

u(x) = lim
n→∞

un(x)

آن: در که

un(x) =
n∑

i=٠

Ri(x) ; x ∈ I = [a, b], n = ١, ٢, . . .

هستند: زير به صورت پيوسته توابع Ri(x), i = ١, ٢, . . . , n آن در }که
Rn(x) = un(x)− un−١(x),
R٠(x) = p(x).

(٣. ١)
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است. همگرا u(x) پيوسته جواب تابع يک به يکنواخت به صورت
∑n

i=٠ Ri(x) سري که دهيم نشان داريم نياز بحث، کردن کامل براي
مي گيريم: نظر در را زير دنباله منظور، اين براي

un(x) = p̂(x) +

∫ b

a

H١(x, z)un−١(z)dz +

∫ x

a

H٢(x, z)un−١(z)dz ; u٠(x) = p(x).

بنويسيم: مي توانيم بنابراين

un(x)− un−١(x) =

∫ b

a

H١(x, z)(un−١(z)− un−٢(z))dz

+

∫ x

a

H٢(x, z)(un−١(z)− un−٢(z))dz,

نوشت: مي توان (٣. ١) از سپس

Rn(x) =

∫ b

a

H١(x, z)Rn−١(z))dz +

∫ x

a

H٢(x, z)Rn−١(z)dz,

داريم: نُرم، خواص از و

∥Rn(x)∥ ≤
∥∥∥∫ b

a

H١(x, z)Rn−١(x))dz
∥∥∥+

∥∥∥∫ x

a

H٢(x, z)Rn−١(x)dz
∥∥∥. (٣. ٢)

مي گيريم: نتيجه (i)− (ii) شرايط و کوشي-شوارتز نابرابري از استفاده با ،(٣. ٢) در n = ١ اينکه فرض با

∥R١(x)∥ ≤
∥∥∥∫ b

a

H١(x, z)R٠(z)dz
∥∥∥+

∥∥∥∫ x

a

H٢(x, z)R٠(z)dz
∥∥∥

≤
∥∥∥∫ b

a

|H١(x, z)| |R٠(z)|dz
∥∥∥+

∥∥∥∫ x

a

|H٢(x, z)| |R٠(z)|dz
∥∥∥

≤
∥∥∥{∫ b

a

|H١(x, z)|٢dz
} ١

٢
{∫ b

a

|R٠(z)|٢dz
} ١

٢
∥∥∥

+
∥∥∥{∫ x

a

|H٢(x, z)|٢dz
} ١

٢
{∫ x

a

|R٠(z)|٢dz
} ١

٢
∥∥∥

≤ ∥H١(x, z)∥ ∥R٠(x)∥+ ∥H٢(x, z)∥ ∥R٠(x)∥ ≤ (٢L)N.

مي آوريم: به دست استقراء، از استفاده با سپس

∥Rn(x)∥ ≤ (٢L)nN ; ٢L ≤ ١, n = ١, ٢, . . . .

داريم ديگر، عبارت به مي شود. همگرا u(x) مانند جواب يک به un(x) دنباله که مي گيريم نتيجه بنابراين

u(x) =
∞∑
i=٠

Ri(x). (٣. ٣)

جواب يک v(x) که مي کنيم فرض منظور اين براي کنيم. بررسي (٢. ١١) معادل� براي (٣. ٣) در را u(x) جواب يکتايي مي خواهيم حال
بنويسيم: مي توانيم بنابراين باشد. (٢. ١١) معادل� از ديگر

u(x)− v(x) =

∫ b

a

H١(x, z)[u(z)− v(z)]dz +

∫ x

a

H٢(x, z)[u(z)− v(z)]dz,
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مي آوريم: به دست کوشي-شوارتز، نامساوي از استفاده و (i)− (ii) شرايط اعمال با سپس
(۴ .٣)

∥u(x)− v(x)∥ ≤
∥∥∥∫ b

a

H١(x, z)[u(z)− v(z)]dz
∥∥∥+

∥∥∥∫ x

a

H٢(x, z)[u(z)− v(z)]dz
∥∥∥

≤
∥∥∥∫ b

a

|H١(x, z)| |u(z)− v(z)|dz
∥∥∥+

∥∥∥∫ x

a

|H٢(x, z)| |u(z)− v(z)|dz
∥∥∥

≤
∥∥∥{∫ b

a

|H١(x, z)|٢dz
} ١

٢
{∫ b

a

|u(z)− v(z)|٢dz
} ١

٢
∥∥∥

+
∥∥∥{∫ x

a

|H٢(x, z)|٢dz
} ١

٢
{∫ x

a

|u(z)− v(z)|٢dz
} ١

٢
∥∥∥

≤ L١∥u(x)− v(x)∥+ L٢∥u(x)− v(x)∥ ≤ ٢L∥u(x)− v(x)∥.

که: است معني بدين (۴ .٣) معادل�
(١ − ٢L)∥u(x)− v(x)∥ ≤ ٠,

است. (٢. ١١) معادل� حل يکتايي نشان دهنده که ،u(x) = v(x) بنابراين ،٠ < (١ − ٢L) < ١ چون
باناخ ثابت نقطه قضيه دوم: روش

را (٢. ١١) معادل� منظور، اين براي کنيم. بررسي باناخ ثابت نقطه قضيه از استفاده با را (٢. ١١) معادل� جواب وجود دوباره مي خواهيم ما
مي کنيم: بازنويسي زير شکل به انتگرالي اپراتور به صورت

(Tu)(x) = p̂(x) + (Tu)(x) ; (Tu)(x) =

∫ b

a

H١(x, z)u(z)dz +

∫ x

a

H٢(x, z)u(z)dz. (۵ .٣)

کنيم. بررسي را (٢. ١١) انتگرالي اپراتور پيوستگي و بودن نرمال بايد مطلوب، نتيجه به رسيدن براي
داريم: (۵ .٣) معادل� از بودن، نرمال جستجوي در (الف)

∥(Tu)(x)∥ =
∥∥∥∫ b

a

H١(x, z)u(z)dz +

∫ x

a

H٢(x, z)u(z)dz
∥∥∥,

داريم: کوشي-شوارتز، نابرابري و (i)− (ii) شرايط اعمال با

∥(Tu)(x)∥ ≤
∥∥∥∫ b

a

H١(x, z)u(z)dz
∥∥∥+ ∥

∫ x

a

H٢(x, z)u(z)dz
∥∥∥

≤
∥∥∥∫ b

a

|H١(x, z)| |u(z)|dz
∥∥∥+

∥∥∥∫ x

a

|H٢(x, z)| |u(z)|dz
∥∥∥

≤
∥∥∥{∫ b

a

|H١(x, z)|٢dz
} ١

٢
{∫ b

a

|u(z)|٢dz
} ١

٢
∥∥∥

+
∥∥∥{∫ x

a

|H٢(x, z)|٢dz
} ١

٢
{∫ x

a

|u(z)|٢dz
} ١

٢
∥∥∥

≤ L٢∥u(x)∥+ L٢∥u(x)∥ ≤ ٢L∥u(x)∥ ; ٢L < ١.

مي شود. استنتاج T بودن نرمال (i) شرط از و است نرمال T انتگرالي اپراتور بنابراين
بنابراين: کنند، صدق (۵ .٣) معادل� در C[a, b] فضاي در u٢(x) و u١(x) تابع دو که کنيد فرض پيوستگي، توصيف در (ب)

(Tu١)(x) = p̂(x) +

∫ b

a

H١(x, z)u١(z)dz +

∫ x

a

H٢(x, z)u١(z)dz

(Tu٢)(x) = p̂(x) +

∫ b

a

H١(x, z)u٢(z)dz +

∫ x

a

H٢(x, z)u٢(z)dz,

(۶ .٣)
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مي رسيم: زير نتيجه به (۶ .٣) معادل� از

T [u١(x)− u٢(x)] =

∫ b

a

H١(x, z)[u١(z)− u٢(z)] dz +

∫ x

a

H٢(x, z)[u١(z)− u٢(z)] dz.

داريم: ،(ii) و (i) شرايط اعمال با

∥T [u١(x)− u٢(x)]∥ ≤ L١

∥∥∥ max
a≤x≤b

∫ x

a

|u١(z)− u٢(z)| dz
∥∥∥+ L٢

∥∥∥ max
a≤x≤b

∫ x

a

|u١(z)− u٢(z)| dz
∥∥∥

≤ L∥u١(x)− u٢(x)∥+ L∥u١(x)− u٢(x)∥ = ٢L∥u١(x)− u٢(x)∥.

که: مي دهد نشان اين و

∥T [u١(x)− u٢(x)]∥ ≤ L∥u١(x)− u٢(x)∥; L = ٢L < ١. (٣. ٧)

قضيه از نتيجه، در است. انقباضي عملگر يک T عملگر بنابراين، است. T انتگرالي عملگر يکنواخت پيوستگي نشان دهنده (٣. ٧) نامساوي
است. (٢. ١١) ولترا-فردهلم معادله جواب که دارد وجود u(x) يکتا ثابت نقطه يک که مي گيريم نتيجه باناخ، ثابت نقطه

چبيشف طيفي تاو روش ۴

خطي حالت ١ .۴
فرض کليت، دادن دست از بدون دارد. اختصاص چبيشف طيفي تاو روش از استفاده با (١. ٢) مسئله خطي فرم عددي حل به قسمت اين

شود. مراجعه [٢٠ ،١] منابع به چبيشف چندجمله اي هاي بيشتر مطالعه جهت مي شود پيشنهاد ضمن در باشد. I = [٠, ١] که مي کنيم
هستيم: زير فرم به جوابي يافتن دنبال به چبيشف، طيفي تاو روش در

ϕN(x) =
N∑
k=٠

akψk(x) = aψ = aϕXx, (١ .۴)

در که هستند ψ = (ψ٠(x), ψ١(x), · · · )T و ،Xx = (١, x, x٢, · · · )T ،a = (a٠, a١, · · · , aN , ٠, · · · ) اينجا، در
مي باشند: زير داخلي ضرب به نسبت چبيشف متعامد چندجمله اي هاي از مجموعه اي x ∈ [٠, ١] آن

< ψi(x), ψj(x) >w=

∫ ١

٠
ψi(x)ψj(x)w(x)dx. w(x) =

١√
١ − (٢x− ٢(١

مي شود. تعريف ψ = ϕXx و است چبيشف چندجمله اي هاي پايين مثلثي ضرايب ماتريس ϕ همچنين،
مي زنيم: تقريب زير به صورت را q(x) و p(x) توابع ،ψ تعامد شرط از استفاده با

pN(x) =
N∑
k=٠

pkψk(x) = pϕXx, pk =
< p(x), ψk(x) >w

< ψk(x), ψk(x) >w

,

qN(x) =
N∑
k=٠

qkψk(x) = qϕXx, qk =
< q(x), ψk(x) >w

< ψk(x), ψk(x) >w

,

مي باشند. q = (q٠, · · · , qN , ٠, · · · ) و p = (p٠, · · · , pN , ٠, · · · ) آن: در که
است: بيان قابل زير ماتريسي فرم به صورت ،l = ١, · · · , ۴ براي x به نسبت ϕ تابع l-ام مشتق تقريب

dlϕN

dxl
= aϕΨlXx = aϕΨlϕ−١ψ, (٢ .۴)



۴٢٩-٩ صفحه ١ شماره ١۶ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / شکري ج. ٣۶

آن: در که

Ψ =


٠ ٠ ٠ . . .
١ ٠ ٠ . . .
٠ ٢ ٠ . . .
٠ ٠ ٣
... ... ... . . .

 .

مي کنيم: بررسي را ϕN در x متغير ضرب تاثير اکنون

xkϕN(x) = aϕMkXx, (٣ .۴)

آن: در که

M =


٠ ١ ٠ ٠ . . .
٠ ٠ ١ ٠ . . .
٠ ٠ ٠ ١ . . .
٠ ٠ ٠ ٠
... ... ... . . .

 ,

داشت: خواهيم سپس

pN(x)ϕN(x) = aϕpN(M)Xx = aϕpN(M)ϕ−١ψ. (۴ .۴)

مي رسيم: زير رابط� به ،(١. ٢) معادل� در (۴ .۴) و (٢ .۴) معادلات جاي گذاري با

aϕΨlϕ−١ψ + aϕpN(M)ϕ−١ψ = q ψ. (۵ .۴)

مي آيد: به دست زير رابط� ،(١. ٢) معادل� از مي گيريم. نظر در را ديريکله شرايط اکنون

aϕX٠ = α١, aϕX١ = α٢, aϕΨX٠ = β١, aϕΨX١ = β٢. (۶ .۴)

اعمال با همراه ،{ψk(x)}N−۴
k=٠ مجموعه روي (۵ .۴) معادل� تصويرسازي ،ψ = (ψ٠(x), ψ١(x), · · · ) مجموعه تعامد به بنا

a = (a٠, a١, · · · , aN , ٠, · · · مجهول( ضرايب براي جبري خطي معادلات دستگاه يک تشکيل به منجر ،(۶ .۴) معادل� ديريکله شرايط
مي شود.

غيرخطي حالت ٢ .۴
مي گيريم: نظر در زير صورت به را [١٠] مرجع از (١. ٢) معادله غيرخطي شکل

y(۴) + p(x)yy′ + r(x)H(y) = s(x), x ∈ I = [a, b], (٧ .۴)

شده اند. تعريف (١. ٢) معادله در که نويمن و ديريکله مرزي شرايط با
داد: بسط زير صورت به مي توان را H(y(x)) غيرخطي تحليلي تابع که کرد فرض مي توان کليت، دادن دست از بدون

H(y(x)) ≃
N∑
k=٠

γky
k(x), (٨ .۴)

داريم: ،(٧ .۴) معادله براي ١ .۴ بخش در پيشنهادي عددي روش گرفتن نظر در با

y
(۴)
N = aϕΨ۴ϕ−١φ. (٩ .۴)

داشت: خواهيم ،[٧] مرجع در ١ لم طبق همچنين،

ykN(x) = aϕBk−١Xx = aϕBk−١ϕ−١φ (١٠ .۴)
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است: زير ساختار با بي نهايت بعدي بالامثلثي ماتريس يک B آن در که

B =


aϕ٠ aϕ١ aϕ٢ . . .

٠ aϕ٠ aϕ١ . . .
٠ ٠ aϕ٠ . . .
... ... ... . . .

 ,

است. ϕi = [φi,j]
∞
j=٠ آن در که

گرفته نظر در زير صورت به yN روي بر x متغير ضرب تاثير با ،pN(x)yNy′N و rN(x)H(yN) عبارات ماتريسي نمايش براي
مي شود:

rN(x)H(yN) =
N∑
k=٠

γkaϕB
k−١rN(M)ϕ−١φ, (١١ .۴)

pN(x)yNy
′
N = aϕpN(M)

(
Xx × (aϕΨXx)

)
= aϕpN(M)B̃ϕ−١φ, (١٢ .۴)

: است زير فرم با بي نهايت بعدي مثلثي بالا ماتريس يک نيز B̃ آن در که

B̃ =


aϕ̃٠ aϕ̃١ aϕ̃٢ . . .

٠ aϕ̃٠ aϕ̃١ . . .

٠ ٠ aϕ̃٠ . . .
... ... ... . . .

 ,

مي باشد. ϕ̃i = [φ̃i,j]
∞
j=٠ و ϕ̃ = ϕΨ آن در که

داريم: ،(٧ .۴) معادله در (١٢ .۴) و (١١ .۴) ،(٩ .۴) معادلات جايگذاري با

aϕΨ۴ϕ−١φ+ aϕpN(M)B̃ϕ−١φ+
N∑
k=٠

γkaϕB
k−١rN(M)ϕ−١φ = sφ. (١٣ .۴)

،φ = (φ٠(x), φ١(x), · · · ) توابع بودن متعامد خاصيت از بهره گيري با و (١. ٢) معادله از نويمن و ديريکله مرزي شرايط به توجه با
يافت. را a = (a٠, a١, · · · , aN , ٠, · · · ) ناشناخته ضرايب مي توان

خطا تقريب تحليل ۵
کنيم. استفاده زير اساسي لِمهاي از بايد خطا، برآورد براي

طوري به است، (p = ١, ٢ آن در (که Ω = (٠, ١)p روي بر ϕ(x) توابع تمام سوبولف Hmفضاي
w (Ω) که کنيد فرض [۵] .١ .۵ لم

بر چندجمله اي ها از مجموعه اي عنوان به را PN(Ω) مجموعه هستند. L٢
w(Ω) عضو m مرتبه تا آن ضعيف مشتقات تمام و ϕ(x) که

تعريف PN(Ω) چندجمله اي هاي فضاي به L٢
w(Ω) از نرمال تصوير عنوان به PN اپراتور مي گيريم. نظر در N حداکثر درجه با Ω روي

مي کند. صدق ϕ ∈ Hm
w (Ω) هر براي زير تقريب در انتقال يافته چبيشف سري از برش خطاي است. شده

∥ϕ− PNϕ∥L٢
w(Ω) ≤ CN−m|ϕ|Hm,N

w (Ω); m ≥ ١, (١ .۵)

مي شود: توصيف زير به صورت | · | نيم نُرم

|ϕ|Hm,N
w (Ω) =

 m∑
j=min(m,N+١)

p∑
i=١

||Dj
iϕ||٢

L٢
w(Ω)

١/٢

.
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مي گيريم: نظر در I = [٠, ١] با زير شکل به را (١. ٢) معادل�
ϕ(۴) + p(x)ϕ = q(x),

ϕ(٠) = α١, ϕ(١) = α٢,

ϕ′(٠) = β١, ϕ
′(١) = β٢.

(٢ .۵)

داريم: است، شده داده توضيح ٢ بخش در که مشابهي رويه از استفاده با
(٣ .۵)

ϕ(x) =
[
α١ + β١x+

(
−٢β١ − β٢ + ٣(α٢ − α١)

)
x٢ +

(
(β١ + β٢)− ٢(α٢ − α١)

)
x٣
]

+

∫ ١

٠

[١
٢
x٢
(
−١)٢ − z)٢ − (١ − z)٣

)
+

١
۶
x٣
(

١)٣ − z)٢ + ١)٢ − z)٣
)]
u(z)dz

+

∫ x

٠

١
۶
(x− z)٣u(z)dz

و

u(x) = p̂(x) +

∫ ١

٠
H١(x, z)u(z)dz +

∫ x

٠
H٢(x, z)u(z)dz. (۴ .۵)

مي گيريم. پيش شد، داده توضيح قبلي بخش در که تاو، عددي روش براي L٢
w وزن دار نُرم در خطا برآورد با را بحث ادامه

که طوري به است هموار کافي اندازه به ϕ(x) که کنيد فرض و است (١. ٢) FBVP براي دقيق جواب ϕ(x) که کنيد فرض .٢ .۵ قضيه
،ϕ(x) ∈ Hm

w (٠, ١) اگر برايϕ(x)است. ،(١ .۴) معادل� در طيفي، چبيشف تاو ϕN(x)تقريب که کنيد فرض باشد. خوش وضع مسئله
،m ≥ ١ براي آنگاه

∥ϕ− ϕN∥L٢
w(٠,١) → ٠.

ندارد. بستگي N به که است ثابت يک C و است بزرگ کافي اندازه به N که مي کنيم فرض

مي گيريم: نظر در زير شکل به (٢ .۵) با مشابه را (١. ٢) BV P مسئله اثبات.

ϕ(۴) + p(x)ϕ = q(x) , x ∈ I = [٠, ١], (۵ .۵)

داريم: است، شده داده توضيح ٢ بخش در که (٣ .۵) نتيجه اساس بر .ϕ(۴)
N = uN که کنيد فرض

(۶ .۵)
ϕN(x) =

[
α١ + β١x+

(
−٢β١ − β٢ + ٣(α٢ − α١)

)
x٢ +

(
(β١ + β٢)− ٢(α٢ − α١)

)
x٣
]

+

∫ ١

٠

[١
٢
x٢
(
−١)٢ − z)٢ − (١ − z)٣

)
+

١
۶
x٣
(

١)٣ − z)٢ + ١)٢ − z)٣
)]
uN(z)dz

+

∫ x

٠

١
۶
(x− z)٣uN(z)dz

و

uN(x) = p̂N(x) +

∫ ١

٠
H١,N(x, z)uN(z)dz +

∫ x

٠
H٢,N(x, z)uN(z)dz. (٧ .۵)

داريم: (۴ .۵) معادل� از (٧ .۵) معادل� کردن کم با

E(x) =

∫ ١

٠
H١(x, z)E(z)dz +

∫ x

٠
H٢(x, z)E(z)dz + Er١ + Er٢ + Er٣ (٨ .۵)



٣٩ چهارم مرتبه ديفرانسيل معادلات تحليل و تجزيه

و ،E(x) = u(x)− uN(x) آن در که
Er١ = p̂(x)− p̂N(x),

Er٢ =

∫ ١

٠
(H١(x, z)−H١,N(x, z))uN(z)dz,

Er٣ =

∫ x

٠
(H٢(x, z)−H٢,N(x, z))uN(z)dz.

و p = q = ٢ ازاي به ،[١٢] هاردي نامساوي و [۶] گرونووال نامساوي از استفاده با
داريم: (٨ .۵) معادل� براي ،w١(x) = w٢(x) =

١√
١−(٢x−١)٢

∥E∥L٢
w(٠,١) ≤ C∥Er١ + Er٢ + Er٣∥L٢

w(٠,١). (٩ .۵)

مي آوريم: به دست را زير نتيجه ،١ .۵ لم از (١ .۵) نامساوي از استفاده با

∥Er١∥L٢
w(٠,١) ≤ CN−m|p̂|Hm,N

w (٠,١). (١٠ .۵)

مي آيد: به دست (١ .۵) نامساوي و هاردي نامساوي از نتيجه اين

∥Er٢∥L٢
w(٠,١) ≤ ∥H١ −H١,N∥L٢

w(٠,١)∥uN∥L٢
w(٠,١)

≤ CN−m|H١|Hm,N
w (٠,١)

(
∥u∥L٢

w(٠,١) + ∥E∥L٢
w(٠,١)

)
,

(١١ .۵)

مشابه: طور به و

∥Er٣∥L٢
w(٠,١) ≤ ∥H٢ −H٢,N∥L٢

w(٠,١)∥uN∥L٢
w(٠,١)

≤ CN−m|H٢|Hm,N
w (٠,١)

(
∥u∥L٢

w(٠,١) + ∥E∥L٢
w(٠,١)

)
.

(١٢ .۵)

مي آيد: به دست زير نامساوي ،ϕ(۴)
N = uN اينکه يادآوري و (١٢ .۵) تا (٩ .۵) نامساوي هاي از نهايت، در

∥ϕ− ϕN∥L٢
w(٠,١) ≤ CN−m|p|Hm,N

w (٠,١)

+ CN−m|H١|Hm,N
w (٠,١)

(
∥ϕ(۴)∥L٢

w(٠,١) + CN−m|ϕ(۴)|Hm,N
w (٠,١)

)
+ CN−m|H٢|Hm,N

w (٠,١)

(
∥ϕ(۴)∥L٢

w(٠,١) + CN−m|ϕ(۴)|Hm,N
w (٠,١)

)
,

مي شود. استنتاج جواب تقريب همگرايي ،N → ∞ که زماني اکنون،

عددي نتايج ۶

از استفاده با محاسبات تمام مي کنيم. بررسي را عددي مثال سه بخش اين در ،۴ بخش در پيشنهادي عددي روش کارايي دادن نشان براي
مي کنيم: استفاده زير شکل به L٢

w وزن دار نُرم از خطا، رفتار تحليل براي است. شده انجام مَتمَتيکا نرم افزار

∥ϕ− ϕN∥L٢
w(a,b) = ∥e∥L٢

w(a,b) =
(∫ b

a

|e|٢w(x)dx
) ١

٢
,

است. آمده به دست ۴ بخش در پيشنهادي روش از استفاده با که است معادله، دقيق جواب ،ϕ(x) تقريب  ϕN(x) آن در که
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بگيريد: نظر در را زير به صورت [٣٠ ،٢۵ ،٢٣ ،١٣] از FBVP مسئل� .١ .۶ ϕمثال
(۴) + xϕ = −(٨ + ٧x+ x٣)ex, x ∈ [٠, ١],
ϕ(٠) = ϕ(١) = ٠,
ϕ′(٠) = ١, ϕ′(١) = −e,

(١ .۶)

است: زير به صورت دقيق جواب آن، در که
ϕ(x) = x(−x+ ١)ex.

ϕN(x) = تقريبي جواب مي کنيم: توصيف N = ۵ ازاي به مثال اين براي را ۴ بخش پيشنهادي عددي روش مثال اين در ما
ديفرانسيل معادله در ϕN(x) جايگذاري با حال مي باشند. چبيشف متعامد چندجمله ايهاي ψj(x)ها آن در که

∑N
j=٠ akψj(٢x− ١)

در که مي شود ظاهر زير در مجهول ۶ با معادله دو دستگاه يک مذکور معادله جملات بر داخلي ضرب صورت به ψj(x)ها تصوير و (٢ .۶)
.wj =

π
٢N , j = ٢, . . . , N و w١ = wN+١ = π

N
صورت به wj وزن تابع آن

N+١∑
j=١

(ϕ
(۴)
N (xj) + xjϕN(xj)− g(xj))(ψk−٢)١x− ١)wj = ٠ , k = ١, ٢,

چندجمله ايهاي ريشه هاي ،xj+١ = (١ − cos( jπ
N
))/٢, j = ٠, . . . , N و g(x) = −(٨ + ٧x + x٣)ex آن در که

به نهايت در که مي گردد، ظاهر مجهول ۶ با معادله ۴ ،ϕN(x) تقريبي جواب براي مسئله اوليه شرايط اعمال با ادامه در مي باشند. چبيشف
يافت: خواهيم دست زير فرم به a٠, a١, . . . , a۵ مجهول ۶ و معادله ۶ با خطي معادلات دستگاه يک

١٫٢۵۶۶۴a٠ + ٠٫٨۶٣٩٣٨a١ + ٠٫۴٧١٢٣٩a٢ + ٠٫۴٧١٢٣٩a٣ + ٧٧٢١٫٢۵a۴ + ٠٫۴٧١٢٣٩a۵ = −۵٩٫۴۶۵٩
٠٫٨۶٣٩٣٨a٠ + ٠٫٨۶٣٩٣٨a١ + ٠٫۶۶٧۵٨٨a٢ + ٠٫۴٧١٢٣٩a٣ + ٠٫۴٧١٢٣٩a۴ + ۵٣٠٨٠٫٨a۵ = −٣٠٫٣٠٨٩
a٠ − a١ + a٢ − a٣ + a۴ − a۵ = ٠
a٠ + a١ + a٢ + a٣ + a۴ + a۵ = ٠
٢a١ − ٨a٢ + ١٨a٣ − ٣٢a۴ + ۵٠a۵ = ١
٢a١ + ٨a٢ + ١٨a٣ + ٣٢a۴ + ۵٠a۵ = −e

مي گردند: حاصل زير صورت به مجهول ضرايب فوق دستگاه حل از

a٠ = ٠٫٢٠٩٢١۵, a١ = ٠٫٠۵٢۵۵١٩, a٢ = −٠٫٢٠١۴٨٩, a٣ = −٠٫٠۵١٩٧٩٧,
a۴ = −٠٫٠٠٧٧٢۶٠١, a۵ = −٠٫٠٠٠۵٧٢١٩٢,

مي آيد: دست به زير صورت به (٢ .۶) مسئل� تقريبي جواب ϕN(x) در ضرايب اين جايگذاري با که

ϕN(x) = −٣٫۴۶٩۴۵ × ١٧−١٠ + x− ٠٫١٢۴١۶۶x٢ − ٠٫٣٢۶٣۴٧x٣ − ٠٫٢۵۶۵٢۴x۴ − ٠٫٢٩٢٩۶٢x۵

نشان است، آمده به دست ۴ بخش در پيشنهادي روند از استفاده با که N مختلف مقادير براي را ∥e∥L٢
w(a,b) خطاي مقادير ١ جدول

مي دهد. ارجاع نيز را [٣٠ ،٢۵ ،٢٣ ،١٣] مطالعات نتايج همچنين جدول اين مي دهد.

اجرا(ثانيه) زمان L٢
w(٠, خطا-(١ N اجرا(ثانيه) زمان L٢

w(٠, خطا-(١ N
٠٫٠٨٢٠ ٨٫١١ × ٨−١٠ ٨ ٠٫٠۵۵٩ ٣٫٣۶ × ٢−١٠ ٣
٠٫١٢٣٩ ١٫٧٣ × ٩−١٠ ٩ ٠٫٠۵٨۵ ٢٫۶٣ × ٣−١٠ ۴
٠٫١٣٠۶ ٣٫٨٠ × ١١−١٠ ١٠ ٠٫١١٨٠ ٢٫٠٣ × ٣−١٠ ۵
٠٫١٧٩۶ ٨٫٠۴ × ١٣−١٠ ١١ ٠٫٠٧٣٩ ۴٫١۶ × ١٠−۵ ۶
٠٫١۶۶٩ ١٫۶١ × ١−١٠۴ ١٢ ٠٫٠٧٢٠ ۴٫٩۵ × ١٠−۶ ٧

۴٫٩۶ × [٣٠]٨−١٠ ۵٫٣٧ × ١٠−۶[٢۵] ١٫۴٢ × [٢٣]١١−١٠ ٣٫٧٢ × ١١−١٠ [١٣] مراجع: نتايج
.١ .۶ مثال براي خطاها .١ جدول

مقدار دو ازاي به پيشنهادي، روش از آن آمده به دست تقريبي جواب با ١ .۶ مثال به مربوط مسئله دقيق جواب مقايسه نمودار ادامه در
مي شود. آورده ،N مختلف
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.N = ۶ و N = ٣ ازاي به تقريبي جواب با دقيق جواب مقايسه :١ .۶ مثال مقايسه اي نمودار

مي شود. ملاحظه زير در ١ .۶ مثال به مربوط مسئله تقريبي جواب قدرمطلق خطاي نمودار
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بگيريد: نظر در زير به صورت را [٢٣] FBVP مسئل� .٢ .۶ ϕمثال
(۴) − ϕ = −٨x cosx− ١٢ sinx, x ∈ [٠, ١],
ϕ(٠) = ϕ(١) = ٠,
ϕ′(٠) = −١, ϕ′(١) = ٢ sin ١,

(٢ .۶)

است: زير به صورت دقيق جواب آن، در که
ϕ(x) = (x٢ − ١) sin x.

تاو روش توسط حاصل خطاهاي ،٢ جدول اساس بر است. شده استفاده مسئله اين حل براي پنج درجه اسپلاين روش هاي از [٢٣] در
هستند. [٢٣] در شده يافت نتايج از کمتر توجهي قابل به طور ۴ بخش در
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اجرا(ثانيه) زمان L٢
w(٠, خطا-(١ N اجرا(ثانيه) زمان L٢

w(٠, خطا-(١ N
٠٫١١٧۶ ٣٫٩۶ × ٨−١٠ ٨ ٠٫٠۴۶٩ ١٫۵۴ × ٢−١٠ ٣
٠٫١٢٣٨ ۶٫٠٠ × ١٠−١٠ ٩ ٠٫٠۴٩٠ ١٫٠٩ × ٣−١٠ ۴
٠٫١۵٨۵ ١٫٨٩ × ١١−١٠ ١٠ ٠٫٠٧٠٩ ٧٫٨۴ × ٣−١٠ ۵
٠٫١٧٩٧ ٢٫٧٠ × ١٣−١٠ ١١ ٠٫٠٨١٩ ١٫٩٧ × ١٠−۵ ۶
٠٫٢٢۴٨ ٨٫١٢ × ١−١٠۵ ١٢ ٠٫٠٩٣٨ ١٫٧٨ × ١٠−۶ ٧

١٫۴١٧ × [٢٣]١١−١٠ مراجع: نتايج
.٢ .۶ مثال براي خطاها .٢ جدول

در ،N مختلف مقدار دو ازاي به پيشنهادي، روش از آن آمده به دست تقريبي جواب با ٢ .۶ مثال به مربوط مسئله دقيق جواب مقايسه نمودار
مي شود. ملاحظه ادامه

.N = ۵ و N = ٣ ازاي به تقريبي جواب با دقيق جواب مقايسه :٢ .۶ مثال مقايسه اي نمودار

مي شود. آورده ٢ .۶ مثال به مربوط مسئله تقريبي جواب قدرمطلق خطاي نمودار ادامه در
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بگيريد: نظر در زير به صورت را [٢۴] FBVP مسئل� .٣ .۶ مثال


ϕ(۴) + ۴ϕ = ١, x ∈ [−١, ١],
ϕ(−١) = ϕ(١) = ٠,
ϕ′(−١) = −ϕ′(١) = sinh(٢)−sin(٢)

۴(cos(٢)+cosh(٢)) ,

است: زير به صورت دقيق جواب که

ϕ(x) = ٠٫٢۵
[

١ − ٢
(
sin(١) sinh(١) sin(x) sinh(x) + cos(١) cosh(١) cos(x) cosh(x)

cos(٢) + cosh(٢)

)]
.

است. شده داده نشان ٣ جدول در N مقادير از برخي به مربوط ∥e∥L٢
w(a,b) مقادير

مي ماند. باقي قبلي اعداد نتايج همانند نتايج مي گيرد، را ٣, ۵, ٧, ٩, ١١ فرد مقادير N که زماني

اجرا(ثانيه) زمان L٢
w(٠, خطا-(١ N اجرا(ثانيه) زمان L٢

w(٠, خطا-(١ N
٠٫١١۴٩ ٣٫٨٧ × ٩−١٠ ١٠ ٠٫٠۵٠٩ ١٫۵۵ × ٣−١٠ ۴
٠٫١۶٧٩ ١٫٩١ × ١١−١٠ ١٢ ٠٫٠۶۶٩ ٢٫٧٨ × ١٠−۵ ۶
٠٫٣١٠۴ ۵٫۵۴ × ١−١٠۴ ١۴ ٠٫٠٩٣٨ ۶٫٠٧ × ٧−١٠ ٨

۶٫٢٢ × ١٠−۶[٢۴] مراجع: نتايج
.٣ .۶ مثال براي خطاها .٣ جدول

در ،N مختلف مقدار دو ازاي به پيشنهادي، روش از آن آمده به دست تقريبي جواب با ٣ .۶ مثال به مربوط مسئله دقيق جواب مقايسه نمودار
مي شود. مشاهده ادامه

.N = ۶ و N = ٢ ازاي به تقريبي جواب با دقيق جواب مقايسه :٣ .۶ مثال مقايسه اي نمودار

است. شده آورده پايين در ٣ .۶ مثال به مربوط مسئله تقريبي جواب قدرمطلق خطاي نمودار
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بگيريد: نظر در زير به صورت را [٢٨ ،١٠] از FBVP غيرخطي مسئل� .۴ .۶ مثال


ϕ(۴) = ۶e−۴ϕ − ١)١٢ + x)−۴, x ∈ [٠, ١],
ϕ(٠) = ٠, ϕ(١) = ln ٢,
ϕ′(٠) = ١, ϕ′(١) = ١

٢ ,

است: زير به صورت دقيق جواب که

ϕ(x) = ln(x+ ١).

جدول Nدر از مقدار چندين براي را L٢
w خطاهاي و کرده ايم استفاده غيرخطي مرزي معادله اين حل براي ۴ بخش در پيشنهادي روش از ما

غيرخطي سيستم اين حل براي و مي شود منتهي غيرخطي سيستم يک به ۴ بخش در عددي روش که مي رسد نظر به کرده ايم. گزارش ۴
کرده ايم. استفاده خود محاسبات در غيرخطي سيستم حل براي نيوتن روش از ما کرد. استفاده مناسب حل روش يک از بايد

اجرا(ثانيه) زمان L٢
w(٠, خطا-(١ N اجرا(ثانيه) زمان L٢

w(٠, خطا-(١ N
٣٫٢٢٠٠ ٣٫۶٧ × ٧−١٠ ٨ ٠٫٠۴۵٩ ٢٫۵٣ × ٢−١٠ ٣
۶٫٧۴١٧ ٢٫٨٧ × ٨−١٠ ٩ ٠٫١٣٣٩ ٣٫۵۴ × ٣−١٠ ۴

١٣٫٣۴۶٩ ٣٫۶٢ × ٩−١٠ ١٠ ٠٫٣٣٩۶ ٣٫٢٢ × ١٠−۴ ۵
٢۶٫۵٠۴٣ ٧٫۵٣ × ٩−١٠ ١١ ٠٫٧٠٩٩ ٨٫۵۴ × ١٠−۵ ۶
٢٢٫۵۴۶١ ٢٫٢٣ × ١١−١٠ ١٢ ١٫٩٠۴٩ ۴٫٠۵ × ١٠−۶ ٧

٢٫٢ × [٢٨]٨−١٠ ۶٫۵ × ١٠−۵[١٠] مراجع: نتايج
.۴ .۶ مثال براي خطاها .۴ جدول

مقدار دو ازاي به پيشنهادي، روش از آن آمده به دست تقريبي جواب با ۴ .۶ مثال به مربوط مسئله دقيق جواب مقايسه نمودار ادامه در
است. گرديده ارائه ،N مختلف
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.N = ۶ و N = ٣ ازاي به تقريبي جواب با دقيق جواب مقايسه :۴ .۶ مثال مقايسه اي نمودار

مي شود. مشاهده زير در ۴ .۶ مثال به مربوط مسئله تقريبي جواب قدرمطلق خطاي نمودار
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. N = ١٢ ازاي به ۴ .۶ مثال خطاي نمودار

نتيجه گيري ٧

شده پيشنهاد طيفي، روش هاي بر مبتني مرزي، شرايط با همراه چهارم مرتبه ديفرانسيل معادله حل براي عددي روش يک مقاله، اين در
استفاده با است. شده ارائه خطي مرزي مقدار مسائل حل تقريب براي چبيشف پايه هاي از استفاده با تاو روش ماتريسي فرمول بندي است.
و باناخ ثابت نقطه قضيه به کارگيري با تا مي سازد فراهم را شرايط اين ديفرانسيل، معادله از شده تبديل ولترا-فردهلم، انتگرالي معادله فرم از
جمله از همچنين گيرد. قرار بررسي مورد مسئله اين خطاي مرتبه و همگرايي سپس و شود اثبات مسئله  جواب يکتايي و وجود پيکارد، روش

مي باشد. خطا نمايي کاهش نمايش پژوهش اين دستاوردهاي
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Solving FBVP in Banach Spaces: Analysis of Existence, Uniqueness
and Error Estimation
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Abstract: In this paper, we reformulate the fourth-order differential equation with boundary condition
(FBVP) as a Volterra-Fredholm integral equation (VFIE). We establish the existence, uniqueness, and con-
vergence of the solution within the VFIE framework using Picard’s method, Banach’s fixed-point theorem,
and Schwarz’s inequality. This study investigates the Tau method’s performance when employing Legen-
dre basis functions for solving FBVP. We develop an algebraic equivalent formulation of FBVP using the
operational Tau matrix approach. Numerical experiments using the Tau method on linear and nonlinear
FBVP demonstrate an exponential decrease in errors. Illustrative examples are given to verify the accuracy
and performance of the proposed method. The numerical results include comparisons with existing results
for the same problems, which clearly highlight the accuracy of the proposed Tau method.

Keywords: Banach spaces, Fixed point theorem, Fourth-order BVP, Tau method, Voltera-Fredholm
equation.
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