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بين را کرونا بيماري عفونت گسترش که جفت شده کسري ديفرانسيل معادلات سيستم يک مقاله، اين در چکیده:
قرار بررسي مورد مي کند، مدل سازي (ω(t)) آلودگي علائم بدون و (φ(t)) آلودگي علائم داراي جمعيتي گروه دو
انتگرال و مشتق عملگرهاي با همراه دوم نوع چبيشف چندجمله اي بسط بر مبتني پيشنهادي، عددي روش مي گيرد.
متداول روش با مقايسه در روش اين کارايي و دقت برتري نمايش مقاله، اين اصلي نوآوري است. آتانگانا-بالينو کسري
مربعات خطاي معيارهاي عيني، ارزيابي براي مي باشد. (RK4) چهار مرتبه رانگ-کوتاي روش نيز و اول نوع چبيشف
کسري مرتبه مختلف مقادير براي عددي نتايج مي شود. محاسبه (MAE) مطلق خطاي ميانگين و (MSE) ميانگين
بالاتري کارايي و دقت از نمايي، همگرايي نرخ و ١٠−۴ حدود در (MSE) با پيشنهادي روش که مي دهد نشان (ν)
مي کند. تأييد اپيدميولوژيک پديده هاي دقيق تر مدل سازي براي را حاضر روش بالاي پتانسيل يافته ها، اين است. برخوردار

انتگرال و مشتق دوم، نوع چبيشف چندجمله اي کرونا، بيماري شده، جفت ديفرانسيل معادلات سيستم کليدي: واژه هاي
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۵١ دوم نوع چبيشف چندجمله اي توسط کرونا بيماري شده جفت ديفرانسيل معادلات سيستم تقريبي جواب

کسري مدل يک [۶] آتانگانا و خان مثال، براي کرده اند. استفاده کرونا بيماري مدل سازي براي کسري حسابان از متعددي محققان اخيراً،
بردند. بهره کرونا بيماري انتقال مدل سازي براي کاپوتو مشتق از [١۶] همکاران و توان مشابه، به طور دادند. ارائه ويروس اين ديناميک براي
مدل در را بيماري مبتلا افراد قرنطينه ،[١٨] همکارانش و دنو و واکسيناسيون استراتژي اثرات ،[١٧] همکاران و ماندهيني ديگر، مطالعات
عددي چالش هاي و بوده متمرکز تحليلي مدل هاي توسعه روي بر [١٩ ،١۶] اوليه مطالعات اين از بسياري حال، اين با گنجانده اند. کسري

نداده اند. قرار توجه مورد کامل به طور را غيرخطي سيستم هاي اين دقيق و کارآمد حل با مرتبط
اميدبخش راه حلي بالا، محاسباتي کارايي و نمايي دقت دليل به متعامد، چندجمله هاي پايه بر بسط جمله از طيفي، روش هاي ديگر، سوي از
گرفته قرار استفاده مورد گسترده اي به طور اول نوع چبيشف چندجمله اي ميان، اين در [٢-٢٠۴] هستند ديفرانسيل معادلات عددي حل براي
استفاده کرونا رشد با مرتبط کسري ديناميکي سيستم يک حل براي اول نوع چبيشف چندجمله اي از [٢٠] همکاران و حديد نمونه، براي است.
بالا محاسباتي کارايي و نهايي دقت به دليل اول، نوع چبيشف جمله از متعامد، چندجمله اي هاي بر مبتني طيفي روش هاي چه اگر کردند.
کاربردهاي در که مي دهند نشان اخير مطالعات اما [٢-٢٠۴] شده اند مطرح ديفرانسيل معادلات عددي حل براي اميدبخش راه حلي به عنوان
شود، مواجه محدوديت هايي با است ممکن اول نوع چبيشف بر مبتني روش پيچيده، عملگرهاي با کسري اپيدميولوژيک مدل هاي نظير خاصي
مشتق ماتريس هاي دهد، بهبود را همگرايي نرخ مي توانند دوم نوع چبيشف از بهره گيري که مي دهد نشان (٢٠٢۵) محمود مقاله مثال، براي
نوع چبيشف چندجمله اي بر مبتني کسري مدل سازي از مي شود پيشنهاد بنابراين و [٢۵] دهد ارتقاء را محاسباتي کارايي و بسازد ساده تر را

شود. استفاده کرونا بيماري رشد براي دوم
مبتني روش کارايي و دقت کمي، به صورت که است نظام مند مطالعات کمبود مي پردازد، آن به مقاله اين که اصلي پژوهشي شکاف بنابراين،
استانداردي روش هاي و اول نوع چبيشف با مقايسه در اپيدميولوژيک، پيچيده کسري سيستم هاي حل در را دوم نوع چبيشف چندجمله اي بر

کند. ارزيابي ،RK4 مانند
چبيشف چندجمله اي از استفاده با را کرونا بيماري شده جفت ديفرانسيل معادلات سيستم يک ما است. شکاف اين کردن پر مقاله، اين هدف
تحليل يک انجام شفاف، گام به گام الگوريتم يک ارائه در ما نوآوري مي کنيم. حل [٢۵ ،١٣] آتانگانا-بالينو جديد عملگرهاي و دوم نوع
پيشنهادي روش برتري به وضوح نتايج، است. کسري مرتبه تغييرات به نسبت حساسيت تحليل و عددي همگرايي بررسي جامع، کمي خطاي

مي کنند. تأييد را
در مي گردد. فرمول بندي کرونا بيماري رياضي مدل ،٣ بخش در مي شود. ارائه پايه تعاريف ،٢ بخش در است: زير شرح به مقاله اين ساختار
روش با مقايسه و عددي نتايج ،۵ بخش در مي شود. داده شرح تفصيل به دوم نوع چبيشف چندجمله اي از استفاده با حل روش ،۴ بخش

مي شود. بيان نتيجه گيري ،۶ بخش در نهايت، در و مي گردد. ارائه RK۴ و اول نوع چبيشف

تعاریف ٢
آتانگانا-بالینو١ کسری انتگرال و مشتق ٢. ١

:[١٣] دادند ارائه را زير کسري مشتق عملگر بالينو و آتانگانا ،٢٠١۶ سال در

ABC
٠ D

ν
t φ(t) =

١
١ − ν
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٠
Eν

(
− ν

(t− τ)ν

١ − ν

)
φ

′
(τ)dτ, t > o, ٠ < ν < ١. (٢. ١)

مي شود: تعريف زير به صورت و است پارامتري يک ميتاگ-لفلر٢ تابع Eν آن در که

Eν(Z) =
∞∑
k=٠

Zk

Γ(νk + ١)
= Eν,١(Z),

از: است عبارت پارامتري) دو ميتاگ-لفلر (تابع آن کلي تر تعريف و

Eν,β(Z) =
∞∑
k=٠

Zk

Γ(νk + β)
.

مي شود: تعريف زير به صوت که هست گاما تابع Γ(z) فوق روابط در

Γ(z) =

∫ ∞

٠
tz−١e−tdt, R(Z) > ٠ (٢. ٢)

1Atangana-Baleanu
2Mittag-Leffler
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انتگرال همگرايي براي R(z) > ٠ شرط دارد. اساسي نقش ديگر کسري عملگرهاي از بسياري و ميتاگ-لفلر توابع تعريف در تابع اين
است: شده تعريف زير به صورت نيز مشتق اين با مرتبط کسري انتگرال است. ضروري

ABCIνt φ(t) =
١ − ν

B(ν)
φ(t) +

ν

B(ν)Γ(ν)

∫ t

٠
(t− τ)ν−١φ(τ)dτ (٢. ٣)

ν −→ ٠ وقتي که مي کند تضمين تعريف اين مي کند. برآورده (٠)Bرا = B(١) = ١ که است نرمال ساز تابع B(ν)يک آن در که
مي شود. همگرا معمولي، اول مرتبه مشتق به v −→ ١ وقتي و اصلي تابع به (٢. ٣) رابطه

دوم نوع چبیشف جمله ای چند ٢. ٢

مي دهند. تشکيل را متعامد چندجمله اي مجموعه يک [−١, ١] بازه در مي شوند، داده نشان Un(x) با که دوم نوع چبيشف چندجمله اي هاي
:[٢١] کرد تعريف زير اوليه شرايط از استفاده با و بازگشتي به صورت مي توان را چندجمله اي ها اين

U٠(x) = ١,
U١(x) = ٢x,
Un(x) = ٢xUn−١(x)− Un−٢(x), n ⩾ ٢.

آن ها داخلي حاصلضرب ديگر، به عبارت هستند. متعامد w(x) =
√

١ − x٢ وزن تابع به توجه با چندجمله اي ها اين تعامد: خاصيت
مي شود: محاسبه زير ∫به صورت ١

−١
Um(x)Un(x)

√
١ − x٢dx =

π

٢
δmn, (۴ .٢)

است). صفر اين صورت غير در و m = n اگر δmn = ١ (يعني است کرونکر دلتاي نماد δmn آن در که
رابطه اين مي کند. بيان به سادگي را آن ها انتگرال که است رابطه اي عددي، روش هاي در چندجمله اي ها اين کاربردي و مهم بسيار ويژگي يک

است: زير به صورت بود، خواهد مقاله اين در محاسبات از بسياري مبناي ∫که
Un(x)dx =

١
٢(n+ ١)

(Un+١(x)− Un−١(x)) + C, n ⩾ ١. (۵ .٢)

يک انجام با و ،Un(cos(θ)) =
sin(n+ ١)θ

sin(θ)
دوم، نوع چبيشف چندجمله اي مثلثاتي فرم از استفاده با مي توان را انتگرال رابطه اين

.[٢١] کرد اثبات ساده متغير تغيير

کرونا بیماری شده جفت معادلات سیستم دینامیکی مدل ٣

بيماري علائم داراي گروه گروه، دو به را آلوده جمعيت مقاله، اين در مطالعه مورد کرونا بيماري شده جفت معادلات سيستم ديناميکي مدل
:[٢٠] مي کند تقسيم (ω(t)) بيماري علائم بدون گروه و (φ(t)){

Dνφ(t) = A١(t)φ(t) + A(t)ω(t),

Dνω(t) = B١(t)φ(t) +B(t)ω(t).
(٣. ١)

اوليه: شرايط و
φ(٠) = φ٠, ω(٠) = ω٠

اوليه برازش و مقياس بندي اساس بر مقادير اين شده اند. ارائه شفاف به طور ١ جدول در آن ها عددي مقادير و مدل اين پارامترهاي و متغيرها
کنند. شبيه سازي را بيماري واقعي کيفي رفتار تا [٢٠] شده اند انتخاب اوليه اپيدميولوژيک داده هاي با



۵٣ دوم نوع چبيشف چندجمله اي توسط کرونا بيماري شده جفت ديفرانسيل معادلات سيستم تقريبي جواب

کرونا بيماري رياضي مدل پارامترهاي :١ جدول
مقدار عددي توضيح نماد

φ٠ = ٠٫٨ علائم داراي آلوده افراد جمعيت φ(t)

ω٠ = ٠٫٢ علائم بدون آلوده افراد جمعيت ω(t)

−٠٫۵ (بهبودي/قرنطينه) علائم داراي گروه از خروج نرخ A١

٠٫٣ علائم داراي به علائم بدون گروه از انتقال نرخ A

−٠٫٢ علائم بدون به علائم داراي گروه از انتقال نرخ B١

−٠٫۴ قرنطينه) (بهبودي/ علائم بدون گروه از خروج نرخ B

٠٫۵, ٠٫٨, ١٫٠ مشتق کسري مرتبه ν

کرونا بیماری شده جفت کسری دیفرانسیل معادلات سیستم حل ۴

بسط بر مبتني پيشنهادي روش مي پردازيم. کرونا بيماري به مربوط (٣. ١) شده جفت ديفرانسيل معادلات سيستم عددي حل به بخش، اين در
:[٢٠] مي کنيم بيان زير صورت دو به را ω(t) و φ(t) جواب هاي ما است. دوم نوع چبيشف چندجمله اي هاي سري

ثابت ضرايب با دوم نوع چبيشف چندجمله اي هاي اساس بر سيستم جواب بسط اول: حالت

φ(t) =
∞∑
n=٠

αnUn(t), ω(t) =
∞∑
n=٠

βnUn(t) (١ .۴)

پيروي زير بازگشتي رابطه از و مي شوند تعريف [−١, ١] بازه در چندجمله اي ها اين است. دوم نوع چبيشف چندجمله اي Un(t) آن در که
مي کنند:

U٠(t) = ١,
U١(t) = ٢t,
Un(t) = ٢tUn−١(t)− Un−٢(t); −١ ⩽ t ⩽ ١, n ⩾ ٢.

مي دهند. تشکيل
√

١ − t٢ وزن تابع با [−١, ١] بازه روي را متعامد مجموعه يک چندجمله اي ها اين
مي شوند انتخاب زير به صورت s = ٠, ١, ..., N براي ts کولوکيشن نقاط مي کنيم. استفاده کولوکيشن روش از عددي، حل براي

ts = cos
(٢s+ ١)π
٢(N + ١)

.

مناسب عددي، تقريب هاي براي بودن، متعامد خواص دليل به و هستند UN+١(t) دوم نوع چبيشف چندجمله اي ريشه هاي نقاط، اين
مي باشند.

Un(t) دوم نوع و Tn(t) اول نوع چبيشف چندجمله اي هاي بين رابطه داريم. انتگرال محاسبه به نياز کسري، ديفرانسيل معادله حل براي
است: زير به صورت

T
′

n+١(t) = (n+ ١)Un(t) (٢ .۴)

کرد: محاسبه زير به صورت را Un(t) انتگرال مي توان رابطه، اين ∫از
Un(t)dt =

١
(n+ ١)

Tn+١(t) (٣ .۴)
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است. اول نوع چبيشف چندجمله اي Tn+١(t) آن در که
است، (n + ١)Un(t) با برابر Tn+١(t) مشتق که آنجا از مي آيد. به دست (٢ .۴) رابطه طرف دو از مستقيم انتگرال گيري از رابطه اين

باشد. انتگرال ثابت يک به علاوه ١
n+ ١

Tn+١ با برابر بايد Un(t) انتگرال
کرد بيان دوم نوع چندجمله اي هاي حسب بر مي توان را Tn+١(t) اول نوع چبيشف چندجمله اي همچنين،

Tn+١(t) =
١
٢
(Un+١(t)− Un−١(t)) (۴ .۴)

مي توان چندجمله اي ها، اين مثلثاتي تعاريف از استفاده با است. دوم و اول نوع چبيشف چندجمله اي هاي بين مثلثاتي ارتباط بر مبتني رابطه اين
مي آيد: به دست Un(t) براي انتگرال گيري فرمول ،(۴ .۴) و (٣ .۴) روابط ترکيب با کرد. اثبات را رابطه ∫اين
Un(t)dt =

١
٢(n+ ١)

(Un+١(t)− Un−١(t)), n > ٠ (۵ .۴)

محاسبه به راحتي شده اند بيان دوم نوع چبيشف چندجمله اي بسط به صورت که را توابعي انتگرال مي دهد امکان ما به کليدي رابطه اين
کنيم.

انتگرال تعريف از استفاده با است. کسري مشتق عملگر شامل سيستم اين بگيريد. نظر در را (٣. ١) شده جفت ديفرانسيل معادلات سيستم
نوشت زير به صورت را سيستم جواب مي توان مناسب، تقريب و آتانگانا-بالينو کسري

((φ(t), ω(t)) =
(
(١ − ν)(φ(t) + ω(t)) +

ν

Γ(v)

∫ t

٠
(φ(τ) + ω(τ))(t− τ)ν−١dτ,

(١ − ν)(φ(t) + ω(t)) +
ν

Γ(ν)

∫ t

٠
(φ(t) + ω(τ))(t− τ)ν−١dτ

)
مي کنيم: استفاده زير تقريب از کسري، انتگرال ساده سازي ∫براي t

٠
(φ(τ) + ω(τ))(t− τ)ν−١dτ ≈ ٢ν−١

∫ t

٠
(φ(τ) + ω(τ))dτ

داشت: خواهيم

(φ(t), ω(t)) = ٢ν−١
(
(١ − ν)(φ(t) + ω(t)) +

ν

Γ(ν)

∫ t

٠
(φ(τ) + ω(τ))dτ,

(١ − ν)(φ(t) + ω(t)) +
ν

Γ(ν)

∫ t

٠
(φ(t) + ω(τ))dτ

)
. (۶ .۴)

داشت: خواهيم (۵ .۴) رابطه از Un(t) انتگرال گيري فرمول از استفاده و (١ .۴) رابطه از ω(t) و φ(t) بسط هاي جايگذاري با اکنون،

φ(t) = ٢ν−١
(
(١ − ν)(φ(t) + ω(t)) +

ν

Γ(ν)

∫ t

٠
(φ(τ) + w(τ))dτ

)
= ٢ν−١

(
(١ − ν)(

∞∑
n=٠

αnUn(t) +
∞∑
n=٠

βnUn(t))

+
ν

Γ(ν)

∫ t

٠
(

∞∑
n=٠

αnUn(t) +
∞∑
n=٠

βnUn(t)dτ
)

= ٢ν−١
(
(١ − ν)(

∞∑
n=٠

αnUn(t) +
∞∑
n=٠

βnUn(t))

+
ν

Γ(ν)
(

∞∑
n=٠

αn

∫ t

٠
Un(τ)dτ +

∞∑
n=٠

βn

∫ t

٠
Un(τ)dτ)

)



۵۵ دوم نوع چبيشف چندجمله اي توسط کرونا بيماري شده جفت ديفرانسيل معادلات سيستم تقريبي جواب

≈ ٢ν−١
(
(١ − ν)(

∞∑
n=٠

αnUn(t) +
∞∑
n=٠

βnUn(t)
))

+
ν

٢٢−νΓ(ν)

∞∑
n=٢

αn

(Un+١(t)− Un−١(t)

(n+ ١)

)
+

ν

٢٢−νΓ(ν)

∞∑
n=٢

βn

(Un+١(t)− Un−١(t)

(n+ ١)

)
. (٧ .۴)

مي شود: ساده زير به صورت فوق معادله بنابراين .αn = Un نتيجه در ،φ(t) = ω(t) مي کنيم فرض ساده سازي، براي و تقارن با

φ(t) = ω(t) ≈ ٢ν(١ − ν)
( ∞∑

n=٠

αnUn(t)
)
+

ν

٢١−νΓ(ν)

∞∑
n=٢

αN

(Un+١(t)− Un−١(t)

n+ ١

)
. (٨ .۴)

ساده و يکسان سري دو کردن جمع از حاصل ٢١−ν و ٢ν ضرايب مي آيد. به دست جبري ساده سازي و αn = βn جايگذاري با رابطه اين
هستند. ضرايب  سازي

است: زير به صورت دوم نوع چبيشف چندجمله اي مجانبي رفتار ،([٢٠] مرجع از ٣ .۴ قضيه (براساس t ⩽ tν < T ν ⩽ ν ⩽ ١ فرض با

(Un+١(t)− Un−١(t)) ∼ ١, ∀ n, t −→ ١. (٩ .۴)

مي باشد: زير به صورت t −→ ١ براي (٨ .۴) رابطه محدود شکل مجانبي، رفتار اين از استفاده با

φN(t) = ωN(t) ≈ ٢ν(١ − ν)
( N∑

n=٠

αn

)
+

ν

٢١−νΓ(ν)

N∑
n=٢

αN

( ١
n+ ١

)
. (١٠ .۴)

براي را زير کران هاي مي توانيم مي شوند، مقايسه t ∈ (٠, ١) براي ١
١ − t

با که φ(t) = ω(t) توابع همگرايي گرفتن نظر در با
کنيم: استنتاج ضرايب

α١ ⩽ ١(
٢ν(١ − ν) +

ν

٢١−νΓ(ν)
(

١
٢
)
) ,

α٢ ⩽ ١(
٢ν(١ − ν) +

ν

٢١−νΓ(ν)
(

١
٣
)
) ,

α٣ ⩽ ١(
٢ν(١ − ν) +

ν

٢١−νΓ(ν)
(

١
۴
)
)

α۴ ⩽ ١(
٢ν(١ − ν) +

ν

٢١−νΓ(ν)
(

١
۵
)
)

(١١ .۴)

مي شوند: محاسبه زير به صورت ضرايب، تقريبي مقادير ،ν مختلف مقادير براي

ν = ٠٫١ −→ α١ = ١٫٠٠٨, α٢ = ١٫٠١٧, α٣ = ١٫٠٢٢, α۴ = ١٫٠٢۵, ...,
ν = ٠٫٢۵ −→ α١ = ١٫٠٣۴, α٢ = ١٫٠۶٢, α٣ = ١٫٠٧۶, α۴ = ١٫٠٨۵, ...,
ν = ٠٫۵ −→ α١ = ١٫١٣١, α٢ = ١٫٢١٢, α٣ = ١٫٢۵٧, α۴ = ١٫٢٨۵, ...,
ν = ٠٫٧۵ −→ α١ = ١٫٣۵٩, α٢ = ١٫۵٨۵, α٣ = ١٫٧٢٩, α۴ = ١٫٨٢٩, ...,
ν = ٠٫٩ −→ α١ = ١٫١٨۶, α٢ = ١٫٨٣٩, α٣ = ١٫١۶٧, α۴ = ١٫٨٢٠, ...,
ν = ١ −→ α١ = ٢, α٢ = ٣, α٣ = ۴, α۴ = ۵, ..., (١٢ .۴)
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مي آيند: به دست زير به ترتيب تقريبي جواب هاي شده، محاسبه ضرايب از استفاده با

φ١(t) = α١U١(t) ≈
٢t(

٢ν(١ − ν) +
ν

٢١−νΓ(ν)
(

١
٢
)
) ,

φ٢(t) = α١U١(t) + α٢U٢(t) ≈
٢t(

٢ν(١ − ν) +
ν

٢١−νΓ(ν)
(

١
٢
)
) +

۴t٢ − ١(
٢ν(١ − ν) +

ν

٢١−νΓ(ν)
(

١
٣
)
)

φ٣(t) = α١ + T١(t) + α٢T٢(t) + α٣T٣(t) ≈
٢t(

٢ν(١ − ν) +
ν

٢١−νΓ(ν)
(

١
٢
)
)

+
۴t٢ − ١(

٢ν(١ − ν) +
ν

٢١−νΓ(ν)
(

١
٣
)
) +

٨t٣ − ۴t(
٢ν(١ − ν) +

ν

٢١−νΓ(ν)
(

١
۴
)
)

φ۴(t) = α١ + T١(t) + α٢T٢(t) + α٣T٣(t) ≈
٢t(

٢ν(١ − ν) +
ν

٢١−νΓ(ν)
(

١
٢
)
)

+
۴t٢ − ١(

٢ν(١ − ν) +
ν

٢١−νΓ(ν)
(

١
٣
)
) +

٨t٣ − ۴t(
٢ν(١ − ν) +

ν

٢١−νΓ(ν)
(

١
۴
)
)

+
١۶t۴ − ١٢t٢ + ١(

٢ν(١ − ν) +
ν

٢١−νΓ(ν)
(

١
۵
)
) (١٣ .۴)

زمان به وابسته ضرايب با دوم نوع چبيشف چندجمله اي هاي براساس سيستم جواب بسط دوم: حالت
باشد: زير به صورت (٣. ١) سيستم جواب اگر

φ(t) =
∞∑
n=٠

αn(t)Un(t), ω(t) =
∞∑
n=٠

βn(t)Un(t). (١۴ .۴)

داد: ارائه زير قضيه قالب در مي توان را تقريبي حل

به طوري که بگيريد نظر در A(t) ،A١(t) و B(t) ،B١(t) مناسب غيرثابت ضرايب با را (٣. ١) سيستم .١ .۴ قضیه
است: زير به صورت (٣. ١) سيستم تقريبي جواب .δ(t) := max{A(t), A١(t), B(t), B١(t)}

(φ(t), ω(t)) ≈
( ∞∑

n=٠

δν,n

(
١ +

(−٢)Γ(ν +
١
٢
)

CnΓ(
١
٢
)Γ(ν + ١ − n)Γ(ν + ١ + n)

)
Un(t),

∞∑
n=٠

δν,n

(
١ +

(−٢)Γ(ν +
١
٢
)

CnΓ(
١
٢
)Γ(ν + ١ − n)Γ(ν + ١ + n)

)
Un(t)

) (١۵ .۴)

هستند. ثابت ضرايب δn,v آن در که
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داريم: کسري، انتگرال تعريف از استفاده و سيستم معادله گرفتن نظر در با اثبات.

φ(t) ≈ δ(t)(١ − v)(φ(t) + ω(t)) +
v

Γ(v)

∫ t

٠
δ(τ)(φ(τ) + ω(t))(t− τ)v−١dτ

≈ µv(f(t) +
١

Γ(v)

∫ ١

٠
f(τ)(t− τ)v−١dτ)

= µv(f(t) + Ivf(t)), v > ٠, t > ٠ (١۶ .۴)

که کنيد فرض حال .f(t) = δ(t)(φ(t) + ω(t)) و µv = max(v, ١ − v) آن در که

f(t) =
∞∑
n=٠

δn(t)Un(t).

[؟] آن در که

δn(t) ≈
١
hn

∫ ١

٠
f(t)Un(t)γ(t)dt =

٢
Cnπ

∫ ١

٠
f(t)Un(t)

١√
t− t٢

dt ≈ ٢
π

∫ ١

٠
f(t)dt = δn, ∀n

(١٧ .۴)

.Un ∼ ١ و (c٠ = ٢ به جز ) cn = ١ و ( [٢٠] مرجع ٣ .۴ قضيه براساس ) t < U v < v < ١ پارامترهاي گرفتن نظر در با
محاسبات: ادامه با

φ(t) ≈ δ(t)(١ − v)(φ(t) + ω(t) +
v

Γ(v)

∫ t

٠
δ(τ)(φ(τ) + ω(t))(t− τ)v−١dτ

≈ µv(f(t) +
١

Γ(v)

∫ t

٠
f(τ)(t− τ)v−١dτ)

= µv(f(t) + Ivf(t)), v > ٠, t > ٠

= µv

( ∞∑
٠

δnUn(t) +
∞∑
n=٠

δn

(−٢)Γ(v +
١
٢
)

CnΓ(
١
٢
)Γ(v + ١ − n)Γ(v + ١ + n)

Un(t)
)

= µv

∞∑
٠

δnUn(t)
(

١ +
(−٢)Γ(v +

١
٢
)

CnΓ(
١
٢
)Γ(v + ١ − n)Γ(v + ١ + n)

)

=
∞∑
n=٠

δv,n

(
١ +

(−٢)Γ(v +
١
٢
)

CnΓ(
١
٢
)Γ(v + ١ − n)Γ(v + ١ + n)

)
Un(t) (١٨ .۴)

آن در که

δv,n ≈


١
π

v ⩾ ١/٢ اگر
٢
π

v < ١/٢ اگر

رابطه از استفاده با v ∈ [٠, ١] و n ⩾ ٢ همه براي
∣∣∣ (−٢)Γ(ν + ١

٢)

CnΓ(
١
٢)Γ(ν + ١ − n)Γ(ν + ١ + n)

∣∣∣ < ١ که است واضح
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مي شوند: محاسبه زير به صورت اول جمله چند براي تقريبي جواب هاي ،(١٨ .۴)

φ٠(t) ≈
٢
π
U٠(t) =

٢
π
, v ⩾ ٠٫۵, (١٩ .۴)

φ٠(t) ≈
۴
π
, v < ٠٫۵,

φ١(t) ≈
٢
π
(U٠(t) + U١(t)) =

٢
π
(١ + ٢t), v ⩾ ٠٫۵,

φ١(t) ≈
۴
π
(١ + ٢t), v < ٠٫۵,

φ٢(t) ≈
٢
π
(U٠(t) + U١(t) + U٢(t)) =

٢
π
(٢t+ ۴t٢), v ⩾ ٠٫۵,

φ٢(t) ≈
۴
π
(٢t+ ۴t٢), v < ٠٫۵,

...

است. انجام قابل ω(t) براي مشابه به طور اعمال تمامي و

اصلی فرضیات ١ .۴
است. شده گرفته نظر در t ∈ [٠, ١] نرمال شده زماني بازه يک در مدل .١

شده اند. فرض ثابت شبيه سازي اين در A,A١, B,B١ مدل پارامترهاي .٢

شوند. زده تقريب N درجه چندجمله اي يک توسط تا هستند هموار کافي اندازه به ω(t) و φ(t) توابع .٣

حل الگوریتم گام های ٢ .۴
مي شود. ارائه سيستماتيک الگوريتم يک قالب در اول» «حالت در شده ارائه نظري حل روند تکرارپذيري، قابليت و شفافيت براي

.T نهايي زماني بازه ،N تقريب درجه ،ω٠, φ٠ اوليه شرايط (جدول١)، مدل پارامترهاي ،ν کسري مرتبه ورودي:
.ωN(t) و φN(t) تقريبي جواب هاي و {βn}Nn=٠ و {αn}Nn=٠ بسط ضرايب خروجي:

بازه: تبديل اول. گام

مي شود. نگاشت x =
٢t
T

− ١ خطي تبديل از استفاده با [−١, ١] چبيشف استاندارد بازه به [٠, T ] زماني بازه
توابع: بسط دوم. گام

بسط [−١, ١] بازه روي Un(t) دوم نوع چبيشف چندجمله اي هاي حسب بر را ω(t) و φ(t) مجهول توابع سيستم، تقريبي حل براي
مي دهيم:

φ(t) ≈ φN(t) =
N∑

n=٠

αnUn(x(t)),

ω(t) ≈ ωN(t) =
N∑

n=٠

βnUn(x(t)).

کسري عملگر اعمال سوم. گام
محاسبه براي مي شود. اعمال (۵ .۴) انتگرال رابطه و (٢. ٣) و (٢. ١) روابط از استفاده با (ABC) آتانگانا-بالينو کسري مشتق عملگر گام، اين در
φ(t) =

∑N
n=٠ αnUn(x(t)) چبيشف بسط جايگذاري با مي کنيم. استفاده ABC انتگرال عملگر تعريف Dνω(t)از Dνφ(t)و

مي شود بازنويسي زير به صورت رابطه ،ABC عملگر تعريف در

Dνφ(t) =
١

١ − ν

∫ t

٠
Eν

(
− ν

(t− τ)ν

١ − ν

) d
dτ

[ N∑
n=٠

αnUn(x(τ))
]
dτ
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مي شود: استفاده دوم نوع چبيشف چندجمله اي مشتق رابطه از سپس

d

dx
Un(x) =

(n+ ١)Tn+١(x)− xUn(x)

x٢ − ١

دوم: نوع چبيشف انتگرال رابطه از بهره گيري با همچنين است. اول نوع چبيشف چندجمله اي Tn+١(x) آن در ∫که
Un(x)dx =

١
٢(n+ ١)

(Un+١(x)− Un−١(x)) براي n ⩾ ١

مي شود. بازنويسي چبيشف چندجمله اي هاي از خطي ترکيب يک به صورت کسري مشتق عملگر انتگرال، در ميتاگ-لفلر تابع گرفتن نظر در با و
مي شوند: بيان زير به صورت Dνω(t) و Dνφ(t) عبارات از يک هر کسري، عملگر اعمال از پس نهايت، در

Dνφ(t) =
N∑

n=٠

α(ν)
n Un(x(t))

Dνω(t) =
N∑

n=٠

β(ν)
n Un(x(t))

مي شوند. حاصل اصلي ضرايب بر کسري عملگر اثر از که هستند جديدي ضرايب β(ν)
n و α(ν)

n آن در که
گام انجام براي لازم رياضي مبناي و مي سازد فراهم را شده جفت معادلات سيستم در کسري مشتقات مستقيم جايگذاري امکان تبديل اين

مي کند. ايجاد را چهارم
معادله: در جايگذاري چهارم. گام

مي شوند. جايگذاري (٣. ١) معادلات سيستم در ω و Dνω و φ و Dνφ بسط هاي
چندجمله اي: فضاي در کردن تصوير پنجم. گام

کرد. حل رايانه با را آن بتوان که خطي جبري سيستم يک به ديفرانسيل معادلات سيستم تبديل گام، اين هدف
مي گردد: ايجاد زير به صورت معادله اي چهارم)، (گام اصلي معادلات در چبيشف بسط هاي جايگذاري از پس

[Dνφ(t)] = [A١(t)φ(t) + A(t)ω(t)]

پس است برقرار t نقاط تمام براي معادله اين هستند.
∑
αnUn(t) مانند سري يک خود φ(t) (مثلاً اجزا اين از هرکدام آن در که

چبيشف چندجمله اي هاي فضاي به را آن کنيم، حل جداگانه t هر براي را معادله اين بخواهيم اينکه جاي به ما داريم. معادله بي نهايت
(Um(x)) پايه چندجمله اي هاي از يک هر در را معادله منظور، بدين مي شود. انجام تعامد خاصيت از استفاده با کار اين مي کنيم. «تصوير»
عمل اين شود). Nانجام از ٠ mاز هر براي کار (اين مي گيريم انتگرال

√
١ − x٢ وزن تابع با [−١, ١] بازه در را حاصل و کرده ضرب

مي کند. ايجاد βn, αn مجهول ضرايب براي (٢N + ٢)× (٢N + ٢) خطي جبري سيستم يک
بنابراين مي کنيم. استفاده βn و αn مجهول ضرايب براي خطي جبري معادلات سيستم يک توليد براي ((۵ .٢) تعامد خاصيت از

آن گاه m ̸= n ∫اگر ١

−١
Un(x)Um(x)

√
(١ − x٢)dx = ٠

آن گاه m = n اگر ∫و ١

−١
Un(x)Um(x)

√
(١ − x٢)dx = π/٢

مي مانند باقي جمله هايي فقط مي شوند. صفر است، n ̸= m آن ها در که جمله هايي تمام مي گيريد، انتگرال را ضرب حاصل وقتي يعني اين و
αnو معادلات شامل فقط معادله اين مي رسيم. جبري معادله يک به يکmمشخص براي کار اين انجام از پس است. n = m آن ها در که
براي همچنين و ١+Nمعادله ،φ(t) براي مي  دهيم، Nانجام تا ٠ از mها همه براي را کار اين وقتي شده اند). حذف tها تمام ) است βn
(α٠, α١, ..., αN , β, β١, ...., βN) مجهول ٢N + ٢ و معادله ٢N + ٢ مجموع در که داشت خواهيم معادله N + ١ ،ω(t)

است: ماتريسي سيستم يک گام اين خروجي بنابراين داريم.

[M ]× [α٠, α١, ..., αN , β, β١, ...., βN ]
T = [b]
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گام بنابراين، است. شده تشکيل مسئله شرايط از [b] راست سمت بردار است، (٢N + ٢)× (٢N + ٢) ماتريس يک [M ] آن در که
کاهش نمايي به طور خطا ،N افزايش با گردد، تبديل ساده خطي جبري مسئله يک به پيچيده ديفرانسيل مسئله يک که مي شود باعث پنجم

مي يابد.
اوليه: شرايط اعمال ششم. گام

برخوردار ويژه اي اهميت از مرحله اين آيد. به دست فيزيکي و يکتا جواب تا مي شود اضافه معادلات سيستم به مسئله اوليه شرايط گام، اين در
داريم اوليه شرايط اعمال به نياز يکتا، جواب آوردن بدست براي است، جواب بي نهايت داراي پنجم گام از حاصل خطي جبري سيستم زيرا است

مي کند. سيستم وارد را مسئله فيزيکي اطلاعات اوليه شرايط و
مي شوند: اعمال زير به صورت ω(٠) = ω٠ و φ(٠) = φ٠ اوليه شرايط

φ(٠) =
N∑

n=٠

αnUn(x(٠)) = φ٠

ω(٠) =
N∑

n=٠

βnUn(x(٠)) = ω٠

:(t = ٠ با متناظر (نقطه x(٠) = −١ نقطه در چبيشف چندجمله اي هاي مقادير به توجه با

Un(−١) = (−١)n(n+ ١)

مي باشند: زير به صورت اوليه شرايط معادلات پس

N∑
n=٠

(−١)n(n+ ١)αn = φ٠

N∑
n=٠

(−١)n(n+ ١)βn = ω٠

جديد سطر دو عمل در مي شوند. اضافه پنجم گام از حاصل (٢N + ٢)× (٢N + ٢) سيستم به اضافي معادلات به عنوان معادله دو اين
(٢N +۴)× (٢N +٢) ابعاد به نهايي سيستم و مي شود اضافه راست سمت بردار به جديد مؤلفه دو مي شود، اضافه سيستم ماتريس به

مي شود. تبديل
با حل آماده سيستم و مي کند ارضا را مسئله فيزيکي اوليه شرايط آمده بدست جواب دارد، يکتا جواب يک معادلات سيستم گام، اين از پس

است. استاندارد عددي روش هاي
باشد. قبول قابل و معقول نيز فيزيکي نظر از بلکه صحيح، رياضي نظر از تنها نه سيستم جواب که مي کند تضمين گام اين

سيستم: حل هفتم. گام
جزئيات مي شود. حل است، شده تشکيل اوليه شرايط و تصويرسازي از حاصل معادلات ترکيب از که نهايي خطي جبري سيستم گام، اين در

است: زير شرح به فرآيند اين
است: زير ماتريسي شکل به نهايي سيستم

M ·X = b

است، مجهولات Xبردار = [α٠, α١, ..., αN , β, β١, ...., βN ]
T است، (٢N+٢)×(٢N+٢) ماتريس Mيک آن در که

آوردن به دست براي گاوس حذف مانند استاندارد عددي روش هاي از استفاده با حاصل خطي جبري سيستم است. معادلات راست سمت بردار b
(N ⩽ ٢٠) متوسط ابعاد با سيستم هاي براي که مي شود استفاده دليل اين به گاوسي حذف روش از مي شود. حل αn و βn ضرايب مقادير
مي پذيرد: انجام اصلي مرحله دو در روش اين است. بهينه مسئله اين در نظر مورد ابعاد براي و دارد کنترل قابل گردش خطاي است، پايدار
مجهولات مقادير آن در که عقبگرد جايگزيني دوم مرحله و مي شود، تبديل بالامثلثي ماتريس Mبه ماتريس آن در که پيشرو حذف اول مرحله
جواب ساخت براي که است βn و αn ضرايب تمام عددي مقادير گام اين خروجي مي شوند. محاسبه اول سمت به معادله آخرين از ترتيب به

مي گيرند. قرار استفاده مورد بعدي گام در نهايي
نهايي: جواب ساخت هشتم. گام

مي شوند. حاصل ωN(t) و φN(t) نهايي تقريبي جواب هاي و شده جايگذاري دوم گام بسط هاي در آمده به دست ضرايب
ضرايب مي شوند. ساخته نهايي تقريبي جواب هاي قبلي، گام در خطي جبري سيستم حل از آمده به دست ضرايب از استفاده با گام، اين در
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مي شوند: جايگذاري چبيشف بسط هاي در مستقيماً βn و αn محاسبه شده

φN(t) =
N∑

n=٠

αnUn(x(t)) (٢٠ .۴)

ωN(t) =
N∑

n=٠

βnUn(x(t)) (٢١ .۴)

دقت داراي تقريبي جواب هاي اين است. [−١, ١] استاندارد بازه به [٠, T ] بازه از خطي تبديل x(t) = ٢t
T

− ١ روابط، اين در که
توصيف يک ارائه روش، اين مهم مزاياي از مي يابد. کاهش نمايي به صورت خطا ،N تقريب درجه افزايش با که معني اين به هستند، نمايي
فراهم را پيچيده عددي محاسبات مجدد انجام به نياز بدون دامنه از دلخواه نقطه هر در توابع مقدار محاسبه امکان که است جواب از تحليلي

مي گيرند. قرار استفاده مورد ديگر روش هاي با مقايسه و نمودارها رسم بعدي، تحليل هاي براي جواب ها اين نهايت، در مي سازد.

مقایسه و عددی نتایج ۵

شبيه سازي، براي مي کنيم. بررسي اوليه شرايط و پارامترها مختلف مقادير براي (٣. ١) مدل حل با را پيشنهادي روش کارايي بخش، اين در
نظر در ν = ٠٫٨ و φ(٠) = ٠٫٨, ω(٠) = ٠٫٢ اوليه شرايط و A١ = −٠٫۵, A = ٠٫٣, B١ = ٠٫٢, B = −٠٫۴ مقادير

شده اند. انجام ١ جدول پارامترهاي مقادير از استفاده با و MATLABR٢٠٢١a نرم افزار در شبيه سازي ها تمامي است. شده گرفته

خطا تحلیل و همگرایی ١ .۵

با (RK4) چهار مرتبه رانگ-کوتاي روش توسط توليدشده مرجع جواب با دوم) نوع (چبيشف پيشنهادي روش جواب دقت، سنجش براي
(MAE) مطلق خطاي ميانگين و (MSE) ميانگين مربعات خطاي معيارهاي است. شده مقايسه (h = ١٠−۵) کوچک بسيار زماني گام

شدند: محاسبه

MSE =
١
K

K∑
i=١

(φref (ti)− φN(ti))
٢, (١ .۵)

MAE =
١
K

K∑
i=١

|φref (ti)− φN(ti)|. (٢ .۵)

(ν = ٠٫٨) زماني که ،φ(t) تابع براي MSE خطاي مقايسه :٢ جدول
(N) تقريب درجه اول نوع چبيشف (پيشنهادي) دوم نوع چبيشف RK4 روش

٣ ٢٫١۴ × ٣−١٠ ۵٫٩٢ × ١٠−۴ -

۴ ١٫٨٧ × ٣−١٠ ۴٫١۵ × ١٠−۴ -

۵ ١٫٢٣ × ٣−١٠ ٢٫٠١ × ١٠−۴ -

مرجع جواب - - ٨٫۵٠ × ٧−١٠

دارد. اول نوع به نسبت کمتري خطاي تقريب، درجات تمامي در دوم نوع چبيشف روش مي شود، مشاهده ٢ جدول در که همان طور
(همگرايي) خطا کاهش نرخ اما است، روش ها عددي همگرايي نشان دهنده که مي يابد کاهش روش دو هر در خطا ،N افزايش با همچنين،

است. سريع تر پيشنهادي روش در
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.ν = ٠٫٨ و N = ۴ با φ(t) براي RK4 روش با دوم و اول نوع چبيشف ازچندجمله اي استفاده تقريبي جواب هاي مقايسه :١ شکل

سبز (خط اول نوع چبيشف منحني ،RK4 از حاصل مشکي) (خط مرجع منحني است: شده داده نمايش منحني سه نمودار ،١ شکل در
نقطه چين). قرمز (خط دوم نوع چبيشف منحني نقطه چين)،

روش به نسبت بالاتري دقت و سريع تر همگرايي قرمز) (خط دوم نوع چبيشف بر مبتني روش مي شود، مشاهده ١ شکل در که همان طور
N کوچک مقادير براي ويژه به برتري اين است). نزديک تر مشکي منحني به قرمز (منحني مي دهد نشان خود از سبز) (خط اول نوع چبيشف

است. مشهود
C٠٫٧۵,٢ = ٪٠۴٧١ ٢,C٠٫۵و = ٪٩۵٧ ثابت ضرايب براي ما، پيشنهادي روش از استفاده با ايتاليا و اسپانيا مورد در (١٩ .۴) تقريبي جواب

تقريبي جواب اول نوع چبيشف چندجمله اي از استفاه با به طوري که (φ٢, ω٢) =
(٢)٢t+ ۴t٢)

π
,

٢)٢t+ ۴t٢)

π

)
از است عبارت

تقريبي جواب ما، پيشنهادي روش از استفاده چين کشور مورد در است. (φ٢, ψ٢) =
(٢(t+ t٢)

π
,

٢(t+ t٢)

π

)
به صورت (١٩ .۴)

،[٢٠] در به طوري که مي دهد نشان C٠٫۵,١ = ١ مقدار حداکثر با را (φ٢, ω٢) =
(٢
π
(١ + ٢t),

٢
π
(١ + ٢t)

)
به صورت

مي شود. (φ١, ψ١) =
(٢
π
(١ + t),

٢
π
(١ + t)

)

(ν) کسری مرتبه به حساسیت تحلیل ٢ .۵

شدن قوي تر (يعني ν کاهش با که مي دهد نشان ٢ شکل شد. شبيه سازي ν مختلف مقادير براي مدل سيستم، حافظه تأثير بررسي براي
و غيرمحلي اثرات زيرا است، منطقي اپيدميولوژيک نظر از يافته اين مي رسد. کمتري اوج به و مي شود کندتر عفونت زماني سير حافظه)، اثر

کنند. تعديل را انتشار سرعت مي توانند تاريخچه اي
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.ν = ٠٫۵, ٠٫٨, ١ مختلف مقادير براي φ(t) رفتار :٢ شکل

روند کردن کند در را (ν (کاهش حافظه افزايش تأثير وضوح به و مي دهد نشان مختلف مقادير براي را منحني سه نمودار ،٢ شکل
مي دهد. نمايش بيماري همه  گيري

نتیجه گیری ۶

ديفرانسيل معادلات ديناميکي سيستم يک حل براي آتانگانا-بالينو کسري عملگرهاي با همراه دوم نوع چبيشف چندجمله اي هاي از مقاله، اين در
MSE شامل خطا سنجش معيارهاي نظر از پيشنهادي روش که است آن از حاکي يافته ها شد. استفاده کرونا بيماري گسترش شده جفت
بهتري محاسباتي کارايي و سريع تر همگرايي نرخ همچنين است. برخوردار بالاتري دقت از اول، نوع چبيشف روش با مقايسه در ،MAE و
گرفته صورت ساده سازي هاي به توجه با داد. نشان بيماري ديناميک در را بلندمدت حافظه معنادار تأثير نيز ν پارامتر بررسي شد. مشاهده
يابد. گسترش مدل زمان، به وابسته پارامترهاي نظرگيري در و ديگر جمعيتي گروه هاي افزودن با آتي مطالعات در مي گردد پيشنهاد مدل، در

بود. خواهد رو پيش گام هاي جمله از واقعي داده هاي با اعتبارسنجي و کسري بهينه کنترل مسائل به روش تعميم همچنين
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Abstract: In this paper, a system of coupled fractional differential equations that models the spread of
COVID-19 infection between two population groups, ”with symptoms of infection” (φ(t)) and ”with-
out symptoms of infection” (ω(t)), is investigated. The proposed method is based on the Second Kind
Chebyshev Polynomial with the Atangana-Baleanu fractional derivative and integral. The main innovation
of this paper is to superiority of the accuracy and efficiency of this method compared to the conventional
first-order Chebyshev method and the fourth-order Runge-Kutta method (RK4). For objective evaluation,
the Mean Squared Error (MSE) and Mean Absolute Error (MAE) criteria were calculated. Numerical re-
sults for different values of the fractional order (ν) show that the proposed method has higher accuracy
and efficiency with an MSE of about 10(−4) and an exponential convergence rate. These findings confirm
the high potential of the present method for more accurate modeling of epidemiological phenomena

Keywords: coupled differential equations system, Corona disease, Second Kind Chebyshev Polynomial,
Atangana-Baleanu fractional derivative and integral.
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