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محرک با تعميم يافته CGMY فرآيند از استفاده با دارايي قيمت مدل بندي
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دارايي قيمت فرآيند مسيرهاي مهم ويژگي هاي از برخي تاکنون مالي، مشتقات قيمت کلاسيک مدل سازي هاي در چکيده:
قابل پيوستگي درجه و مقياس سرعت، يعني تصادفي حرکت اساسي جنبه سه مدل ها، اين در شده اند. گرفته ناديده پايه
نيستند، تفکيک قابل است براوني حرکت محرک، آنها در که مدل هايي در بخصوص ويژگي ها اين نيستند. تشخيص
فرض محدوديت، اين رفع جهت در ضروري اند. دارايي ها قيمت حرکت نحوه دقيق تحليل براي مفاهيم اين حالي که در
فراهم را جنبه سه اين تمايز امکان که مي کنيم استفاده ناپيوسته تقريب هاي از و گذاشته کنار را فرآيند مسير هاي پيوستگي
است سرعت بيانگر C پارامتر آن در که فرآيندي مي بريم. بکار CsGMYرا تعميم يافته فرايند راستا، اين در مي سازند.
مي گيريم نظر در مدل محرک عنوان به را اول مرتبه تغييرات جديد رويکردي با مي شود. مدل سازي تصادفي به صورت و
ساختار يک در را معرفي شده مدل پارامترهاي ادامه در مي کند. فراهم را تصادفي تلاطم تلاطم کردن مدل امکان که
و فرآيند اين مشخصه تابع کمک به CGMY فرآيند پارامتر هاي برآورد شامل اول، مرحله مي کنيم. برآورد مرحله اي دو
مسيرهاي پارامتر ها، تعيين از پس است. CsGMY فرايند ساخت مسير در شده ايجاد پارامتر هاي برآورد دوم مرحله
به را CsGMY فرآيند شبيه سازي مي کنيم. مقايسه اوليه فرآيند با و شبيه سازي را جديد فرآيند با متناظر نمونه اي
پواسون فرآيند يک توسط بزرگ پرش هاي وقوع نرخ روش اين در مي دهيم. انجام بزرگ پرش هاي تخمين روش کمک
تلاطم تلاطم وجود ،ARCH آزمون از استفاده با نهايت در است. نمايي توزيع داراي پرش ها اين اندازه و مي شود مدل

مي کنيم. تاييد را جديد فرآيند و قيمت تاريخي داده هاي در تصادفي
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٨٩ CsGMY فرآيند با قيمت مدل بندي

مقدمه ١

دقيق نسبتاً مدل سازي مي کند. ايفا مالي بازارهاي رفتار درک در کليدي نقش که است مالي مدل سازي در مفاهيم مهمترين از يکي تلاطم
دقت در انکاري غيرقابل تاثير امر اين است. برخوردار فراواني اهميت از پايه دارايي هاي قيمت گذاري مدل هاي به آن کردن وارد و تلاطم،

دارد. مالي مشتقات قيمت گذاري
قيمت گذاري مدل هاي مهم ترين از يکي شولز بلک مدل کرد. اشاره [۶] شولز و بلک به مي توان مالي مشتقات قيمت مدلسازي پيشگامان از
مالي، بازار هاي از مستخرج تجربي داده هاي به توجه با که دادند نشان تحقيقات مي شود. فرض ثابت پايه دارايي تلاطم آن در که است اختيار
فراواني محبوبيت همواره سادگي علت به شولز بلک مدل تلاطم، بودن ثابت فرض رد وجود با .[٢٩] و [١٨] نيست ثابت پايه دارايي تلاطم
اين به توجه با .[٢] است تصادفي متغير يک تلاطم مالي، مشتقات قيمت تجربي داده هاي مبناي بر .[٣١] دارد بازار معامله کنندگان ميان
شده است. استفاده تلاطم کردن مدل براي تصادفي فرآيند يک از آنها در که شدند معرفي مدل هايي بلک-شولز، مدل بهبود جهت در و واقعيت
هندسي براوني حرکت فرآيند يک طريق از را تصادفي تلاطم وايت و هال کرد. اشاره [٢٣] هال-وايت مدل به مي توان مدل ها اين اولين از
ويژگي هاي شده ترين شناخته از است. شده گرفته ناديده [١١] اهرمي اثر و شده اند فرض مستقل تلاطم و بازده مدل اين در کردند. مدل ٢

يک عنوان به سهم قيمت اهرمي، اثر ويژگي بنابر کرد. اشاره اهرمي اثر به مي توان سهام، ويژه به مالي، مشتقات پايه دارايي قيمت تلاطم
اهرمي، اثر گرفتن نظر در با هستون بالعکس. و مي شود ديگري کاهش به منجر يکي افزايش و دارد عکس رابطه آن تلاطم با تصادفي، متغير
همزمان به طور که است شده تشکيل تصادفي ديفرانسيل معادله دو از هستون، مدل .[٢١] کرد معرفي اختيار قيمت گذاري براي کارآمد مدلي
[٣٠] اشتين-اشتين مي کنند. مدل سازي ٣ اورنشتاين-اولنبک فرآيند و انتشار فرآيند توسط ترتيب به را آن تلاطم و دارايي قيمت تغييرات
تلاطم مدلسازي براي همبسته اورنشتاين-اولنبک فرآيند دو و مضاعف هستون مدل از [١] صابر و مهردوست و اورنشتاين-اولنبک فرآيند از
مي دهد اجازه آن به که است تصادفي تلاطم در ميانگين به بازگشت ويژگي هستون، مدل کليدي ويژگي هاي از يکي کردند. استفاده تصادفي
به بازگشت به قيمت تلاطم تمايل به ميانگين، به بازگشت ويژگي .[٢٨] دهد توضيح به خوبي را تلاطم لبخند مانند بازار، پيچيده رفتارهاي تا
است. مشاهده قابل سهام بازار واقعي داده هاي در که مي کند اشاره سطح اين از انحراف به تلاطم تمايل عدم و مشخص ميانگين سطح يک

و زمان از تابعي عنوان به تلاطم مدل ها اين در .[١۴] و [١۵] شدند داده توسعه تصادفي تلاطم مدل هاي کنار در موضعي تلاطم مدل هاي
نمي کنند، استفاده تلاطم مدل سازي براي جداگانه ديناميک از موضعي تلاطم مدل هاي اينکه به توجه با مي شود. مطرح اختيار پايه دارايي قيمت
کوتاه سررسيد هاي با اختيار قيمت گذاري در فراوان دقت وجود با موضعي، تلاطم مدل مي دهند. افزايش را اختيار قيمت محاسبات سرعت
مي شوند، کاليبره روزانه داده هاي اساس بر محلي تلاطم مدل هاي که آنجايي از همچنين .[٢٠] است ناتوان اهرمي اثر مدل کردن در مدت،
تلاطم و تصادفي تلاطم مدل دو هر مزاياي از بهره برداري راستاي در .[٨] نيستند مناسب ريسک مديريت و تلاطم آينده رفتار پيش بيني براي

.[٢۵] يافتند توسعه و شده معرفي ترکيبي مدل هاي محلي
قبلي مدل هاي در شود. انتخاب مي آيد بدست تلاطم تاريخي داده هاي از که واقعيت هايي و ويژگي ها به توجه با بايد تلاطم تصادفي محرک
تلاطم کاهش يا افزايش يعني است خوشه اي ويژگي داراي تلاطم مي شود. فرض براوني حرکت فرآيند تلاطم تصادفي، محرک شده، معرفي
وارد هدف با ۴ ناهموار تلاطم مدل هاي .[١٢] مي شود خوشه يک تشکيل و زمان از بازه اي در آن کاهش يا افزايش به منجر لحظه يک در
عنوان به ۵ کسري براوني حرکت از استفاده مدل ها اين اصلي ويژگي هاي از .[١٩] شدند معرفي تصادفي تلاطم مدل به خوشه اي اثر کردن
و شود مدل خوبي به تلاطم خوشه اي ويژگي کسري براوني حرکت از استفاده با شده سعي مدل ها اين در است. تلاطم براي تصادفي محرک

شود. نزديک تر تلاطم واقعي داده هاي به مدل رفتار
شاخص يافت. افزايش چشم گيري بطور اختيار قيمت گذاري در تلاطم کردن مدل اهميت ٢٠٠٣ سپتامبر در VIX تلاطم شاخص معرفي با
مشتقات توسعه به منجر شاخص اين فروش و خريد است. آينده روز ٣٠ براي S&P500 شاخص تلاطم از خنثي ريسک پيش بيني اي VIX
قيمت مدل سازي در مي شد، فرض ثابت قبلي مدل هاي در که تلاطم تلاطم به پرداختن رو اين از بود. تلاطم آنها پايه دارايي که شد مالي اي

.[٢٢] يافت بيشتري اهميت مشتقات اين
مدل، در خوشه اي اثر نشاندن جهت آنها روش برداشتند. تلاطم مدل اصلاح مسير در اساسي گام چند ،[۵] خود پژوهش در وراآرت و برندورف
تصادفي طريق از را تصادفي تلاطم تلاطم وجود فرض آنها .[۴] و [٣] بود کننده تعديل لوي محرک با اورنشتاين-اولنبک فرآيند از استفاده
يک از استفاده دارد، وجود کار اين انجام براي روش سه کردند. اعمال اورنشتاين-اولنبک فرآيند کننده تعديل لوي محرک در تلاطم کردن
توجه با حاضر مقاله در روش. دو هر ترکيب يا و کننده تعديل لوي فرآيند کردن تصادفي زمان کننده، تعديل لوي محرک با مجزا تلاطم فرآيند

دهيم. ارائه تصادفي تلاطم تلاطم مدل سازي براي دقيق تر روشي تا مي کنيم سعي تصادفي، فرآيند يک حرکتي ويژگي هاي به
حرکت توانايي عدم است. شده آن به کمتري توجه مالي حوزه در که است پيوستگي درجه و مقياس سرعت، داراي فرآيند يک حرکت مسير
محرک نقش در فرآيند اين نواقص از حرکت پيوستگي درجه و مقياس سرعت، مانند مدل در مهم هاي پارامتر بين تمايز ايجاد در براوني
عدم وجود همچون بازار مشاهدات و واقعيت ها با مسيرها، پيوستگي دليل به براوني، حرکت فرآيند همچنين مي آيند. شمار به قيمت تصادفي
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لوي فرآيند هاي از نواقص اين رفع جهت در بسياري پژوهشگران است. تضاد در بازار در پرش وجود و مالي زماني سري هاي در پيوستگي
از بيشتري واقعيت هاي مدل، تصادفي محرک اصلاح با فرآيندها اين .[١۶] و [٢۴] ،[١٠] کرده اند استفاده قيمت کردن مدل براي پيشرفته تر
است لوي فرآيند نوعي که CGMY فرآيند به مي توان فرآيند ها اين جمله از دادند. پوشش را پرش ها و ناپيوستگي وجود مانند مالي بازار هاي
فرآيند، مسير از ناپيوسته تقريب هاي از بهره گيري با ،CGMY نظير فرآيندهايي .[٩] است شده معرفي همکاران و کار مقاله در که کرد اشاره
نمايش قابل پيوسته مدل هاي در که عواملي مي کنند، فراهم پيوستگي درجه و مقياس سرعت، مانند عواملي بررسي براي بيشتري امکانات

نيستند.
تمام بنابراين است. ارتباط در مدل اين در به کار رفته تصادفي فرآيند هاي حرکت نحوه و مسير با مستقيم بطور قيمت گذاري، مدل يک تلاطم
يک حرکت از شده برشمرده ويژگي هاي به توجه با بود. خواهد تاثير گذار آن تغييرات و مدل تلاطم بر تصادفي فرآيند يک حرکت ويژگي هاي
Lو = (L(t), t ≥ ٠) دلخواه تصادفي فرآيند کنيم فرض باشد. فرآيند سرعت يا مقياس در تغيير مي تواند تلاطم در تغييرات منشا فرآيند،
Zc(t) =

√
cL(t) و Yc(t) = L(ct) با ترتيب به را شده داده مقياس تغيير و شده تسريع فرآيند و باشند موجود ،c > ١ تعيني پارامتر

يا تلاطم تصادفي تغييرات منشا تشخيص برابري اين برابرند. باهم توزيع در فرآيند دو اين آنگاه باشد براوني حرکت فرآيند L اگر دهيم. نشان
مي کنيم. رفع را نارسايي اين براوني حرکت براي مناسب جايگزيني از استفاده با بنابراين مي کند. ممکن غير را تلاطم تلاطم تصادفي محرک
اطلاعات، رفتن دست از مي گيرد. ناديده را اطلاعات از بسياري دليل همين به و است پيوسته نمونه اي مسيرهاي با فرآيندي براوني حرکت
مسير ويژگي هاي اين وجود با است. براوني حرکت مسير هاي تصادفي غير و ثابت دوم مرتبه تغييرات و نامتناهي اول مرتبه تغييرات از ناشي
پرش تصادفي فرآيند هاي از استفاده است. ممکن غير پيوستگي درجه و مقياس سرعت، مسير، تغيير جهت تشخيص براوني، حرکت فرآيند
حرکت مسير هاي فرآيند ها اين است. شده اشاره مشکلات براي موجود حل هاي راه از يکي براوني حرکت از ناپيوسته تقريب عنوان به محض
تغييرات کنترل امکان مسير ها، پيوستگي عدم همچنين دارند. بيشتري مطابقت زمان درطول مالي دارايي هاي قيمت واقعيت با که دارند ناپيوسته

هستند. اهميت حائز بسيار تلاطم تلاطم و تلاطم کردن مدل در که مي کند فراهم را فرآيند دوم درجه تغييرات و کل
فرآيندهاي هستند. لوي فرآيند هاي از خانواده اي قيمت گذاري، مدل هاي در براوني حرکت جايگزين ناپيوسته تقريب هاي مهم ترين جمله از
پيوسته پيوسته، مي توانند آنها نمونه اي مسيرهاي که مي دهند تشکيل را تصادفي فرآيندهاي از وسيعي کلاس و مستقل اند نموهاي داراي لوي
و ناپيوسته مسيرهاي داراي براوني، حرکت جز به لوي فرآيندهاي تمام باشند. محض پرش يا ناپيوسته کاملاً و گاه، به گاه ناپيوستگي هاي با

هستند. پرش
تصادفي تلاطم تلاطم و تلاطم فرض اعمال براي لازم تصادفي منبع گذاري، قيمت مدل تصادفي منبع تغييرات از استفاده با مقاله اين در
که تصادفي تلاطم فرض اعمال براي مستقل و متعدد تصادفي منابع از استفاده به نياز روش، اين از استفاده با مي آوريم. بدست را مدل در
از و مي رود بين از دارد وجود ٧ متغير زمان لوي مدل هاي يا و ۶ لوي تصادفي تلاطم مدل هاي هستون، مدل جمله از پيشين مدل هاي در
اين تاثير آن، گرفتن نظر در ثابت يا و تصادفي تلاطم تلاطم فرض گذاشتن کنار با پيشين مدل هاي همچنين مي شود. کاسته مدل پيچيدگي
فرآيند کمک با حاضر پژوهش در است. شده طرف بر نواقص اين شده معرفي مدل در که گرفتند ناديده مشتقات قيمت گذاري در را عامل
تصادفي مدل محرک مي کنيم تلاش مي دهند، بدست نمونه اي مسير هاي مورد در بيشتري پذيري انعطاف که آن ويژگي هاي و CGMY لوي
اين اصلي پارامتر چهار شود. نزديک تر بازار واقعيت به و داده پوشش را تصادفي تلاطم تلاطم و تلاطم که کنيم تعريف به گونه اي را قيمت
تعيين Y و بالا به رو پرش هاي تعديل نرخ ،M پايين، به رو پرش هاي تعديل نرخ ،G فرآيند، سرعت کننده کنترل ،C از عبارتند فرآيند
مسير هاي جايگزين ناپيوسته تقريب به دستيابي امکان مسير ها، پيوستگي درجه کنترل با فرآيند اين در Y پارامتر مسير. پيوستگي درجه کننده

مي کند. فراهم را براوني حرکت فرآيند پيوسته
پديده هاي مي تواند فرآيند اين باشد. داشته بيشتري تطبيق مالي واقعي داده هاي با تا مي سازند قادر را آن CGMY فرايند پارامتر هاي مجموع در
ثابت فرآيند اين در تلاطم تلاطم همچنان اما کند مدل سازي بهتر را غيرنرمال بازده توزيع هاي و پرش ها تلاطم، خوشه بندي مانند مختلفي
چشمگيري بسيار نقش سرعت مي کنند، کنترل را آن تلاطم تلاطم و تلاطم که تصادفي فرآيند يک مسير هاي بر موئثر عوامل ميان در است.
وقوع دفعات تعداد بر طريق اين از و مي کند کنترل نيز را جهش ها شدت سرعت، بر علاوه ،CGMY فرايند Cدر پارامتر .[٢٧] مي کند بازي
در و بيشتر بازه اين در مسير پرش هاي باشد، بيشتر معين زماني بازه يک در C پارامتر مقدار هرچه مي گذارد. تأثير قيمت فرآيند در جهش ها
زماني بازه يک در فرآيند توسط شده طي مسير باشد، Cکمتر پارامتر هرچه مشابه بطور و است. طولاني تر فرآيند توسط شده طي مسير نتيجه
آن سرعت کاهش يا افزايش به تصادفي فرآيند توسط شده طي مسير کاهش يا افزايش يکسان، زماني بازه يک در بود. خواهد کمتر يکسان

کند. مدل را سرعت طريق اين از مي تواند C پارامتر بنابراين مي شود، تفسير
را CsGMY فرآيند و مي کنيم فرض تصادفي را CGMY فرآيند در C پارامتر تصادفي، تلاطم تلاطم کردن مدل هدف با مقاله اين در
براي نياز مورد تصادفي محرک آن کمک به تا مي کنيم استفاده ساده CGMY فرآيند يک اول مرتبه تغييرات از راستا اين در مي کنيم. معرفي
مشتقات پايه دارايي قيمت براي لوي نمايي نوع از مدلي يافته، تعميم فرآيند اين وسيله به سپس کنيم. تعريف را C پارامتر کردن تصادفي

است. شده داده پوشش آن در تصادفي تلاطم تلاطم تاثير که مي کنيم ارائه مالي
همچنين مي پردازيم. پايه مفاهيم و تعاريف نظري بيان به دوم بخش در است. شده تنظيم و تهيه زير صورت به بخش چهار در حاضر مقاله
مي شود. مطرح سوم بخش در يافته تعميم فرآيند با متناظر لوي نمايي دارايي مدل مي کنيم. معرفي فصل اين در را CsGMY فرآيند

Stochactic volatility Levy۶

Time-changed Levy٧



٩١ CsGMY فرآيند با قيمت مدل بندي

برآورد به ابتدا، بخش، اين در مي پردازيم. پايه دارايي قيمت گذاري براي شده معرفي فرآيند مسير هاي بررسي به چهارم بخش در نهايت در
پارامتر هاي مربعات زيان تابع و پارامتر ها اين کمک به سپس و مي پردازيم فرآيند اين مشخصه تابع طريق از ساده CGMY فرآيند پارامتر هاي
،CsGMY فرآيند مسير هاي شبيه سازي براي جديد، فرآيند با متناظر پارامتر هاي تعيين از پس مي آوريم. بدست را CsGMY فرآيند
CGMY فرآيند با متناظر مدل با CsGMY فرآيند با متناظر مدل مسير هاي مقايسه مي کنيم. استفاده بزرگ پرش هاي تخمين روش از
تصادفي تلاطم تلاطم وجود ARCH آزمون کمک با بخش اين در همچنين مي کند. تصوير خوبي به را تصادفي تلاطم تلاطم تاثير ساده،
به CGMY و CsGMY فرآيند هاي توزيع دم صدک هاي مبناي بر شاخصي تعريف با اين بر علاوه کرد. خواهيم تاييد را جديد مدل در

مي کنيم. استفاده استرپ بوت روش از بخش اين در نتايج بودن تصادفي عدم از اطمينان براي و مي پردازيم دم ها اين زوال سرعت مقايسه

تصادفي تلاطم تلاطم ٢
نظري بيان به بخش اين در شد، اشاره آن به قبل بخش در که ريسکي دارايي هاي قيمت مدل سازي در تلاطم تلاطم نقش اهميت به توجه با
تلاطم تلاطم مدل سازي در ثابت تلاطم تلاطم با تصادفي فرآيندي عنوان به CGMY فرآيند مي پردازيم. شده توصيف مدل و پايه تعاريف
فرآيند معرفي با مي دهد. کاهش را مدل تصادف منبع عنوان به CGMY فرآيند با بازار واقعيت تطابق ويژگي اين است. ناتوان تصادفي

شد. خواهد تصادفي و نيست ثابت ديگر جديد تصادفي فرآيند تلاطم تلاطم يافته، تعميم CGMY

اول مرتبه تغييرات و لوي فرآيند هاي مشخصات ٢. ١
مي کند. اختيار R در را خود مقادير و L٠ = ٠ که است (Ω,F ,P) فضاي بر ٨ کدلگ تصادفي فرآيند يک {Lt}t≥٠ لوي فرآيند
انعطاف واسطه به لوي فرآيند هاي هستند. پيوسته احتمال در آن نمونه اي مسير هاي و است ايستا و مستقل نمو هاي داراي {Lt}t≥٠ فرآيند
دليل به که آنجايي از مي کنند. ايفا حوزه اين در گسترده و مهم نقشي دارند مالي بازار هاي در موجود حقايق کردن مدل در که بالايي پذيري
تصادفي ديناميک محرک عنوان به براوني حرکت است، کشيدگي و چولگي تقارن، عدم داراي آنها بازده توزيع دارايي ها قيمت در پرش ها وجود

نمي دهد. نشان خود از مطلوبي عملکرد دارايي قيمت
بي نهايت را R بر F احتمال توزيع است. تقسيم پذير بار بي نهايت {Lt}t≥٠ توزيع t هر ازاي به آنگاه باشد لوي فرآيند يک {Lt}t≥٠ اگر
بطوريکه باشند ,Q١موجود Q٢, . . . , Qn هم توزيع و مستقل تصادفي متغير هاي ،٢ ≤ n ∈ N هر ازاي به هرگاه گوييم تقسيم پذير بار
٩ مشخصه نماي حسب بر مي توان را ϕLt(z) مشخصه تابع لوي، فرآيند هاي ويژگي اين بنابر .[١٣] باشد F توزيع داراي آنها جمع

کرد محاسبه زير صورت به t زمان هر در ψLt(z)

ϕLt(z) = eψLt (z) = ϕtL١(z).

اندازه که مي گيرد اندازه زمان از واحد هر در را فرآيند نمونه اي مسير هاي پرش هاي تعداد ميانگين که، مي کند القا اندازه اي لوي فرآيند هر
Aاندازه ∈ B (R) اندازه پذير بورل مجموعه هر ازاي به مي گويند. لوي اندازه آن به و است اندازه پذير بورل مجموعه يک به متعلق پرش ها

مي شود تعريف زير صورت به {Lt}t≥٠ لوي فرآيند توسط شده القا ν (A) لوي

ν (A) = E [# {t ∈ [٠, ١] : ∆Lt ̸= ٠,∆Lt ∈ A}] . (٢. ١)

متناظر مشخصه تايي سه با لوي فرآيند يک ψLt(z) مشخصه نماي و ϕLt(z) مشخصه تابع بين ارتباط ١٠ لوي-خينچين نمايش قضيه
مي کند بيان زير صورت به را (A, ν, γ) يعني آن

ϕLt(z) = E
[
eizLt

]
= etψ(z), (٢. ٢)

ψ(z) = −١
٢
zAz + iγz +

∫
Rd

(
e(izx) − ١ − izx1|x|<١

)
ν (dx) . (٢. ٣)

کرد تعريف زير صورت به k(x) ١١ لوي چگالي کمک به را اندازه اين مي توان آنگاه باشد، پيوسته لبگ اندازه تحت ν لوي اندازه اگر

ν (dx) = k(x)dx. (۴ .٢)
Cadlag٨

Characteristic exponent٩

Levy-Kintchine representation١٠

Lévy density١١
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مرکب پواسون تصادفي فرآيند مي کند. اندازه گيري لوي فرآيند نمونه اي مسير هاي در را dx اندازه از پرش هايي وقوع نرخ لوي، چگالي
صورت به F پرش اندازه توزيع و λ ≥ ٠ شدت پارامتر با {Xt}t≥٠

Xt =
Nt∑
i=١

Yt, (۵ .٢)

از مستقل و λ ≥ ٠ شدت با پواسون فرآيند Nt و F توزيع تابع با هم توزيع و مستقل تصادفي فرآيند هاي ها Yi آن در که مي شود تعريف
از متشکل نمونه اي مسير هاي با لوي فرآيند يک اگر تنها و اگر است مرکب پواسون فرآيند يک {Xt}t≥٠ تصادفي فرآيند است. (Yi)i≥١
هر تعريف اين مبناي بر مي پردازد زمان طول در تصادفي رويداد يک شمارش به که لوي اندازه تعريف به توجه با باشد. ثابت قطعه اي توابع

مي دهيم نمايش زير صورت به لوي اندازه مبناي بر را {Xt}t≥٠ مانند مرکب پواسون تصادفي فرآيند

Xt =
∑
s∈[٠,t]

∆Xs =

∫
[٠,t]×Rd

xJX (ds× dx) , (۶ .٢)

است پرش اندازه يا و پواسون تصادفي اندازه ، {Xt}t≥٠ مرکب پواسون فرآيند القايي اندازه B ∈ [٠,∞)×R ،JX (B) آن در که
مي شود تعريف زير صورت به B ∈ [٠,∞)× R اندازه پذير مجموعه هر ازاي به که

JX (B) = #{(t,Xt −Xt−) ∈ B}.

مي گيرد. اندازه را Aباشد مجموعه در آنها بزرگي که [t١, t٢] زماني بازه در {Xt}t≥٠ فرآيند پرش هاي تعداد JX ([t١, t٢] , A) اندازه
صورت به ν (A) لوي اندازه مبناي بر پواسون تصادفي اندازه ١٢ شدت اندازه

µ (ds× dx) := ν (dx) dt = λf (dx) dt, (٢. ٧)

µ (ds× dx)شدت اندازه کمک به را آن اول مرتبه تغييرات باشد، متناهي تغييرات با دلخواه لوي فرآيند يک {Lt}t≥٠ اگر مي شود. تعريف
مي کنيم تعريف زير صورت به

VL (t) :=

∫ t

٠

∫ ∞

−∞
|x|µL (ds× dx) . (٢. ٨)

کردن تصادفي براي مناسبي محرک فرآيند، اين طريق از بعدي بخش زير در است. صعودي لوي فرآيند يک {VL (t)}t≥٠ تعريف بنابر
مي آوريم. بدست CGMY فرآيند در C پارامتر

CsGMY فرآيند ٢. ٢
خانواده اين تصادفي فرآيند هاي نمونه اي مسيرهاي است. ١٣ تعديل شده پايدار فرآيند هاي خانواده از لوي فرآيند يک CGMY تصادفي فرآيند
از پهن تر دمي t هر در فرآيند توزيع، تعديل اين نتيجه در مي يابند. کاهش نمايي بصورت پرش ها اين بزرگاي توزيع اما هستند پرش داراي

صورت به تعديل شده پايدار فرآيند هاي لوي چگالي دارد. پايدار آلفا فرآيند هاي توزيع از نازک تر و نرمال توزيع

k (x) =
c−

|x|(١+α) e
−λ−|x|1x<٠ +

c+
x(١+α) e

−λ+x1x>٠, (٢. ٩)

CGMY فرآيند لوي چگالي خاص حالت در است. نشانگر تابع 1 و α < ٢ ،c−, c+, λ−, λ+ > ٠ آن در که مي شود تعريف

k (x) =
C

|x|(١+Y )
e−G|x|1x<٠ +

C

x(١+Y )
e−Mx1x>٠, (٢. ١٠)

دم چپ و راست سمت نمايي کاهش نرخ ترتيب به M و G پارامتر هاي است. Y و M ،G ،C پارامتر چهار داراي CGMY فرآيند است.
است. چولگي داراي توزيع G ̸= M که صورتي در و مي کنند کنترل را لوي چگالي

Intensity measure١٢

Tempered stable processes١٣
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با حرکت هايي به رسيدن از پيش کوچک اندازه با حرکت هاي وقوع نرخ فرآيند، پيوستگي نرخ مي دهد. نشان را فرآيند پيوستگي نرخ Y پارامتر
آنگاه باشند متناظر بزرگ حرکت و کوچک حرکت هاي بزرگاي ترتيب به (١ + λ) a > ٠ و a > ٠ اگر مي کند. کنترل را بزرگ اندازه

برابر بزرگ به کوچک حرکت هاي نسبي وقوع نرخ

R (λ) :=
k (a)

k ((١ + λ) a)
= eMaλ(١ + λ)١+Y , (٢. ١١)

با حرکت به رسيدن تا کوچک اندازه با حرکت هاي وقوع نرخ افزايش بر را تأثير بيشترين Y پارامتر افزايش باشد، کوچکتر a مقدار هرچه است.
مسير هاي به مسير ها اين ،CGMY فرآيند مسير هاي شدن پيوسته تر نتيجه در مي شوند. پيوسته تر فرآيند نمونه اي مسير هاي و دارد بزرگ اندازه
ناکارآمدي موجب است، متناقض بازار واقعيت  با که دارايي قيمت فرآيند مسير هاي بودن پيوسته فرض مي شوند. شبيه تر براوني حرکت پيوسته
خواهد مناسب تري انتخاب دهد نشان خود از پيوسته تر رفتاري براوني، حرکت ناپيوسته جايگزين هرچه شرايط اين در و مي شود براوني حرکت

بود.
فرآيند مسير هاي در را متفاوت بزرگاي با پرش هايي رويداد نرخ مستقيم بطور پارامتر اين مي دهد. نشان را CGMY فرآيند سرعت C پارامتر
CGMY فرآيند همچنين بالعکس. و است بيشتر ساده CGMY فرآيند مسير هاي تلاطم تلاطم باشد بزرگتر C پارامتر هرچه مي کند. کنترل
CGMY فرآيند دلخواه، ريسکي دارايي قيمت تصادفي مدل در را تصادف منبع اگر بنابراين، است. ثابت تلاطم تلاطم داراي ثابت، C پارامتر با
در تصادفي متغير يک عنوان به دارايي يک قيمت کرده ايم. فرض ثابت را دارايي قيمت تلاطم تلاطم بگيريم، نظر در ثابت C پارامتر با
هستند. تصادفي و شده تعيين بازار شرايط بنابر که مي کند تجربه را متفاوتي پرش  رويداد نرخ هاي متفاوت، زماني بازه هاي در خود مسير هاي
مشکل اين رفع جهت به است. تضاد در مي شود متفاوت تلاطم تلاطم با دوره هايي شامل که بازار واقعيت با C پارامتر بودن ثابت فرض بنابراين

مي شود. تصادفي CGMY فرآيند خود از برآمده محرکي کمک به ،C سرعت پارامتر آن در که مي کنيم استفاده CsGMY فرآيند از
با ترتيب به را منفي و مثبت جهت در فرآيند مسير هاي تغييرات باشد. ثابت C پارامتر با CGMY فرآيند اول مرتبه تغييرات VL کنيم فرض

مي کنيم تعريف زير صورت به داده نشان VnL(t) و VpL(t)

VpL(t) =

∫ t

٠

∫ ∞

٠
xµL (dx, ds) , (٢. ١٢)

VnL(t) =

∫ t

٠

∫ ٠

−∞
xµL (dx, ds) . (٢. ١٣)

اين بازار، مشاهدات مبناي بر C پارامتر يکنواخت رفتار عدم دليل به و هستند نزولي و صعودي ترتيب به VnL(t) و VpL(t) لوي فرآيند هاي
فرآيند هاي اين ١۴ کسري يافته تعديل نسخه از مشکل اين رفع راستاي در نيستند. سرعت تصادفي محرک براي مناسبي انتخاب فرآيند دو
لوي فرآيند باشد لوي فرآيند يک {Lt}t≥٠ اگر مي کنيم. استفاده سرعت تصادفي محرک عنوان به شدند، معرفي [٧] و [٢۶] در که لوي

مي شود داده نمايش زير صورت به آن با متناظر کسري يافته تعديل

YL(t;λ, δ) =

∫ t

−∞

∫ ∞

−∞
e−λ(t−s)(t− s)δxµL(dx, ds), (١۴ .٢)

معادلات دستگاه در δ ∈ N ازاي به YL(t;λ, δ) لوي فرآيند ،[١٧] طبق هستند. کسري و تعديل پارامتر هاي ترتيب به δ و λ آن در که
مي کند صدق زير بعدي δ + ١ مارکفي

dYL = λ (α٠(t)− YL) dt, (١۵ .٢)
dαj = λ(αj+١ − αj)dt, j = ٠, · · · , δ − ٢,

dαδ−١ = −λαδ−١dt+ dL,

αj =
δ(δ − ١), · · · , (δ − j)

λj+١

∫ t

−∞
e−λ(t−s)(t− s)δ−j−١dL(s),

j = ٠, · · · , δ − ١,

YnL(t;λn, δn) ,YpL(t;λpو δp) با ترتيب به VnL(t)را لويVpL(t)و فرآيند هاي با متناظر کسري يافته تعديل لوي فرآيند بنابراين
δp = انتخاب با هستيم، تصادف منبع کردن مدل جهت براوني حرکت براي مناسب جايگزيني دنبال به اينکه به توجه با مي دهيم. نشان

Tempered fractional١۴
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٣ مارکفي دستگاه در YpL(t) بنابراين مي کنيم. شبيه تر براوني حرکت فرآيند مسير هاي به را YL(t;λ, δ) فرآيند مسير هاي δn = ٢
مي کند صدق زير بعدي

dYpL(t) = λP (α٠p(t)− YpL) dt, (١۶ .٢)
dα٠p(t) = λP (α١p(t)− α٠p(t))dt,

dα١p(t) = −λPα١p(t)dt+ dVpL(t),

آن در که

α٠p(t) =
٢
λP

∫ t

−∞
e−λP (t−s)(t− s)dVpL(s), (٢. ١٧)

α١p(t) =
٢ × ١
λP

∫ t

−∞
e−λ(t−s)dVpL(s). (٢. ١٨)

YnL(t) و YpL(t) لوي فرآيند هاي از کرد. تعريف مشابه بعدي ٣ مارکفي دستگاه جواب عنوان به نيز را YnL(t) مي توان مشابه بطور
محرک هاي از خطي ترکيب را CGMY يافته تعميم فرآيند در C تصادفي پارامتر مي کنيم. استفاده سرعت پارامتر تصادفي محرک عنوان به
تابع کمک به که CGMY لوي چگالي منفي و مثبت بخش سرعت براي ترتيب به cn و cp ثابت پارامتر هاي همراه به شده معرفي تصادفي

مي کنيم تعريف زير صورت به شده اند، مشخص (٢. ١٠) رابطه در نشانگر
Cp(t) := cp + dpYpL(t) + epYnL(t), cp, dp, ep > ٠, (٢. ١٩)
Cn(t) := cn + dnYpL(t) + enYnL(t), cn, dn, en > ٠. (٢. ٢٠)

و (٢. ١٢) روابط در YnL(t) و YpL(t) فرآيند هاي تعريف نحوه همچنين و (٢. ٢٠) و (٢. ١٩) روابط در ضرايب بودن مثبت به توجه با
اين تعريف شرايط در و است مثبت مقداري همواره CsGMY فرآيند چگالي تابع منفي و مثبت بخش هاي در C تصادفي پارامتر ،(٢. ١٣)
عنوان به فرآيند اين شده تعديل تغييرات از استفاده کنيم، فرض ساده CGMY فرآيند را بازار در تصادف منبع که صورتي در مي کند. صدق تابع
را CsGMY فرآيند لوي چگالي کند. تغيير بازار تلاطم تلاطم رفتار با متناسب دقيقا پارامتر اين مي شود موجب C پارامتر در تصادف منبع

مي کنيم تعريف زير صورت به

kXCsGMY
t

(x) =
(cn + dnYpL(t) + enYnL(t))

|x|(١+Y )
e−G|x|1x<٠ +

(cp + dpYpL(t) + epYnL(t))

x(١+Y )
e−Mx1x>٠. (٢. ٢١)

تصادفي تغييرات گرفتن نظر در با فرآيند اين است. دارايي ها قيمت تصادفي بخش کردن مدل براي مناسبي بسيار CsGMYانتخاب فرآيند
مي کند. نزديک تر بازار در موجود واقعيت  به را مدل و گرفته نظر در تصادفي را تلاطم تلاطم متفاوت، زماني بازه هاي در قيمت تلاطم

دارايي مدل معرفي ٣
کنيم فرض مي کنيم. تعريف قبل فصل در شده معرفي تصادفي محرک به توجه با را ريسکي دارايي يک قيمت تصادفي مدل بخش اين در
قيمت ديناميک به دست آوردن راستاي در CsGMYباشد. تصادفي فرآيند

{
XCsGMY
t

}
t≥٠ و ريسکي دارايي قيمت فرآيند {St}t≥٠

فرض ابتدا، حاضر، مقاله در مي کنيم. فرض دلخواه لوي فرآيند يک را {ln(St)}t≥٠ فرآيند ابتدا جديد، محرک اين تحت ريسکي دارايي
اين تغييرات ريسکي، دارايي اطلاعات با مدل پارامتر هاي کردن کاليبره از پس باشد. ساده CGMY فرآيند {ln(St)}t≥٠ فرآيند مي کنيم
در که همانطور مي گيريم. نظر در دارايي قيمت اول مرتبه تغييرات همان يا اقتصادي هاي فعاليت براي اندازه اي عنوان به را شده کاليبره فرآيند
سرعت تصادفي محرک براي مناسبي انتخاب يکنوايي علت به شدند معرفي (٢. ١٣) و (٢. ١٢) روابط در که تغييرات اين شد اشاره قبل فصل

مي کنيم تعريف زير صورت به را آنها با متناظر کسري يافته تعديل لوي فرآيند هاي جهت همين به و نيستند

YpL(t) =

∫ t

−∞

∫ ∞

−∞
e−λp(t−s)(t− s)δpx+µL(dx, ds), (٣. ١)

YnL(t) =

∫ t

−∞

∫ ∞

−∞
e−λn(t−s)(t− s)δnx−µL(dx, ds). (٣. ٢)
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x+ = همچنين هستند. منفي و مثبت سمت کسري پارامترهاي δn و δp و تعديل پارامتر هاي ترتيب به λn و λp فوق روابط در
ساده CGMY فرآيند که است {Lt}t≥٠ فرآيند با متناظر شدت اندازه µL(dx, ds) و x− = max {−x, ٠} ،max {x, ٠}
تعريف را

{
X
Cs

tGMY
t

}
t≥٠

تصادفي فرآيند (٣. ٢) و (٣. ١) روابط کمک به YnL(t) و YpL(t) محاسبه از پس بود. شده فرض

مي کنيم تعريف زير صورت به را
{
X
Cs

tGMY
t

}
t≥٠

لوي فرآيند با متناظر لوي اندازه مي کنيم.

νXCsGMY
t

(dx, dt) := kXCsGMY
t

(x) dxdt =
(
(cn+dnYpL(t)+enYnL(t))

|x|(١+Y ) e−G|x|1x<٠

+
(cp+dpYpL(t)+epYnL(t))

x(١+Y ) e−Mx1x>٠

)
dxdt. (٣. ٣)

مسير هاي با متناظر شده، معرفي لوي اندازه و شدت اندازه مي دهيم. نشان µXCsGMY
t

با را νXCsGMY
t

اندازه با متناظر شدت اندازه همچنين
حرکت چگونگي هستند. ريسکي دارايي قيمت تغييرات فرآيند بر منطبق بنابراين مي شوند تعريف YnL(t) و YpL(t) فرآيند هاي يافته تحقق
مطابق حرکت سرعت انتخاب اين با است. سرعت تصادفي محرک براي انتخاب بهترين مي شود، نمايان قيمت اول مرتبه تغييرات در که قيمت
خنثي ريسک اندازه ي تحت ريسکي دارايي قيمت کنيم فرض بود. خواهد نزديک تر واقعيت به حاصل الگوي و مي شود تصادفي آن تغييرات با

کند پيروي زير رابطه از Q

St = S٠ exp
(
rt+XCsGMY

t

)
. (۴ .٣)

S̃t فرآيند مي دهيم. نشان
(
AXCsGMY

t
, νXCsGMY

t
, γXCsGMY

t

)
با Q اندازه تحت را XCsGMY

t با متناظر مشخصه تايي سه
صورت به که

S̃t = S٠ exp (−rt) exp
(
rt+ X̃CsGMY

t

)
= S٠ exp

(
X̃CsGMY
t

)
, (۵ .٣)

است Q اندازه تحت XCsGMY
t فرآيند ١۵ شده اصلاح نسخه ،X̃CsGMY

t فرآيند است. مارتينگل يک Q اندازه تحت مي شود، تعريف
فرض با ∫که

|x|≥١
e٢xνXCsGMY

t
(dx) <∞, (۶ .٣)

مي شود تعريف زير صورت به

X̃CsGMY
t =

∫ t

٠

∫ ∞

−∞
(ex − ١)

(
µXCsGMY

t
(dx, ds)− νXCsGMY

t
(dx, ds)

)
. (٣. ٧)

مي کند صدق زير رابطه در Q خنثي ريسک اندازه ي تحت ريسکي دارايي قيمت نتيجه در

S̃t = S٠ exp
(
X̃CsGMY
t + ωt

)
, (٣. ٨)

مالي مشتقات قيمت مي کند. کنترل را Q اندازه تحت قيمت فرآيند رشد نرخ تحدب تصحيح است. ١۶ تحدب تصحيح عبارت ω آن در که
واقعي، اندازه تحت تابع اين رياضي اميد محاسبه به ملزم مالي مشتقات قيمت گذاري و است S̃t ريسکي دارايي قيمت از ϕ(.) مانند تابعي
و Qمحاسبه خنثي ريسک اندازه تحت رياضي اميد آربيتراژ، نبود فرض دليل به اما مي گويند. ١٧ آتي قيمت آن به که EPاست

[
ϕ(S̃t)

]
بالاتر، مرتبه گشتاورهاي و واريانس خطي غير تاثيرات اصلاح با تحدب، تصحيح عبارت مي شود. محاسبه ١٨ سلف قيمت EQيا

[
ϕ(S̃t)

]
Compensated١۵

Convexity correction١۶

Futures price١٧

Forward price١٨
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عبارت (٣. ٨) رابطه در مي کند. حفظ Q خنثي ريسک اندازه تحت را قيمت فرآيند مارتينگلي خاصيت و نزديک يکديگر به را قيمت دو اين
مي شود تعريف زير صورت به تحدب تصحيح

ω = −ψX̃CsGMY
t

(−i). (٣. ٩)

مي شود تعريف زير شکل به که است X̃CsGMY
t فرآيند مشخصه نماي ψX̃CsGMY

t
فوق رابطه در

ψX̃CsGMY
t

(u) = Γ(Y )
[
Cp

(
(M − iu)Y −MY

)
+ Cn

(
(G+ iu)Y −GY

)]
, (٣. ١٠)

داريم (٣. ٩) رابطه به توجه با بنابراين

ω = −Γ(Y )
[
Cp

(
(M − ١)Y −MY

)
+ Cn

(
(G+ ١)Y −GY

)]
, (٣. ١١)

شده اند. تعريف (٢. ٢٠) و (٢. ١٩) روابط در ترتيب به Cn و Cp آن در که
مي کند صدق (۶ .٣) شرط در آن متناظر لوي فرآيند که است لوي نمايي مدل هاي نوع از (٣. ٨) رابطه ي در آمده بدست قيمت گذاري مدل
اين در رفته بکار CsGMY فرآيند اينکه به توجه با بنابراين شده. مشخص (٣. ١١) رابطه ي در نيز آن متناظر تحدب تصحيح عبارت و
دارايي قيمت بودن مارتينگل فرض مي توان مي کند، صدق لوي نمايي مدل يک تعريف هنگام لوي فرآيند يک براي لازم مفروضات در مدل

.[١٣] دانست برقرار را آن گشتاور هاي بودن متناهي و
آمده بدست مدل پارامتر هاي تخمين براي روشي و مي پردازيم CsGMY و ساده CGMY فرآيند حرکت نحوه مقايسه به بعد بخش در

مي کنيم. معرفي (٣. ٨) رابطه ي در

پياده سازي ۴
فرآيند مسيرهاي بررسي به ادامه در مي زنيم. تخمين را مدل پارامترهاي ،CGMY فرآيند مشخصه تابع از استفاده با ابتدا بخش، اين در
آن ها کمک به سپس و رسم را ساده CGMY فرآيند مسيرهاي ابتدا شبيه سازي اين راستاي در مي پردازيم. آن ها شبيه سازي و CsGMY
تصادفي تلاطم تلاطم واقعي، هاي داده در که مي دهيم نشان نهايت در مي کنيم. بررسي و داده نمايش را CsGMY فرآيند مسير هاي
مي دهد. نشان را پديده اين CsGMY فرآيند با شده ساخته مدل که حالي در نيست پديده اين نمايش به قادر CGMY مدل اما مي باشد
بررسي توزيع دم زوال نرخ تعديل در را جديد فرآيند توانايي ، CGMY فرآيند با شده معرفي فرآيند در توزيع دم رفتار مقايسه  با اين بر علاوه

مي کنيم.

پارامتر تخمين ١ .۴
استخراج را CGMY مدل پارامترهاي ابتدا مي گيريم. نظر در يافته تعميم CGMY مدل پارامترهاي تخمين براي مرحله اي دو ساختاري

مي پردازيم. وابسته مارکفي دستگاه پارامترهاي تخمين به آنها، از استفاده با سپس و کرده
CGMY مدل پارامترهاي تخمين اول- مرحله

تخمين مرحله، اين از هدف دارند. مدل رفتار در مهمي نقش هرکدام که است Y و M ،G ،C اصلي پارامتر چهار شامل CGMY مدل
شاخص روزانه لگاريتمي بازده هاي پارامترها، اين تخمين براي کند. شبيه سازي بهينه به طور را بازار واقعي رفتار مدل تا است پارامترها اين دقيق
تحليلي مشخصه تابع اينکه به باتوجه کرديم. گرد آوري Yahoo Finance پلتفرم API طريق از ٢٠٢٣ تا ٢٠١٨ بازه در را S&P500
به طور تجربي مشخصه تابع کنيم. برآورد را مدل پارامترهاي تا داده تطبيق تجربي مشخصه تابع با را آن داريم، اختيار در را CGMY مدل
روش هاي يا مونت کارلو شبيه سازي مانند عددي روش هاي از مدل پارامترهاي تخمين براي و مي آيد بدست لگاريتمي بازده هاي از مستقيم
مشخصه تابع شود. داده تطبيق واقعي داده هاي با دقيق تر CGMY فرآيند تا مي کند کمک تجربي مشخصه تابع مي کنيم. استفاده بهينه سازي
رياضي اميد E[·] و موهومي واحد i آن در و φX(u) = E

[
eiuX

]
که است ،u ∈ R فرکانسي پارامتر از تابعي ،X تصادفي متغير يک

در با حال مي باشد. آن آماري اطلاعات کليه حاوي نتيجه، در و است X متغير احتمال چگالي تابع فوريه ي تبديل معادل مشخصه تابع است.
مي توان {r١, r٢, . . . , rN} مانند مساوي زماني فواصل در دارايي لگاريتمي بازده مشاهدات از ،N دلخواه تعداد با نمونه اي داشتن اختيار

نمود محاسبه زير به صورت را مشخصه تابع تجربي تقريب

φ̂N(u) =
١
N

N∑
j=١

eiurj . (١ .۴)



٩٧ CsGMY فرآيند با قيمت مدل بندي

به صورت را آن مي توان و بود خواهد مختلط عددي φ̂N(u) مقدار است. φX(u) واقعي مقدار از مونت کارلويي تقريب واقع در تخمين، اين
داد نمايش نيز زير

φ̂N(u) = a(u) + ib(u), (٢ .۴)

آن: در که

a(u) =
١
N

N∑
j=١

cos(urj), b(u) =
١
N

N∑
j=١

sin(urj). (٣ .۴)

مختلط اعداد با صريح محاسبات به آن که بدون کرد، محاسبه جداگانه را موهومي و حقيقي قسمت مي توان عددي، پياده سازي در نتيجه، در
گسسته نقاط از مجموعه اي در تجربي تابع تحليلي، و تجربي مشخصه تابع بين مقايسه انجام براي دارد، وجود که اي نکته اما باشد. نيازي
نقاط اين معمولاً دارد. برآوردگر عملکرد در کليدي نقش نقاط اين مناسب انتخاب بنابراين مي شود. محاسبه {u١, u٢, ..., uK} ⊂ R

مي شوند. انتخاب [−۵٠, ۵٠] مثال براي صفر حول متقارن بازه اي از يکنواخت به صورت
از استفاده با و نرمال سازي فرض با بنابراين است بيان قابل بسته به صورت ∆t زماني بازده در تحليلي مشخصه تابع ،CGMY فرآيند براي

است محاسبه قابل زير به صورت u نقطه هر در تحليلي مشخصه تابع مقدار تحليلي، فرم

φCGMY (u; θ) = exp
{
∆t ·

[
CΓ(−Y )

(
(M − iu)Y −MY + (G+ iu)Y −GY

)]}
, (۴ .۴)

تابع مقدار ،θ پارامتري بردار تخمين براي بنابراين مي باشد. CGMY مدل پارامترهاي حاوي θ = [C,G,M, Y ] بردار آن در که
وزن دار مربعات زيان تابع کردن کمينه با و مي کنيم محاسبه uk نقطه هر در را تحليلي و تجربي مشخصه

L(θ) =
K∑
k=١

wk (φ̂N (uk)− φCGMY (uk; θ))
٢ , (۵ .۴)

مدل پارامترهاي مي باشد، wk مربوطه وزن همراه به uk نقطه هر در تحليلي و تجربي مشخصه تابع اختلافات مربع جمع صورت به که
مي زنيم. تخمين را CGMY

مارکفي دستگاه پارامترهاي تخمين دوم- مرحله
M ،G ،C پارامترهاي مرحله، اين در است. مارکفي دستگاه پارامترهاي تخمين بعدي گام ،CGMY فرآيند پارامترهاي موفق برآورد از پس
بردار برآورد هدف، بنابراين مي شوند. گرفته نظر در معلوم ورودي داده به عنوان شدند، زده تخمين مشخصه تابع طريق از اول مرحله در که Y و

مي شود زير مؤلفه هاي شامل که است مارکفي پارامترهاي

θMarkov = {λp, λn, α٠p(٠), α٠n(٠), Yp(٠), Yn(٠), cp, dp, ep, bp, cn, dn, en, bn} . (۶ .۴)

شبيه سازي شده زماني سري تا مي شود سازي شبيه مارکفي آزاد پارامترهاي معينCGMYو پارامترهاي با يافته فرآيندCGMYتعميم رو اين از
مربعات زيان تابع کردن کمينه با سپس، گردد. توليد Si(θ)

M (θMarkov) =
N∑
i=١

(
logSobs

i − logSi (θMarkov)
)٢
, (٧ .۴)

تخمين را مارکفي پارامتر بردار مي باشد، ti زمان در مدل خروجي مقدار Si(θMarkov) و ti زمان در مشاهده شده واقعي قيمت Sobs
i که

scipy.optimize کتابخانه  در L-BFGS-Bبهينه سازي روش هاي از پارامترها، مقدار بهترين يافتن و زيان تابع بهينه سازي به منظور مي زنيم .
اجرا بار چندين تصادفي اوليه مقداردهي با را فوق بهينه سازي سراسري، کمينه به همگرايي احتمال افزايش براي مي کنيم. استفاده پايتون

مي کنيم.

CsGMY مسيرهاي شبيه سازي ٢ .۴
.٢٠ بزرگ پرش هاي تخمين روش و ١٩ سريع فوريه تبديل از: عبارت اند توجه قابل روش دو شبيه سازي، براي

Fast Fourier transform (FFT)١٩

Large jump approximation٢٠
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احتمال چگالي تابع معکوس، فوريه تبديل از استفاده با سپس و شده محاسبه CGMY مشخصه تابع ابتدا سريع، فوريه تبديل روش در
محاسبه دليل به و دارد کاربرد CGMY فرآيند مسيرهاي سريع شبيه سازي براي به ويژه رويکرد اين مي آيد. به دست فرآيند اين مسيرهاي
نمونه گيري براي آن از چگالي، تابع محاسبه از پس روش، اين در دارد. بزرگ پرش هاي روش به نسبت کمتري اجراي زمان فوريه، تبديل سريع
انتخاب به نياز بالاتر دقت براي که است FFT پارامترهاي دقيق تنظيم روش، اين چالش هاي از يکي اما مي شود. استفاده تصادفي مسيرهاي

مي کنيم. انتخاب را بزرگ پرش هاي تخمين روش بنابراين دارد، dt زماني گام و شبکه براي مناسب اندازه هاي
توزيع هاي از استفاده با پرش ها اين مي شوند. شبيه سازي ϵ مانند خاص آستانه اي از بزرگ تر پرش هاي ابتدا بزرگ، پرش هاي تخمين روش در
در پرش ها تعداد آن در که مي شود استفاده مرکب پواسون فرآيند يک از چارچوب اين در کلي، به طور مي شوند. توليد M و G نرخ هاي با نمايي
شبيه سازي و پواسون فرآيندهاي از استفاده دليل به روش اين مي شود. تعيين مدل پارامترهاي اساس بر و تصادفي به طور dt زماني گام يک
بالاتر شبيه سازي دقت باشد، کوچک تر آن مقدار هرچه و دارد بستگي ϵ پارامتر به شبيه سازي سرعت روش، اين در است. کارآمد بسيار ساده،

بود. خواهد
را CGMY فرآيند سپس مي کنيم. افراز مساوي بافواصل گام N به را [٠, T ] زماني XCsGMYبازه ي

t فرآيند ديناميکي رفتار بررسي براي
انتگرال گيري طريق از منفي و مثبت پرش هاي نرخ که است اين گام اين در مهم نکته مي کنيم. شبيه سازي بزرگ پرش هاي روش از استفاده با
نمايي توزيع از رد و پذيرش روش با آن ها مقادير و پواسون توزيع از پرش ها تعداد زماني، گام هر در و مي شود محاسبه پرش ها چگالي از عددي
فرآيند ها اين نمونه اي مسيرهاي ميانگين و مسيرها ،CsGMY و CGMY فرآيند هاي تغييرات نحوه مقايسه راستاي در مي شوند. انتخاب

مي دهيم. نمايش ٢ و ١ شکل هاي در ترتيب به را

CGMY فرآيند نمونه اي مسيرهاي ميانگين و مسير ها :١ شکل

با سپس ميکنيم. شبيه سازي زماني سازي گسسته رويکرد کمک به منفي و مثبت پرش هاي براي را (١۶ .٢) مارکفي دستگاه بعدي، گام در
تصحيح تابع هستند، مارکفي سيستم هاي شبيه سازي خروجي که YnL و YpL متغيرهاي و CGMY فرآيند از حاصل مسيرهاي از استفاده
اضافه اصلي مسير به لگاريتمي تعديل کننده اصطلاح يک قالب در را پرش ها از ناشي تلاطم تأثير تابع، اين مي شود. محاسبه مدل لگاريتمي
و مسيرها فوق، روش به توجه با مي شود. حاصل تصحيح تابع و CGMY فرآيند ترکيب نمايي سازي طريق از نيز فرآيند نهايي مسير مي کند.
هستند بلندتر پرش ها ساده، CGMY تصادفي فرآيند مسيرهاي در مي دهيم. نمايش ٢ شکل در CsGMYرا نمونه اي مسيرهاي ميانگين

است. مشاهده قابل ٣ شکل در که هستند هموارتر مسيرها و تعديل يافته تر پرش ها CsGMY فرآيند در اما

CsGMY با CGMY فرآيندهاي توزيع دم مقايسه ٣ .۴
مدلسازي براي واريانس و ميانگين مانند آماري شاخص هاي سهم، تصادفي قيمت مانند مالي، بازارهاي داده هاي غيرنرمال ماهيت به توجه با
حين توزيع دم هاي در قيمت گذاري مدل رفتار فراوان اهميت کنار در واقعيت اين به توجه نيستند. کافي زياد نوسان با اما نادر رويدادهاي
است. داده قرار توزيع ها اين انتهايي صدک هاي تحليل بر را پژوهشگران تمرکز مالي، مشتقات از وسيعي طيف پايه ي دارايي قيمت مدلسازي
مدلسازي در CsGMY فرآيند با CGMY فرآيند هاي ساختاري توانايي مقايسه به کارلو، مونت شبيه ساي از استفاده با بخش اين در
با CsGMY شده معرفي فرايند کارايي ارزيابي براي مي پردازيم. سهام مانند ريسکي دارايي قيمت گاه به گاه و زياد نوسان با حرکت هاي
با مي کنيم. استفاده N = ١٠٠٠ زماني گام هاي تعداد و ١٠, ٠٠٠ نمونه حجم با مونت کارلو شبيه سازي از CGMY کلاسيک فرايند



٩٩ CsGMY فرآيند با قيمت مدل بندي

CsGMY فرآيند اي نمونه مسيرهاي ميانگين و مسير ها :٢ شکل

CGMY فرآيند با CsGMY فرآيند مسير هاي مقايسه :٣ شکل

بصورت Rp نرخ معرفي

Rp =
Qp(CsGMY )

Qp(CGMY )
,

نمونه گيري شامل که استرپ بوت روش از استفاده با مي کنيم. مقايسه را فرايند دو توزيع هاي دم رفتار است pام صدک مقدار Qp آن در که
١ جدول مي کنيم. بررسي را آمده بدست نتايج بودن تصادفي عدم مي شود، فرآيند ها مسير هاي از شده توليد داده هاي جايگزيني و تصادفي

مي دهد. نشان CGMY فرآيند به نسبت را CsGMY فرايند درصد ٩٩٫٩ و درصد ٩٩٫۵ درصد، ٩٩ صدک هاي نسبت هاي

بوت استرپ اطمينان بازه هاي و انتهايي درصدک هاي مقايسه :١ جدول
اقتصادي تفسير بوت استرپ معيار انحراف بوت استرپ ميانگين مشاهده شده نسبت (p) صدک

نسبي ريسک در افزايش۴٫۶ ٠٫٠٠٣ ١٫٠۴۶ ١٫٠۴۶ (p = ٠٫٩٩)
نسبي ريسک در افزايش۶٫٧ ٠٫٠٠۵ ١٫٠۶٧ ١٫٠۶٧ (p = ٠٫٩٩۵)

نسبي ريسک در افزايش١٠٫١ ٠٫٠٠٨ ١٫١٠١ ١٫٠٩٨ (p = ٠٫٩٩٩)

مي کند. توليد CGMY فرآيند به نسبت را بزرگتري دم مقادير CsGMY فرآيند که است آن نشان دهنده واحد از بزرگتر نسبت هر
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فرآيند مي شود، مشاهده ۴ شکل در که همان طور است. مشهود CsGMY فرآيند در توزيع دم هاي زوال نرخ سرعت کاهش ۴ شکل در

CGMY و CsGMY فرايند هاي در توزيع دم هاي زوال نرخ مقايسه :۴ شکل

سنگين تر نشان دهنده ي پديده اين مي کند. توليد CGMY فرآيند به نسبت را بالاتري صدک هاي مقادير معنادار و مستمر CsGMYبطور
فرايند مسير هاي در کمتر بزرگاي و تعداد با اما شديد جهش هاي وقوع ديگر، عبارت به يا CsGMY فرايند در توزيع دنباله هاي بودن
تکرار ٢٠٠ با بوت استرپ روش از نيست، تصادفي مشاهده شده تفاوت اينکه از اطمينان براي است. CGMY فرآيند از بيشتر CsGMY
انحراف و است مشاهده شده نسبت هاي به نزديک بسيار بوت استرپ نسبت هاي ميانگين که مي دهد نشان ١ جدول نتايج مي کنيم. استفاده
ناديده بخش، اين در آمده بدست نتايج به توجه با است. نتايج سريع همگرايي و پايداري نشان دهنده ي (٠٫٠١ از (کمتر کوچک بسيار معيار
اين رفع با CsGMY فرآيند مي شود. اطمينان بالاي سطوح در ريسک کم برآوردي به منجر CGMY فرآيند در تصادفي سرعت گرفتن
احتمالي پرش هاي بزرگاي و تعداد در بيشتري تنوع اين بر علاوه و مي دهد ارائه بازار شديد ريزش هاي پتانسيل از واقع بينانه تري تصوير نقص،
پايه، دارايي قيمت توزيع دم رفتار به حساس اختيار هاي ويژه به غيرساده اختيار هاي قيمت گذاري براي بنابراين، مي گنجاند. مدل در را قيمت در
دارد. مدلسازي در توجهي قابل CsGMYبرتري فرايند ريسک، بالاي سطوح در ،VaR خطر معرض در سرمايه محاسبه و سرمايه مديريت

تصادفي تلاطم تلاطم وجود بررسي جهت ARCH آزمون ۴ .۴
ARCH آزمون از ساختاري، چنين وجود بررسي براي مي باشند. تصادفي تلاطم تلاطم داراي واقعي هاي داده شد، اشاره ابتدا از که همانطور
اين در باشد رگرسيون مدل يک از حاصل باقي مانده هاي εt اگر آماري، فرض آزمون اين بنابر مي کنيم. استفاده [١٨] توسط معرفي شده

زد تقريب زير صورت به رگرسيون طريق از مي توان را آن صورت

ε٢
t = α٠ + α١ε

٢
t−١ + α٢ε

٢
t−٢ + · · ·+ αqε

٢
t−q + ut, (٨ .۴)

مي کنيم تعريف زير صورت به را آزمون فرضيات بنابراين است. سفيد نوفه خطاي جمله ut و آزمون مرتبه q آن در که

H٠ : α١ = α٢ = · · · = αq = ٠,
H١ : ∃αi ̸= ٠,

٢٠١٨ زماني بازه در را S&P500 شاخص قيمت داده هاي تلاطم است. تصادفي تلاطم تلاطم اثر وجود عدم معادل صفر فرض پذيرش که
آماره از ادامه در باشد. مي تلاطم تلاطم نمايانگر اينجا در V ar(εt) واقع در مي کنيم. استفاده آزمون انجام براي آن از و محاسبه ٢٠٢٣ تا
فرض تحت است. فوق رگرسيون تعيين R٢ضريب و مشاهدات تعداد T آن در که مي کنيم استفاده LM = T ·R٢ لاگرانژ ضريب آزمون
از het_arch تابع از استفاده با را عمليات اين مي کند. پيروي ( LM ∼ χ٢(q) ) يعني q آزادي درجه با کاي دو توزيع از آماره اين صفر،

کرده ايم. ارائه ٢ جدول در را نتايج و پياده سازي پايتون نويسي برنامه زبان در statsmodels بسته ي



١٠١ CsGMY فرآيند با قيمت مدل بندي

آزمون نتايج :٢ جدول
p-value مقدار

٩−١٠ بازار واقعي داده هاي
٠٫٠٠٢ CsGMY فرآيند

٠٫٩ CGMY فرآيند

مي شود. رد تصادفي تلاطم تلاطم اثر وجود عدم يعني آزمون صفر فرض درصد، ۵ اطمينان سطح با به دست آمده p-value مقدار به توجه با
دارد. وجود CGMY مدل برخلاف CsGMY مدل و بازار در اثر اين که گرفت نتيجه مي توان بنابراين

آتي پيشنهادات و نتيجه گيري ۵

ويژگي هاي گرفتن نظر در با مالي دارايي هاي قيمت مدل سازي براي قدرتمند ابزار يک عنوان به تعميم يافته CGMY فرآيند مقاله، اين در
بپردازيم مدل پارامترهاي تخمين به توانستيم مرتبط، واقعي داده هاي بررسي و مدل اصلي پارامترهاي به توجه با شد. ارائه بازار تجربي داده هاي
ويژگي هاي توصيف در را CsGMY فرآيند آماري، آزمون هاي از حاصل نتايج دهيم. نشان قيمت ها رفتار تحليل در را آن اثربخشي و
پذيري انعطاف و مفروضات به توجه با کرد. اشاره تصادفي تلاطم تلاطم وجود به مي توان ويژگي ها اين از کرد. تأييد مالي بازارهاي پيچيده تر
ريسک مديريت و مالي مشتقات قيمت گذاري در مدل اين عملي تر کاربردهاي به آتي پژوهش هاي در مي شود پيشنهاد ،CsGMY فرآيند

شود. پرداخته
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Abstract: Some important features of the underlying asset price process paths have been overlooked in
classical derivative pricing models. In these models, three fundamental aspects of the stochastic move-
ment of price namely speed, scale, and degree of continuity are not distinguishable. These characteristics
are particularly inseparable in models where the source of randomness is defined by Brownian motion,
whereas these concepts are essential for a precise analysis of how asset prices move. To address this lim-
itation, we abandon the assumption of path continuity and instead use discontinuous approximations that
allow for the distinction between these three aspects. In this regard, we employ the generalized CGMY
process,CsGMY . In this process, the parameterC represents speed and is modeled stochastically. With
a new approach, we consider first-order variations as the driving force of the model, which enables the
modeling of stochastic volatility of volatility. Subsequently, we estimate the parameters of the proposed
model using a two-step procedure. In the first step, the parameters of the CGMY process are estimated
using its characteristic function. The second step involves estimating the parameters introduced during
the construction of the CsGMY process. After determining all parameters, we simulate sample paths of
the new process and compare them with those of the original CGMY process. We simulate the CsGMY
process using the large jump approximation method. In this approach, the arrival rate of large jumps is
modeled by a Poisson process, and the sizes of these jumps follow an exponential distribution. Finally,
using the ARCH test, we confirm the presence of stochastic volatility of volatility in historical price data
and the new process.

Keywords: CGMY Lévy process, stochastic volatility of volatility, stochastic speed.
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