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ناهمسان گرد بسوف فضاهاي روي اتساع عملگرهاي شناسايي

١ چشم آور جهانگير
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پور صنعت اميرحسين مسئول: دبير

١۴٠۵/٠٣/٢٢ پذيرش: تاريخ ١۴٠۴/٠٧/٠٣ دريافت: تاريخ

و مي شوند اعمال Ḃα
p,q(A) ناهمسان گرد بسوف فضاهاي روي که اتساع عملگرهاي ساختار مقاله، اين در چکيده:

گروه که مي دهيم نشان ابتدا مي گيرد. قرار بررسي مورد مرتبط اند، A ∈ GL(d,R) انبساطي ماتريس يک با
است. منطبق GL(d,R) در A مرکزساز با دقيقاً هستند، سازگار موجک -A سيستم با که اتساع ماتريس هاي
صورت به شده نرمال اتساع عملگر آن ها براي که مي کنيم مشخص را C ∈ GL(d,R) ماتريس هاي تمام سپس،
عملگر که مي دهيم نشان نهايت در باشد. کراندار Ḃα

p,q(A) فضاي DCf(x)روي = | detC|−١f(C−١x)

و A توسط توليدشده فرکانسي پوشش هاي اگر تنها و اگر مي کند ايجاد Ḃα
p,q(A) فضاي روي ايزومرفيسم يک DC

باشند. معادل تجزيه  فضاهاي مفهوم به AC := C−TACT يعني آن مزدوج شده ماتريس

موجک. -A نرم شبه موجک، انبساطي، ماتريس ناهمسان گرد، بسوف فضاي اتساع، عملگر کليدي: واژه هاي

46E35, 42B35, 42C40, 42C15 رياضي: ردهبندي

نمادها و مقدمه ١

مفاهيمي عنوان به مي شوند، Aتعريف ∈ GL(d,R) ٣ انبساطي ماتريس يک از استفاده با که Ḃα
p,q(A)

٢ ناهمسان گرد بسوف فضاهاي
[۴ ،٣] ٧ فارکاس و ۶ دينتلمن ،[۵] ۵ تريبل و ۴ اشمايسر توسط فضاها اين مي شوند. ظاهر سيگنال ها پردازش و هارمونيک آناليز در اساسي
اتساع ماتريس هاي شامل که يافتند توسيع ٢٠٠۵ سال در [١] ٨ بونيک توسط تابعي فضاهاي از کلاس اين سپس گرفته اند. قرار مطالعه مورد
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و مي دهند، تعميم جهت دار مقياس گذاري يک کردن وارد با را کلاسيک همسان گرد بسوف فضاهاي فضاها، اين مي باشد. نيز دلخواه انبساطي
ساختار ببينيد. را [۶ ،٢] مقالات مي کنند، فراهم توابع و داده ها در هندسي ناهمسان گردي هاي نمايش براي انعطاف پذير چارچوبي نتيجه در
Aماتريس توسط که انتقال ها و اتساع ها طريق از را بازسازي و تجزيه امکان که است موجک -A سيستم مفهوم اساس بر فضاها، اين اصلي
ايزومرفيسم يا پيوسته طور به که خطي تبديلات گروه بررسي کاربردها، همچنين و نظري بينش هاي براي .[٢] مي کند فراهم مي گيرد، انجام

زير صورت به اتساع عملگرهاي مطالعه خصوصا، دارد. بسزائي اهميت مي کنند، عمل ناهمسان گرد بسوف فضاهاي اين بر

DCf(x) := | detC|−١f(C−١x), C ∈ GL(d,R) , (١. ١)

مي کنند، ايجاد Ḃα
p,q(A) روي که کراندار خطي عملگرهاي و مي کنند حفظ را بسوف فضاي نرم که ماتريس هايي درباره را طبيعي اي سوالات

و کرده شناسايي است، مرتبط موجک -A سيستم با که را GL(d,R) از Dil(A) اتساع زيرگروه ابتدا مقاله، اين در مي سازد. مطرح
اين ببينيد). را ٢. ١ (گزارهء مي شوند جابجا A با که ماتريس هايي از مجموعه اي يعني است، A مرکزساز با برابر دقيقاً که مي دهيم نشان
تمام سپس، مي کند. روشن را داده شده مقياس  ماتريس با سازگار ناهمسان گرد هاي اتساع بر حاکم جبري محدوديت هاي ساختاري، نتيجهء
(گزارهء باشد کراندار Ḃα

p,q(A) ناهمسان گرد همگن بسوف فضاي بر آن ها DCبراي عملگر که مي کنيم مشخص Cرا اتساع ماتريس هاي
لازم شرايط و مرتبط اند، C ماتريس و A اتساع بين تعامل به کامل طور به ماتريس ها اين که مي دهد نشان رويکرد اين ببينيد). را ٢. ٣
معيار يک شده اند، اشاره [۶ ،٢] منابع در که ٩ تجزيه  فضاهاي چارچوب از استفاده با پايان، در مي کنند. فراهم را کرانداري براي کافي و
تنها و اگر مي کند ايجاد Ḃα

p,q(A) بر ايزومرفيسم يک DC عملگر ،α, p, q هر ازاي به که معني بدين مي کنيم، اثبات را ايزومرفيسمي
را ۴ .٢ (گزارهء باشد معادل AC := C−TACT مزدوج شده ماتريس توسط القاشده پوشش با A توسط القاشده ١٠ فرکانسي پوشش اگر
دربارهء جامعي ديدگاه و مي سازد برقرار را اتساع عملگرهاي تابعي-تحليلي رفتار و هندسي ويژگي هاي بين اساسي ارتباط نتيجه، اين ببينيد).
در فرکانسي فضاي هندسه و جبري ساختار بين بنيادي پيوندي نتيجه اين همچنين، مي کند. فراهم بسوف فضاهاي در ناهمسان گردي مقياس 
S(Rd) خصوصا، است. شده آورده [٢] منبع از مقاله اين تخصصي مفاهيم و نمادها همهء مي سازد. آشکار را ناهمسان گرد تابعي فضاهاي
است اين a � b از منظور همچنين، است. ١٢ شده ملايم توزيع هاي فضاي يعني آن، دوگان S ′(Rd) و ١١ شوارتس توابع فضاي نمايانگر

.A.b ≤ a ≤ B.b که به طوري دارند وجود B و A مثبت ثابت هاي يعني، ارزند، هم و مقايسه قابل ضربي ثابت هاي با b و a که

|λ| > ١ شرط داراي مختلط) (احتمالاً آن ويژه ء مقادير همهء اگر گويند، انبساطي ماتريس Aرا ∈ GL(d,R)ماتريس [٢] .١. ١ تعريف
باشند.

زير شرايط در اگر گويند موجک -A يک را ψ ∈ S(Rd) تابع باشد، انبساطي ماتريس يک A ∈ GL(d,R) اگر [٢] .١. ٢ تعريف
کند: صدق

supp(ψ̂) ⊂ [−١, ١]d \ {٠} ∑الف)
j∈Z

∣∣∣ψ̂((AT )−jξ)
∣∣∣ > ٠,∀ξ ∈ Rd \ {٠} ب)

دنباله هاي همهء شامل ℓqvα,A
(Z) دنباله اي فضاي باشد. ٠ < q ≤ ∞ و α ∈ R انبساطي، Aماتريسي کنيد فرض [٢] .١. ٣ تعريف

مي شود. مجهز آن طبيعي (شبه )نرم با فضا اين و (| det(A)|αjcj)j∈Z ∈ ℓq که طوري به است، (cj)j∈Z

است. شده استفاده [٢] منبع از فضاها اين ساختار خصوص در است. انبساطي ماتريس هاي بر مبتني ناهمسان گرد بسوف فضاهاي تعريف

ψ٠ گذر پائين مکمل با موجک -A يک ψ و انبساطي ماتريس يک A ،٠ < p, q ≤ ∞ ،α ∈ R کنيد فرض [٢] .۴ .١ تعريف
را همگن ناهمسان گرد بسوف (شبه )نرم f ∈ S ′(Rd) براي .ψj(x) := | det(A)|jψ(Ajx) کنيد: فرض j ∈ Z براي باشد.

مي کنيم: تعريف زير صورت به

‖f‖Ḃα
p,q(A) :=

∥∥∥∥(‖f ∗ ψj‖p
)
j∈Z

∥∥∥∥
ℓqvα,A

,

به طوري که: است f شده ملايم توزيع هاي تمام شامل Ḃα
p,q(A) فضاي است. Lp(Rd) فضاي (شبه )نرم معني به ‖ · ‖p اينجا در

‖f‖Ḃα
p,q(A) <∞
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کند: صدق زير شرايط در که است ρA : Rd → [٠,∞) بورل نگاشت همگن، -A شبه نرم يک [٢] .۵ .١ تعريف

ρA(x) = ٠ ⇐⇒ x = ٠ مبدأ): در فقط بودن (صفر الف)

ρA(Ax) = | det(A)|ρA(x) همگني): −A) ب)

: x, y ∈ Rd هر براي به طوري که باشد، داشته وجود C > ٠ ثابت مثلثي): (نامساوي ج)

ρA(x+ y) ≤ C (ρA(x) + ρA(y)) .

اصلي نتايج ٢

بگيريد: نظر در را زير مجموعهء

Dil(A) :=
{
C ∈ GL(d,R) : DC : Ḃα

p,q(A) → Ḃα
p,q(A) است α∀,ايزومرفيسم ∈ R, p, q ∈ (٠,∞]

}
.

تعريف زير به صورت را {ψj}j∈Z خانوادهء باشد. موجک -A يک ψ و انبساطي ماتريسي A ∈ GL(d,R) کنيد فرض .٢. ١ گزاره
مي کنيم:

ψj(x) := | detA|jψ(Ajx) ,

يعني: است، برابر A مرکزساز با دقيقاً و GL(d,R) از زيرگروه يک Dil(A) مجموعهء آنگاه

Dil(A) = Z(A) := {C ∈ GL(d,R) : AC = CA} .

C ∈ اگر .I ∈ Dil(A) بنابراين ،DIf = f چون است. GL(d,R) زيرگروه يک Dil(A) که مي دهيم نشان ابتدا اثبات.
آنگاه ،C١, C٢ ∈ Dil(A) اگر .C−١ ∈ Dil(A) بنابراين، است. DC−١ آن معکوس و ايزومرفيسم DC آنگاه ،Dil(A)

.Dil(A) ≤ GL(d,R) نتيجه در .C١C٢ ∈ Dil(A) بنابراين است، ايزومرفيسم يک نيز DC١C٢ = DC١ ◦DC٢

.C ∈ Z(A) يعني ،AC = CA اگر تنها و اگر C ∈ Dil(A) که مي کنيم ثابت مي پردازيم، قضيه اصلي بخش به اکنون
داريم: ،f ∈ S ′(Rd) براي .AC = CA يعني ،C ∈ Z(A) کنيد فرض

(DCf) ∗ ψj(x) =

∫
Rd

DCf(y)ψj(x− y) dy .

داريم: y = Cz ⇒ dy = | detC|dz متغير تغيير با

(DCf) ∗ ψj(x) =

∫
Rd

f(z)ψj(x− Cz) dz .

بنابراين
(DCf) ∗ ψj(x) = (f ∗ (ψj ◦ C))(C−١x) .

داريم: Lp نرم گرفتن با
‖(DCf) ∗ ψj‖Lp = | detC|

١
p
−١ · ‖f ∗ (ψj ◦ C)‖Lp ,

داريم: ،AC = CA که آنجا از

ψj ◦ C = | detA|jψ(AjC·) = | detA|jψ(CAj·) ,

بدين بيشتر، توضيح براي مي شوند. حفظ فرکانسي محلي سازي ويژگي هاي و است خطي تغيير شامل فقط ψj → ψj ◦C تبديل بنابراين
سازي محلي مورد (در نمي کند تغيير کلي به طور توابع اين رفتار مي کنيم، اعمال خاص توابع از مجموعه اي به Cرا خطي تبديل وقتي که معني
{ψj}j∈Z مجموعه ء واقع در مي شود. محدود دارند، بستگي C به که ثابت هايي و هم پوشاني در محدود تغييرات به تنها آن اثر و فرکانسي)
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وقتي شده اند. تنظيم A ساختار با خاص به طور ψj توابع خانوادهء که معني بدين است. سازگار A با که است ١٣ لي تل وود-پلي خانواده يک
ممکن تنها و دارد را ويژگي ها همان نيز مجموعه اين مي سازيم، را {ψj ◦ C}j∈Z مجموعه ء و مي کنيم اعمال توابع اين به را C تبديل
خطي تبديل وقتي نمي آيد). پيش زياد بسيار هم پوشاني هاي يا دقت در تغييرات (يعني باشد محدود مجموعه اين اعضاي بين هم پوشاني است
قرار تأثير تحت خطي تغيير يک به وسيله ء تابع اينکه جز به نمي کند، تغيير آن فرکانس هاي ،(ψj ◦ C (يعني مي کنيم اعمال ψj به را C
در دارد. را ψj رفتار همان ψj ◦ C ،C از ناشي خاص تغييرات يک با و فرکانسي سازي محلي نظر از که، است معني بدين اين مي گيرد.

نتيجه:
‖f ∗ (ψj ◦ C)‖Lp � ‖f ∗ ψj‖Lp .

نتيجه: در مي مانند. باقي تغيير بدون vα,A(j) = | detA|αj وزن هاي و شده حفظ اتساع ساختار ،AC = CA چون همچنين

‖DCf‖Ḃα
p,q(A) =

∥∥∥(vα,A(j)‖(DCf) ∗ ψj‖Lp)j

∥∥∥
ℓq

� | detC|
١
p
−١

∥∥∥(vα,A(j)‖f ∗ ψj‖Lp)j

∥∥∥
ℓq

= | detC|
١
p
−١‖f‖Ḃα

p,q(A) .

فرض اکنون .C ∈ Dil(A) ديگر عبارت به است، Ḃα
p,q(A) روي ايزومرفيسم يک DC بنابراين است، | detC|

١
p
−١ > ٠ چون

يعني ، C ∈ Dil(A) کنيد

DC : f 7→ | detC|−١f(C−١·) ,

مي کنيم. تعريف A′ := C−١AC به صورت را A′ ∈ GL(d,R) جديد ماتريس باشد. Ḃα
p,q(A) فضاي روي بر ايزومرفيسم يک

که کنيد توجه حال

DC ◦DA = DCAC−١ ◦DC = DA′ ◦DC ,

نتيجه: در C ∈ Dil(A) که آنجا از مي شود. تبديل A′ عملگر به C با مزدوج سازي تحت A عملگر که مي کند بيان اين

DC : Ḃα
p,q(A) → Ḃα

p,q(A)

داريم: همچنين اما است، ايزومرفيسم يک

DC ◦DAj = D(CAC−١)j ◦DC = D(A′)j ◦DC ,

نتيجه در و مي شود، مزدوج DC تحت DAj با ترکيب بنابراين

DC : Ḃα
p,q(A) −→ Ḃα

p,q(A
′)

داريم: f ∈ S ′(Rd) تابع هر براي دقيق تر، طور به واقع در است. ايزومرفيسم يک

DCf ∈ Ḃα
p,q(A

′) ⇐⇒ f ∈ Ḃα
p,q(A) .

انتقال پذيري از استفاده با بنابراين، است. ايزومرفيسم يک DC : Ḃα
p,q(A) → Ḃα

p,q(A) داريم قبل از اما

Ḃα
p,q(A) = Ḃα

p,q(A
′), ∀α, p, q . (٢. ١)

اگر است)، آمده [٢] منبع در که (همان گونه ناهمسان گرد همگنِ بسوف فضاهاي رده بندي نظريه ء از استفاده با همچنين،

Ḃα
p,q(A) = Ḃα

p,q(B), ∀α ∈ R, ١ ≤ p, q ≤ ∞ ,

از هستند، انبساطي A′ = C−١AC و A ماتريس دو هر که آنجا از .A = B آنگاه باشند، انبساطي دو هر A,B ماتريس هاي و
که گيريم مي نتيجه (٢. ١) فرمول

A = A′ = C−١AC ⇒ AC = CA ,

.C ∈ Z(A) بنابراين و
13Littlewood-Paley
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تعيين را شرايطي و مي پردازيم Ḃα
p,q(A) ناهمسان گرد بسوف فضاهاي روي DC اتساع عملگر دقيق تحليل به بعدي، گزارهء در

داريم: را زير نکتهء چند ابتدا مي ماند. باقي کراندار خطي عملگر يک عملگر اين آن تحت که مي کنيم

عملاً شرط اين است. قوي بسيار شرطي مي کند، حفظ α, p, q همهء براي را Ḃα
p,q(A) فضاهاي DC اين که الف) .٢. ٢ ملاحظه

Aجابجايي پذير Cبا که مي افتد زماني فقط اتفاق اين Cناورداست. تبديلات تحت کامل به طور فرکانسي تجزيهء ساختار که مي گويد
.AC = CA يعني باشد،

پوشش هاي نظريه ء طريق (به تابعي فضاهاي هندسه ي و ماتريسي) گروه در (مرکزسازها جبري ساختار بين عميقي تعامل نتيجه، اين ب)
مي دهد. نشان را تجزيه) فضاهاي و فرکانسي

ممکن باشد، برقرار خاصي پارامترهاي براي فقط اگر است. حياتي (α, p, q همه ي (يعني پارامترها همه ء براي فضاها برابري شرط ج)
باشند. متفاوت A′ و A است

فضاهاي روي کراندار عملگري DCبه صورت آن ها براي که بيابيم Cرا ∈ GL(d,R) ماتريس هاي تمام که است اين هدف اکنون
.‖DCf‖Ḃα

p,q(A) ≤M‖f‖Ḃα
p,q(A) يعني، کند. عمل Ḃα

p,q(A)

باشد. ثابت α ∈ R و ٠ < p, q ≤ ∞ موجک، -A يک ψ انبساطي، ماتريس يک A ∈ GL(d,R) کنيد فرض .٢. ٣ گزاره
خطي عملگر يک DC آن ها براي که C ماتريس هاي مجموعهء آنگاه بگيريد. نظر در C ∈ GL(d,R) براي را DC اتساع عملگر
عملگرهاي ديگر، عبارت به است. {A−m : m ∈ Z} شکل به A−١ توان هاي مجموعهء مي کند، تعريف Ḃα

p,q(A) روي کران دار
باشد. A−m شکل به C که طوري به باشد داشته وجود m صحيح عدد اگر تنها و اگر هستند کران دار Ḃα

p,q(A) روي DC

داشته وجود π : Z → Z يک به يک نگاشت يک اگر تنها و اگر است کران دار Ḃα
p,q(A) روي DC عملگر که مي دهيم نشان اثبات.

که: به گونه اي باشد
(A∗)−j(C−١)∗ = (A∗)−π(j) ,

داريم: شروع، براي کنند. تعريف را معادل ℓq وزني نرم هاي vα,A ◦ π−١ و vα,A دنباله اي وزن هاي و

(DCf)(x) = | detC|−١f(C−١x) .

بنابراين،

(DCf) ∗ ψj(x) =

∫
Rd

(DCf)(y)ψj(x− y) dy =

∫
Rd

| detC|−١f(C−١y)ψj(x− y) dy .

داريم: نتيجه در .dy = | detC|dz ،z = C−١y متغير تغيير با

(DCf) ∗ ψj(x) =

∫
Rd

f(z)ψj(x− Cz) dz = (f ∗ ψ̃j)(C
−١x) ,

نتيجه: در مي کند، صدق ‖g ◦ C−١‖p = | detC|١/p‖g‖p رابطه در Lp نرم که آنجا از . ψ̃j(z) := ψj(Cz) آن در که

‖(DCf) ∗ ψj‖p = ‖(f ∗ ψ̃j)(C
−١·)‖p = | detC|١/p‖f ∗ ψ̃j‖p .

داريم: ، ψj(x) = | detA|jψ(Ajx) فوريه تبديل براي

ψ̂j(ξ) = ψ̂
(
(A∗)−jξ

)
.

داريم: ، ψ̃j(z) = ψj(Cz) که آنجا از

̂̃ψj(ξ) =

∫
Rd

e−iz·ξψj(Cz) dz = | detC|−١
∫
Rd

e−iC−١y·ξψj(y) dy ,

بنابراين: C−١y · ξ = y · (C−١)∗ξ اما

̂̃ψj(ξ) = | detC|−١ψ̂j

(
(C−١)∗ξ

)
= | detC|−١ψ̂

(
(A∗)−j(C−١)∗ξ

)
.
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درنتيجه:
supp(̂̃ψj) ⊆ {ξ : (A∗)−j(C−١)∗ξ ∈ supp(ψ̂)} .

است: زير صورت به ψ̂k تکيه گاه
supp(ψ̂k) = (A∗)k(supp(ψ̂)) .

به گونه اي باشد داشته وجود π : Z → Z يک به يک نگاشت يک يعني باشند، يکسان بايد تکيه گاه ها کند، رفتار ψπ(j) مانند ψ̃j اينکه براي
که:

supp(̂̃ψj) = supp(ψ̂π(j)) .

داريم: جايگذاري با
(A∗)−j(C−١)∗supp(ψ̂) = (A∗)−π(j)supp(ψ̂) .

بنابراين: است. برقرار تکيه گاه روي (A∗)−j(C−١)∗ = (A∗)−π(j) است، ثابت supp(ψ̂) که اين به توجه با

(C−١)∗ = (A∗)j−π(j) .

m با برابر مثلاً ثابت، j 7→ j − π(j) نگاشت که است ممکن صورتي در تنها اين است، مستقل j از معادله اين چپ سمت که آنجا از
محاسبه را DCf نرم بسوف اکنون .C∗ = (A∗)−m معادل، طور به .(C−١)∗ = (A∗)m و π(j) = jm بنابراين باشد.

مي کنيم:
‖DCf‖Ḃα

p,q(A) =
∥∥∥(‖(DCf) ∗ ψj‖p)j∈Z

∥∥∥
ℓqvα,A

.

داريم: ، Lp نرم معادله و بالا محاسبات از

‖(DCf) ∗ ψj‖p = | detC|١/p‖f ∗ ψ̃j‖p = | detC|١/p‖f ∗ ψπ(j)‖p .

داريم: i = π(j) انديس تغيير با

‖DCf‖Ḃα
p,q(A) = | detC|١/p

∥∥(‖f ∗ ψi‖p)i∈Z
∥∥
ℓq
vα,A◦π−١

.

بنابراين: ، vα,A(j) = | detA|αj که مي آوريم ياد به اکنون

(vα,A ◦ π−١)(i) = | detA|απ−١(i) .

يعني باشند، داشته تفاوت کران دار عامل يک با وزن ها اگر فقط و اگر است برقرار ‖ · ‖ℓqvα,A
≈ ‖ · ‖ℓq

vα,A◦π−١
نرم ها بودن معادل

که: به گونه اي باشند داشته وجود c, C > ٠ ثابت هاي

c ≤ vα,A(j)

vα,A(π(j))
= | detA|α(j−π(j)) ≤ C, ∀j .

نهايت، در هستند. معادل نرم ها بنابراين است، ثابت مقداري که است | detA|αm برابر نسبت اين ،π(j) = j −m که آنجا از
ماتريس هاي تمام مجموعهء بنابراين، .C = (A−١)m = A−m يعني اين ،C∗ = (A∗)−m اگر تنها و اگر است کران دار DC

است: زير صورت به اين چنيني
Powers(A−١) := {A−m : m ∈ Z} .

و بررسي تجزيه فضاهاي ديدگاه از را ناهمسان گرد بسوف فضاهاي روي اتساع عملگرهاي مورد در اصلي ادعاي بخش، اين پايان در
اگر است (p, q, α) پارامترها همه ء براي Ḃα

p,q(A) فضاهاي روي ايزومرفيسم يک DC اتساع عملگر که مي دهيم نشان مي کنيم. اثبات
باشند: معادل تجزيه، فضاي در زير فرکانسي هاي پوشش  اگر فقط و

QA = {AjQ٠}j∈Z, QAC
= {Aj

CQ٠}j∈Z , (٢. ٢)

.AC := C−TACT اينجا در که
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به صورت را AC ماتريس باشد. دلخواه C ∈ GL(d,R) و انبساطي ماتريس يک A ∈ GL(d,R) کنيد فرض .۴ .٢ گزاره
را فرکانسي پوشش هاي باشد. ثابت و کراندار باز مجموعه يک Q٠ ⊂ Rd \ {٠} کنيد فرض مي کنيم. تعريف AC := C−TACT

مي کنيم: تعريف زير به صورت

QA := {AjQ٠ : j ∈ Z}, QAC
:= {Aj

CQ٠ : j ∈ Z} .

همومرفيسم يک α ∈ R, ٠ < p, q ≤ ∞ پارامترهاي همهء DCf(x)براي := Ḃα
p,q(A) → Ḃα

p,q(A) اتساع عملگر آنگاه
باشند. معادل تجزيه فضاي معناي به QAC

و QA پوشش هاي اگر فقط و اگر است

مي کند: صدق زير رابطهء در ،DC اتساع عملگر فوريه تبديل .f ∈ S ′(Rd) کنيد فرض اثبات.

D̂Cf(ξ) = f̂(CT ξ) . (٢. ٣)

مي شود: نتيجه زير بصورت فوريه انتگرال در متغير تغيير از ∫که
Rd

f(C−١x)e−٢πix·ξ dx =

∫
Rd

f(y)e−٢πiCy·ξ| detC|−١ dy = f̂(CT ξ) .

(BAPU) ١۴ واحد کراندار و قبول قابل افراز يک {φj}j∈Z کنيد فرض مي شود. تعريف فرکانس حوزهء در محلي سازي طريق از بسوف نرم
، φj ∈ C∞

c (Rd \ {٠}) هر براي يعني باشد. QA پوشش با متناسب

supp(φj) ⊂ AjQ٠,
∑
j

φj(ξ) = ١, ∀ξ ∈ Rd \ {٠} .

بود: خواهد زير به صورت f ∈ S ′(Rd) بسوف نرم آنگاه کنيد. مراجعه [٢] به (BAPU) مفهوم بيشتر جزئيات براي

‖f‖Ḃα
p,q(A) :=

∥∥∥∥(‖F−١(φj f̂)‖Lp

)
j∈Z

∥∥∥∥
ℓqvα,A

.

داريم: (٢. ٣) رابطهء از استفاده با
φj(ξ)D̂Cf(ξ) = φj(ξ)f̂(C

T ξ) .

که: به طوري مي کنيم تعريف را ψj(η) := φj((C
T )−١η جديد تابع حال

φj(ξ)f̂(C
T ξ) = ψj(η)f̂(η) ,

داريم: بنابراين، .η = CT ξ آن در که

F−١(φjD̂Cf) = F−١(ψj f̂) = f ∗ ψ̌j,

نتيجه: در و است، ψj معکوس فوريهء تبديل ψ̌j آن در که

‖DCf‖Ḃα
p,q(A) =

∥∥∥(‖f ∗ ψ̌j‖Lp

)
j

∥∥∥
ℓqvα,A

.

است: زير به صورت ψj هر تکيه گاه ساختار، از استفاده با

supp(ψj) = CT · supp(φj) ⊆ CTAjQj = CTAjQ٠ .

است: شده منتقل زير مجموعه هاي به تکيه گاه که معناست بدان اين

Q٠ = (CTA(CT )−١)j · CTQ٠ = (AC)
j ·Q′

٠ ,

14bounded admissible partition of unity
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.AC := C−TACT و Q′
٠ := CTQ٠ آن در که

نتيجهء يک اکنون QACاست.
دقيقاً که است Q′ := {(AC)

jQ′
٠ : j ∈ Z} DCfبه صورت با مرتبط جديد پوشش بنابراين،

Q = {Qj}, P = {Pj}پوشش دو اگر کنيد): مراجعه [۶ ،٢] به بيشتر جزئيات (براي مي آوريم به ياد را تجزيه فضاهاي نظريه از کليدي
کنند: صدق زير شرط در

∃L > ٠ : ∀j, ∃k با Qj ⊂ Pk و #{j : Qj ∩ Pk 6= ∅} ≤ L ,

داشته وجود T وارون پذير خطي تبديل يک اگر بعلاوه، هستند. يکسان معادل نرم هاي با P و Q به نسبت ساخته شده تجزيهء فضاهاي آنگاه
بنابراين: .P ∼ Q آنگاه ،P = TQ := {TQj} به طوريکه باشد

QAC
= {(AC)

jQ٠}, Q′ = {(AC)
jQ′

٠} ,

نتيجه: در ، Q٠ ⊂ Rd \ {٠} و هستند مرتبط خطي دوسويي تبديل يک با Q′
٠ و Q٠ که آنجا از .Q′

٠ = CTQ٠ آن در که

QAC
∼ Q′ ∼ QA ⇐⇒ باشند برابر مربوطه تجزيهء فضاهاي .

تابع و هموار نيز {ψj} تبديل شده BAPU و مي شوند تعيين BAPU و فرکانسي پوشش توسط تجزيه فضاي نرم هاي که آنجا از
داريم: است، QAC

‖DCf‖Ḃα
p,q(A) � ‖f‖Ḃα

p,q(A) ,

همومرفيسم يک (p, q, α) هر DCبراي بنابراين .QA ∼ QAC
يعني باشند، معادل QAC

و QA فرکانسي پوشش هاي اگر تنها و اگر
است. Ḃα

p,q(A) روي

پوشش آيا که کنيم بررسي کافيست نمي دهد، تغيير را Ḃα
p,q(A) فضاي ساختار DC اتساع عملگر آيا اين که بررسي براي کاربرد، در

منتقل تابعي فضاي کلي فرکانسي ساختار سطح به توابع، دقيق تحليل به جاي بررسي اين نه. يا هستند معادل QAC و QA فرکانسي هاي
مي شود.

نتيجه گيري ٣
براي کافي و لازم شرط همچنين گرديد، مشخص کراندارند، بسوف فضاهاي روي اتساع هاي عملگر آنها براي که ماتريس هايي مقاله، اين در
مفهوم به آن شده مزدوج و متناظر انبساطي ماتريس توسط شده توليد فرکانسي پوشش هاي برحسب عملگرهايي چنين بودن ايزومرفيسم

آمد. بدست تجزيه فضاهاي
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Abstract: In this paper, we investigate the structure of dilation operators acting on anisotropic homo-
geneous Besov spaces Ḃα

p,q(A) associated with an expansive matrix A ∈ GL(d,R). We first establish
that the group of dilation matrices compatible with the A-wavelet system coincides with the centralizer
of A in GL(d,R). We then characterize all matrices C ∈ GL(d,R) for which the normalized dilation
operatorDCf(x) = | detC|−1f(C−1x) is bounded on Ḃα

p,q(A). Finally, we show thatDC induces an
isomorphism on Ḃα

p,q(A) for all parameters (α, p, q) if and only if the frequency coverings generated by
A and by the conjugated matrix AC := C−TACT are equivalent in the sense of decomposition spaces.
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