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H ∈ (١
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١٢۵ چندبعدي کسري براونی حرکت بر مبتنی کسري تصادفی انتگرال-دیفرانسیل معادلات از دسته اي حل

مقدمه ١
روابط از گسترده اي طیف معادلات این می شود. انجام تابعی معادلات کمک به زیستی و مهندسی فیزیکی، پدیده هاي از بسیاري مدل سازي
دیفرانسیل معادلات و انتگرال-دیفرانسیل معادلات انتگرال، معادلات جزئی، دیفرانسیل معادلات معمولی، دیفرانسیل معادلات ازجمله ریاضی
کارآمد و دقیق عددي روش هاي توسعۀ نیست، امکان پذیر معادلات این تحلیلی حل موارد از بسیاري در ازآنجاکه می شوند. شامل را کسري
،[٣١ ،٢٧ ،٣] موجک روش ،[۶] لرِچ ماتریس هم مکانی روش نظیر متنوعی روش هاي زمینه، این در است. بوده پژوهشگران توجه مورد همواره
محاسبات توسعۀ و تصادفی مدل سازي گسترش با اخیر، دهه هاي در شده اند. ارائه [٢ ،١] گالرکین روش و [٣۶] پنجم مرتبۀ بی اسپلاین روش
تصادفی پدیده هاي توصیف براي مؤثر ابزاري معادلات این است. شده معطوف تصادفی معادلات به تعینی معادلات از پژوهشگران توجه عددي،
به توجه با هستند. [٣٣] اقتصاد و [٢۶ ،٧] مالی ریاضی ،[١٨] زیست شناسی ،[١٢] مهندسی ،[٨] فیزیک همچون مختلفی حوزه هاي در
،[٣۵] هم مکانی روش هاي ازجمله است؛ یافته توسعه آن ها پاسخ تقریب براي متعددي عددي روش هاي معادلات، این تحلیلی حل دشواري
بی اسپلاین روش ،[٢١] اویلر چندجمله اي هاي ،[٣٠] جینوچی عملیاتی ماتریس ،[٢٩] لوکاس عملیاتی ماتریس ،[١٧] عملیاتی ماتریس هاي
داراي پدیده هاي مدل سازي در توانایی به دلیل کسري تصادفی معادلات اخیراً، .[١۵] کلاهی توابع بر مبتنی روش هاي و [٣٢] پنجم مرتبۀ
معادلات این تحلیلی حل گرفته اند. قرار توجه مورد کاپوتو، نوع از کسري مشتق هاي حضور در به ویژه غیرمحلی، رفتارهاي و حافظۀ بلندمدت
توابع بر مبتنی روش ،[٩] اویلر روش نمونه، براي کرده اند. پیشنهاد را گوناگونی عددي رویکردهاي محققان ازاین رو، نیست؛ امکان پذیر معمولاً

هستند. متداول روش هاي ازجمله [١۶] متناهی تفاضلات روش و [٢٠] مکعبی بی اسپلاین
با تصادفی ایتو-ولتراي انتگرال معادلات حل براي عددي روشی اصلاح شده، کلاهی توابع از بهره گیري با [٢٣] همکاران و مؤمن زاده
است. برخوردار بالاتري دقت از پالس بلاك توابع بر مبتنی روش هاي با مقایسه در روش این که دادند نشان و کردند ارائه تصادفی چندجمله
O(h٣) همگرایی مرتبۀ به دوبعدي تصادفی ولترا-فردهلم انتگرال معادلات حل براي توابع نوع همین از استفاده با نیز [٢٢] صمدیار و میرزایی
گزارش مشابه دقت با نتایجی غیرخطی، تصادفی ایتو-ولتراي انتگرال معادلات بررسی در [٢٨] بصیرت و شریفی راستا، همین در یافتند. دست
ایتو-ولتراي انتگرال معادلات کلاهی، توابع بر مبتنی تصادفی انتگرال عملیاتی ماتریس از استفاده با [١۴] همکاران و هاشمی همچنین، کردند.
اصلاح شده نوع به کارگیري با [٢۴] همکاران و مؤمن زاده روند این ادامۀ در یافتند. دست O(h٢) مرتبۀ به و کرده تحلیل را خطی تصادفی
دادند. قرار مطالعه مورد را تصادفی جمله چند با تصادفی ایتو-ولتراي انتگرال معادلات عملیاتی، ماتریس قالب در کلاهی توابع بهبودیافتۀ و
دقت نظر از و است O(h۴) و O(h٣) به ترتیب پایه اي تابع نوع دو این از استفاده با پیشنهادي روش خطاي مرتبۀ که داد نشان آن ها نتایج

دارد. برتري پالس بلاك و معمولی کلاهی توابع بر مبتنی روش هاي بر کارایی، و
می دهند، ارائه دقیق تري نتایج کلاهی پایه اي توابع سایر با مقایسه در و برخوردارند بالایی همگرایی و دقت از مکعبی کلاهی توابع اگرچه
و سنگین تر عددي عملیات نیازمند خود، مکعبی ساختار به دلیل توابع این است. همراه بیشتري محاسباتی پیچیدگی با آن ها به کارگیري اما
یا پیچیده مرزهاي داراي مسائل در به ویژه آن ها، در مرزي شرایط اعمال همچنین هستند. داده ها پردازش و ذخیره براي بیشتري حافظۀ
ساختار و O(h۴) مرتبۀ همگرایی گره اي، نقاط در هموار رفتار بالا، دقت چالش ها، این وجود با است. ساده تر روش هاي از دشوارتر نامتقارن،
با تصادفی معادلات عددي حل براي اعتماد قابل و مؤثر گزینه هاي از یکی همچنان مکعبی کلاهی توابع می شود موجب ماتریسی منظم
و پایداري افزایش در بسزایی نقش مناسب پایه ا ي توابع انتخاب کلی، به طور باشند. بلندمدت حافظۀ داراي پدیده هاي و پیچیده ساختارهاي
شده استفاده مکعبی کلاهی توابع از بهتر، همگرایی و بالاتر دقت به دستیابی براي حاضر پژوهش در ازاین رو، دارد. عددي روش هاي دقت

است.
کسري تصادفی انتگرال-دیفرانسیل معادلات حل براي مکعبی کلاهی توابع بر مبتنی جدید عددي روش ارائۀ پژوهش، این اصلی هدف
بیان زیر به شکل بررسی مورد معادلۀ می شوند. هدایت H ∈

(١
٢ , ١
) هرست پارامتر با چندبعدي کسري براونی حرکت توسط که است

می شود:
(١. ١)

C
٠ D

α
t x(t) = f (t, x(t)) +

r∑
i=١

gi (t, x(t)) Ḃ
Hi
i (t) +

∫ t

٠
k (t, τ, x(τ)) dτ, t ∈ [٠, T ],

x(٠) = x٠,

مرتبۀ از کاپوتو کسري مشتق C
٠ D

α
t است، (Ω,F ,P) کامل احتمال فضاي روي تعریف شده تصادفی فرآیند یک x(t) آن در که

حقیقی توابع giها و f ، k ، توابع است. ١
٢ < Hi < ١ هرست پارامتر با کسري سفید نویز ḂHi

i (t) و می دهد نشان را ٠ < α ≤ ١
مکعبی کلاهی توابع محاسباتی و تحلیلی خواص از فوق، معادلۀ حل براي است. غیرتصادفی ثابت اولیۀ مقدار x٠ هستند. معلوم و پیوسته

می شود. استفاده
توابع ویژگی هاي و کسري حسابان کسري، براونی حرکت دربارة مقدماتی ٢ بخش در است: شده تنظیم زیر به صورت مقاله ساختار
براي پیشنهادي عددي روش معرفی به ۴ بخش می گردد. معرفی کسري انتگرال عملیاتی ماتریس ،٣ بخش در می شود. ارائه مکعبی کلاهی
آورده روش کارایی ارزیابی براي عددي مثال هاي ۶ بخش در و می شود ارائه روش خطاي تحلیل ۵ بخش در دارد. اختصاص (١. ١) معادلۀ

می شود. مطرح ٧ بخش در جمع بندي و نتایج نهایتاً، است. شده
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اساسی مفاهیم ٢
می شوند. معرفی مکعبی کلاهی توابع خواص و کسري حسابان در اولیه مفاهیم برخی کسري، براونی حرکت مختصر به صورت بخش، این در
حرکت نمو هاي کلاسیک براونی حرکت برخلاف است. براونی حرکت فرآیند از تعمیمی کسري براونی حرکت فرآیند احتمال نظریۀ در

نیستند. مستقل لزوماً کسري براونی
داد: نمایش زیر به صورت می توان را کسري براونی حرکت باشد. کلاسیک براونی حرکت یک B(t) کنید فرض .([١٠]) .٢. ١ تعریف

BH(t) =
١

Γ
(
H + ١

٢

) [∫ ٠

−∞

[
(t− s)H− ١

٢ − (−s)H− ١
٢

]
dB(s) +

∫ t

٠
(t− s)H− ١

٢dB(s)

]
,

می شود: تعریف زیر به صورت و است گاما تابع Γ آن در که

Γ(z) =

∫ ∞

٠
tz−١e−tdt.

داشت. خواهیم را کلاسیک نوع از براونی حرکت  H = ١
٢ به ازاي و می شود نامیده هرست پارامتر H ∈ (٠, ١)

:[١٣] است زیر ویژگی هاي داراي کسري براونی حرکت
است: زیر همبستگی تابع و صفر میانگین با پیوسته گاوسی فرآیند یک کسري براونی حرکت •

Cov
(
BH(s), BH(t)

)
=

١
٢
(
s٢H + t٢H − |t− s|٢H) .

.E(BH(t)) = و٠ BH(٠) = ٠ ،t ≥ ٠ همۀ براي •
است. همگن نموهاي داراي BH(t) •

.E|BH(t)−BH(s)|٢ = |t− s|٢H •

است. پیوسته مسیرهاي داراي BH(t) •

می کنند: صدق زیر خواص در و شده  تعریف [η, η′]× Ω روي بر که هستند q توابع از اي دسته ν[η, η′] توابع .([١١]) .٢. ٢ تعریف
است. اندازه پذیر β ×F تابع یک q الف)

است. سازگار {Ft}t≥٠ فیلتر با q تابع ب)

.∫ η′

η

∫ s

η
E [q٢(s)] |s− t| dtds ≤ ∞ ، s, t ∈ [η × η′] ازاي به ج)

آنگاه ، ١
٢ < H < ١ اگر .([۵]) .٢. ٣ لم

E

[(∫ t

٠
w(s)dBH(s)

)٢
]
=

∫ t

٠
E
[
(w(s))٢] (ds)٢H

= ٢H(٢H − ١)
∫ t

٠

∫ τ

٠
(τ − s)٢(H−١)E

[
(w(s))٢] dsdτ.

مشتق باشد [٠,∞) روي بر شده تعریف حقیقی مقادیر با پیوسته تابع یک x(t) و n ∈ N ،α > ٠ اینکه فرض با .۴ .٢ تعریف
می شود: تعریف زیر به صورت α مرتبۀ از کاپوتو Cکسري

٠ D
α
t x(t) =

١
Γ(n− α)

∫ t

٠

x(n)(τ)

(t− τ)α+١−n
dτ, n− ١ < α < n,

x(n)(t), α = n.
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می شود: تعریف زیر به صورت x تابع یک براي α ∈ R+ مرتبۀ از ٠I
α
t چپ سمت ریمان-لیوویل کسري انتگرال .۵ .٢ تعریف

٠I
α
t x(t) =

١
Γ(α)

∫ t

٠

x(τ)

(t− τ)١−α
dτ, t > ٠.

است: برقرار زیر ترکیب قاعدة بالا در تعریف شده عملگر دو براي

٠I
α
t

(
C
٠ D

α
t x(t)

)
= x(t)−

⌈α⌉−١∑
m=٠

x(m)(٠)
tm

m!
. (٢. ١)

آن ها خواص و مکعبی کلاهی توابع ٢. ١
[٠, T ] بازة روي بر مکعبی کلاهی توابع .h =

T

n
و باشد سه مضرب و مثبت صحیح عدد یک n کنید فرض .([١٩]) .۶ .٢ تعریف

می شوند: تعریف زیر به صورت

ϕ٠(t) =


−١
۶h٣ (t− h)(t− ٢h)(t− ٣h), ٠ ≤ t ≤ ٣h,

٠, صورت این غیر ,در

آنگاه: ،k = ٠, ١, . . . ,
n

٣
− ١ و i = ٣k + ١ اگر

ϕi(t) =


١

٢h٣ (t− (i− ١)h)(t− (i+ ١)h)(t− (i+ ٢)h), (i− ١)h ≤ t ≤ (i+ ٢)h,

٠, صورت این غیر ,در

آنگاه: ،k = ٠, ١, . . . ,
n

٣
− ١ و i = ٣k + ٢ اگر

ϕi(t) =


−١
٢h٣ (t− (i− ٢)h)(t− (i− ١)h)(t− (i+ ١)h), (i− ٢)h ≤ t ≤ (i+ ١)h,

٠, صورت این ,درغیر

آنگاه: ،k = ١, . . . ,
n

٣
− ١ و i = ٣k اگر

ϕi(t) =


١

۶h٣ (t− (i− ٣)h)(t− (i− ٢)h)(t− (i− ١)h), (i− ٣)h ≤ t ≤ ih,

−١
۶h٣ (t− (i+ ١)h)(t− (i+ ٢)h)(t− (i+ ٣)h), ih ≤ t ≤ (i+ ٣)h,

٠, صورت این غیر ,در
و

ϕn(t) =


١

۶h٣ (t− (T − h))(t− (T − ٢h))(t− (T − ٣h)), T − ٣h ≤ t ≤ T,

٠, صورت این غیر .در
است: برقرار زیر خواص توابع، این تعریف از استفاده با علاوه براین، هستند. خطی مستقل L٠]٢, T ] فضاي در مکعبی کلاهی توابع

ϕi(jh) =

{
١, i = j,

٠, i ̸= j,
(٢. ٢)



١۴۴-١٢۴ صفحه ١ شماره ١۶ دوره / ریاضی پیشرفته مدلسازي مجله / همکاران و زارعی زهرا ١٢٨

n∑
i=٠

ϕi(t) = ١.

می شود: زده تقریب زیر به صورت مکعبی کلاهکی توابع از استفاده با x ∈ L٠]٢, T ] دلخواه تابع

x(t) ≃ xn(t) =
n∑

i=٠

aiϕi(t) = ATΦ(t), (٢. ٣)

Φ(t) = [ϕ٠(t), ϕ١(t), . . . , ϕn(t)]
T , (۴ .٢)

A = [a٠, a١, . . . , an]
T ,

.ai = x(ih) به طوري که

مکعبی کلاهی توابع کسري انتگرال عملیاتی ماتریس ٣
می شود. بیان زیر قضیۀ بدین ترتیب می شود. معرفی مکعبی کلاهی توابع براي کسري انتگرال عملیاتی ماتریس بخش، این در

آنگاه: α > ٠ و است آمده (۴ .٢) معادلۀ در که باشد مکعبی کلاهی توابع بردار Φ(t) کنید فرض ([٢۵]) .٣. ١ قضیه

٠I
α
t Φ(t) ≃ P (α)Φ(t), (٣. ١)

می شود: تعریف زیر به صورت و بوده (n+ ١) مرتبۀ از ریمان-لیوویل کسري انتگرال عملیاتی ماتریس P (α) آن در

Pα = χα,h



٠ γ١ γ٢ γ٣ · · · γn−٢ γn−١ γn
٠ η٠ η١ η٢ · · · ηn−٣ ηn−٢ ηn−١
٠ ξ−١ ξ٠ ξ١ · · · ξn−۴ ξn−٣ ξn−٢
٠ β−٢ β−١ β٠ · · · βn−۵ βn−۴ βn−٣
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

٠ ٠ ٠ ٠ · · · η٠ η١ η٢
٠ ٠ ٠ ٠ · · · ξ−١ ξ٠ ξ١
٠ ٠ ٠ ٠ · · · β−٢ β−١ β٠


,

و χα,h =
hα

Γ(α + ۴)
که

γd =


dα[−d٣ + ٢q٣)٢ + α)− ١١

۶
d(٢ + α)(٣ + α) + (١ + α)(٢ + α)(٣ + α)], ١ ≤ d ≤ ٣,

dα[−d٣ + ٢d٣)٢ + α)− ١١
۶
d(٢ + α)(٣ + α) + (١ + α)(٢ + α)(٣ + α)]

+(d− ٣)α+١[d٢ + d(α− ٣) + ٢ +
١
٣
α(α− ۴)], ۴ ≤ d ≤ n,

ηd =


(d+ ١)α+٣]١d٢ − ٩d− ۵dα + ۶ + ٣α٢ + ١٠α], ٠ ≤ d ≤ ٢,
(d+ ١)α+٣]١d٢ − ٩d− ۵dα + ۶ + ٣α٢ + ١٠α]

+(d− ٢)α+٣−]١d٢ − ۴dα + ٣ − ٣
٢
α٢ +

١
٢
α], ٣ ≤ d ≤ n− ١,
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ξd =


(d+ ٢)α+٣−]١d٢ + ۴dα + ٣ − ٣

٢
α٢ +

١
٢
α], −١ ≤ d ≤ ١,

(d+ ٢)α+٣−]١d٢ + ۴dα + ٣ − ٣
٢
α٢ +

١
٢
α]

+(d− ١)α+٣]١d٢ + ٩d+ ۵dα + ۶ + ٣α٢ + ١٠α], ٢ ≤ d ≤ n− ٢,

βd =



(d+ ٣)α+١[d٢ + ٣q − dα + ٢ +
١
٣
α٢ − ۴

٣
α], −٢ ≤ d ≤ ٠,

(d+ ٣)α+١[d٢ + ٣d− dα + ٢ +
١
٣
α٢ − ۴

٣
α]

−dα[٢d٣ + ٢٢d+
۵۵
٣
dα +

١١
٣
α٢d], ١ ≤ d ≤ ٣,

(d+ ٣)α+١[d٢ + ٣d− dα + ٢ +
١
٣
α٢ − ۴

٣
α]

−dα[٢d٣ + ٢٢d+
۵۵
٣
dα +

١١
٣
α٢d]

(d− ٣)α+١[d٢ − ٣d+ dα + ٢ +
١
٣
α٢ − ۴

٣
α], ۴ ≤ d ≤ n− ٣.

زیر به صورت (٣. ١) معادله از استفاده با ٠I
α
t x(t) آنگاه شود، زده تقریب (٢. ٣) رابطۀ طبق مکعبی کلاهی توابع از استفاده با تابعی اگر

می شود: زده تقریب
٠I

α
t x(t) ≃ ٠I

α
t xn(t) ≃ ATP (α)Φ(t).

عددي روش ۴
انتگرال-دیفرانسیل معادلۀ روش این می شود. بررسی (١. ١) مسئله حل براي مکعبی کلاهی توابع بر مبتنی عددي روش یک بخش، این در

می کند. تبدیل جبري معادلات از دستگاهی به را شده داده کسري تصادفی
می زنیم: تقریب زیر به صورت مکعبی کلاهی توابع براساس را C

٠ D
α
t x(t) ابتدا

C
٠ D

α
t x(t) ≃ ATΦ(t). (١ .۴)

در شده داده اولیۀ شرط و ٣. ١ قضیۀ و (٢. ١) خاصیت از استفاده با و (١ .۴) معادله طرفین بر α مرتبۀ از ریمان-لیوویل انتگرال اعمال با
می آید: دست به زیر نتیجۀ (١. ١) معادله

x(t) =٠ Iαt
(
ATΦ(t)

)
+ x(٠) =

(
ATP (α) +XT

٠
)
Φ(t) = BTΦ(t). (٢ .۴)

همچنین، است. شده استفاده x(٠) ≃ XT
٠ Φ(t) تقریب از (٢ .۴) در

X٠ = [x٠, x٠, . . . , x٠]
T , x٠ = x(٠),

B =
(
ATP (α) +XT

٠
)T

= [b٠, b١, . . . , bn]
T .

معادله  در j = ٠, ١, ٢, . . . , n براي t = jh دادن قرار با .a٠ = b٠ = x٠ و می شوند نوشته aiها اساس بر biها که است بدیهی
می آید: دست به زیر رابطۀ (٢. ٢) ویژگی از بهره گیري و (٢ .۴)

x(jh) = bj.
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نوشت: به صورت مکعبی کلاهی توابع از استفاده با را k و gi ،f توابع تقریب می توان حال

f (t, x(t)) ≃
n∑

j=٠
f (jh, bj)ϕj(t) = F TΦ(t), F = [f(٠, b٠), f(h, b١), . . . , f(nh, bn)]

T , (٣ .۴)

gi (t, x(t)) ≃
n∑

j=٠
gi (jh, bj)ϕj(t) = GT

i Φ(t), Gi = [gi(٠, b٠), gi(h, b١), . . . , gi(nh, bn)]
T , (۴ .۴)

k (t, τ, x(τ)) ≃
n∑

j=٠
k(t, jh, bj)ϕi(τ) = KT (t)Φ(τ), K(t) = [k(t, ٠, b٠), k(t, h, b١), . . . , k(t, nh, bn)]

T .

(۵ .۴)

می شود: زده تقریب زیر به صورت ḂHi
i (jh) پسرو، فرمول یک از استفاده با ادامه در

ḂHi
i (jh) ≈ Bi

Hi(jh)−Bi
Hi((j − ١)h)

h
.

می گردد: حاصل زیر معادلۀ ، (١. ١) معادلۀ در (۵ .۴) و (۴ .۴) ،(٣ .۴) تقریب هاي و بالا تقریب جایگذاري با و t = jh دادن قرار با

ATΦ(jh) = F TΦ(jh) +
r∑

i=٠

GT
i Φ(jh)

Bi
Hi(jh)−Bi

Hi((j − ١)h)
h

+KT (jh)P (١)Φ(jh),

j = ١, ٢, . . . , n,

می شود: زیر دستگاه به منجر که

ATΦ(jh)− F TΦ(jh)−
r∑

i=٠

GT
i Φ(jh)

Bi
Hi(jh)−Bi

Hi((j − ١)h)
h

−KT (jh)P (١)Φ(jh) = ٠,

j = ١, ٢, . . . , n.

در آنها جایگذاري سپس و an تا a١ مؤلفه هاي آوردن دست به و تکراري روش هاي از استفاده با غیرخطی معادلات دستگاه این حل از پس
می آید. دست به (١. ١) مسئلۀ تقریبی جواب ،(٢ .۴) رابطۀ

خطا تحلیل ۵
معروف لم ابتدا می شود. بیان نیاز مورد قضیۀ و لم چند کار، این از قبل شد. خواهد تحلیل قبل بخش در شده ارائه روش خطاي بخش، این در

می کنیم. یادآوري را گرانوال

باشد اندازه پذیر نگاشتی Q : [٠, T ] → [٠,+∞) کنید فرض همچنین .z١, z٢, γ ∈ [٠,+∞) کنید فرض ([۴]) .١ .۵ لم
به طوري که

Q(t) ≤ z١ + z٢

∫ t

٠
(t− s)γ−١Q(s)ds.

داریم آنگاه
Q(t) ≤ z١Eγ

(
t(z٢Γ(γ))

١
γ

)
,

.Eγ(t) =
∑∞

n=٠
tnγ

Γ(١+nγ)
به طوري که

کنیم. اثبات را قبل بخش در شده معرفی عددي روش همگرایی می توانیم حال
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همچنین، باشد. قبل بخش در شده ارائه عددي روش از حاصل تقریبی جواب x̃n و (١. ١) مسئلۀ دقیق جواب x کنید فرض .٢ .۵ قضیه
کنند: صدق زیر لیپ شیتز شرط هاي در f, gi ∈ C۴([٠, T ]× R) و k ∈ C۴([٠, T ]× [٠, T ]× R) کنید فرض

|f(t, u)− f(t, ũ)| ≤ β١|u− ũ|, (١ .۵)
|gi(t, u)− gi(t, ũ)| ≤ βi٢|u− ũ|, i = ١, ٢, . . . , r, (٢ .۵)
|k(t, τ, V )− k(t, τ, Ṽ )| ≤ β٣|V − Ṽ |, (٣ .۵)

هستند. مثبت حقیقی ثابت هاي β٣ و βi٢ ،β١ به طوري که

می کنند: صدق زیر معادلات در به ترتیب تقریبی جواب و دقیق جواب اثبات.

C
٠ D

α
t x(t) = f (t, x(t)) +

r∑
i=١

gi (t, x(t)) Ḃ
Hi
i (t) +

∫ t

٠
k (t, τ, x(τ)) dτ, (۴ .۵)

C
٠ D

α
t x̃n(t) = f (t, x̃n(t)) +

r∑
i=١

gi (t, x̃n(t)) Ḃ
Hi
i (t) +

∫ t

٠
k (t, τ, x̃n(τ)) dτ. (۵ .۵)

داریم: کاپوتو کسري مشتق عملگر بودن خطی به توجه با و (۴ .۵) از (۵ .۵) کردن کم با

C
٠ D

α
t (x(t)− x̃n(t)) =f(t, x(t))− f (t, x̃n(t))

+
r∑

i=١

(gi (t, x(t)) gi (t, x̃n(t))) Ḃ
Hi
i (t)

+

∫ t

٠
(k (t, τ, x̃(τ))− k (t, τ, x̃n(τ))) dτ,

می آوریم: دست به ، x̃n(٠) = x(٠) داشتن و (٢. ١) از استفاده با و اعمال بالا معادلۀ طرفین بر را ریمان-لیوویل عملگر حال

x(t)− x̃n(t) =
١

Γ(α)

∫ t

٠
(t− s)α−١ (f (s, x(s))− f (s, x̃n(s))) ds

+
١

Γ(α)

∫ t

٠
(t− s)α−١

[
r∑

i=٠

(gi (s, x(s))− gi (s, x̃n(s)))
dBHi(s)

ds

]
ds

+
١

Γ(α)

∫ t

٠
(t− s)α−١

[∫ t

٠
(k (s, τ, x(τ))− k (s, τ, x̃n(τ))) dτ

]
ds,

داریم:
(∑l

L=١ wL

)٢
≤ l
∑l

L=١ w
٢
L نامساوي از استفاده با و

|x(t)− x̃n(t)|٢ ≤ ٣
∣∣∣∣ ١
Γ(α)

∫ t

٠
(t− s)α−١ (f (s, x(s))− f (s, x̃n(s))) ds

∣∣∣∣٢

+ ٣

∣∣∣∣∣ ١
Γ(α)

∫ t

٠
(t− s)α−١

r∑
i=١

(gi (s, x(s))− gi (s, x̃n(s))) dB
Hi
i (s)

∣∣∣∣∣
٢

+ ٣
∣∣∣∣ ١
Γ(α)

∫ t

٠
(t− s)α−١

[∫ t

٠
(k (s, τ, x(τ))− k (s, τ, x̃n(τ))) dτ

]
ds

∣∣∣∣٢

.
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داریم: هولدر شرط از استفاده و فوق نامساوي طرف دو از گرفتن امید با

E|x(t)− x̃n(t)|٢ ≤ ٣T
(Γ(α))٢

∫ t

٠
(t− s)٢(α−١)E |f (s, x(s))− f (s, x̃n(s))|٢ ds

+
٣

(Γ(α))٢E

∣∣∣∣∣
∫ t

٠
(t− s)α−١

r∑
i=١

(gi (s, x(s))− gi (s, x̃n(s))) dBi
Hi(s)

∣∣∣∣∣
٢

+
٣T ٢

(Γ(α))٢

∫ t

٠

∫ s

٠
(t− s)٢(α−١)E |k (s, τ, x(τ))− k (s, τ, x̃n(τ))|٢ dτds.

(۶ .۵)

می آوریم: دست به ٢. ٣ لم کمک به ادامه در

E

∣∣∣∣∣
∫ t

٠
(t− s)α−١

r∑
i=١

(gi (s, x(s))− gi (s, x̃n(s))) dBi
Hi(s)

∣∣∣∣∣
٢

= ٢Hi(٢Hi − ١)×

∫ t

٠

∫ τ

٠
(t− s)٢(α−١)(τ − s)٢(Hi−١)E

( r∑
i=١

(gi (s, x(s))− gi (s, x̃n(s)))

)٢
 dsdτ.

(٧ .۵)

داشت: خواهیم (٣ .۵) و (٢ .۵) ،(١ .۵) نامساوي هاي از استفاده و (۶ .۵) در (٧ .۵) جایگذاري با

E|x(t)− x̃n(t)|٢ ≤ ٣β١T

(Γ(α))٢

∫ t

٠
(t− s)٢(α−١)E |x(s)− x̃n(s)|٢ ds

+
٣Hi(٢Hi − ١)r٢βi٢

(Γ(α))٢

∫ t

٠

∫ τ

٠
(t− s)٢(α−١)(τ − s)٢(Hi−١)E |x(s)− x̃n(s)|٢ dsdτ

+
٣β٣T

٢

(Γ(α))٢

∫ t

٠

∫ s

٠
(t− s)٢(α−١)E |x(τ)− x̃n(τ)|٢ dτds.

(٨ .۵)

زیر محاسبات کمک ∫به t

٠

∫ τ

٠
(t− s)٢(α−١)(τ − s)٢(Hi−١)E |x(s)− x̃n(s)|٢ dsdτ

=

∫ t

٠

∫ t

s

(t− s)٢(α−١)(τ − s)٢(Hi−١)E |x(s)− x̃n(s)|٢ dτds

=

∫ t

٠
(t− s)٢(α−١)E |x(s)− x̃n(s)|٢

∫ t

s

(τ − s)٢(Hi−١)dτds

=
١

٢Hi − ١

∫ t

٠
(t− s)٢(α+Hi)−٣E |x(s)− x̃n(s)|٢ ds,

(٩ .۵)

∫ t

٠

∫ s

٠
(t− s)٢(α−١)E |x(τ)− x̃n(τ)|٢ dτds =

∫ t

٠
E |x(τ)− x̃n(τ)|٢

∫ t

τ

(t− s)٢(α−١)dsdτ

=
١

٢α− ١

∫ t

٠
(t− τ)٢(α−١)E |x(τ)− x̃n(τ)|٢ dτ

=
١

٢α− ١

∫ t

٠
(t− s)٢(α−١)E |x(s)− x̃n(s)|٢ ds,

(١٠ .۵)
تساوي گرفتن نظر در و

Υ(α) = ٩ max

(
β١T

(Γ(α))٢ ,
Hir

٢βi٢

(Γ(α))٢ ,
β٣T

٢

(٢α− ١)(Γ(α))٢

)
,
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نوشت: زیر به صورت می توان را (٨ .۵) رابطۀ

E|x(t)− x̃n(t)|٢ ≤ Υ(α)

∫ t

٠
(t− s)٢(α+Hi)−٣E |x(s)− x̃n(s)|٢ ds. (١١ .۵)

آمد: خواهد دست به زیر به شکل نتیجه ١ .۵ لم کمک به حال

E|x(t)− x̃n(t)|٢ = ٠.

کامل را قضیه اثبات نتیجه این .x̃n(t) → x(t) و می کند میل صفر به n → ∞ ازاي به E|x(t) − x̃n(t)|٢ خطاي بنابراین،
می کند.

عددي مثال ۶
کسري براونی حرکت با کسري تصادفی انتگرال-دیفرانسیل معادلۀ چند پیشنهادي، روش کارایی و دقت دادن نشان به منظور بخش، این در
پاسخ دقیق، جواب نبودن دسترس در به دلیل است، ذکر به لازم می شود. اعمال آنها حل براي پیشنهادي روش و شده گرفته نظر در چندبعدي
کمک به مثال ها این به مربوط برنامه هاي است. شده انتخاب مقایسه معیار به عنوان n = ٩٩ گرفتن نظر در با عددي روش از حاصل عددي

شده اند. اجرا و نوشته متمتیکا نرم افزار
می گیریم: نظر در را زیر تصادفی دیفرانسیل معادلۀ ابتدا مثال براي .([٣۴]) .١ .۶ مثال

C
٠ D

α
t x(t) =

(
١

٣٠

)٢

x(t)(x٢(t)− ١) +
١

٣٠
(١ − x٢(t))ḂH(t), ٠ ≤ t ≤ ١.

است زیر بصورت دقیقی جواب داراي α = ١ و x(٠) = ١
١٠٠ اولیۀ شرط با معادله این

x(t) = tanh

(
١

٣٠
BH(t) + arctanh(

١
١٠٠

)

)
.

است. k(t, τ, x(τ)) = ٠ مثال این در (١. ١) در شده ارائه مدل به توجه با
از حاصل نتایج می پردازیم. مثال این حل به n = ١٨, ٣۶, ۶٩, ٩٩ و α = ١ ، H = ۶

١٠ ,
٣
۴ ,

٨
١٠ مقادیر گرفتن نظر در با

شده اند. ارائه ١ جدول و ١(آ) شکل در به ترتیب  H = ۶
١٠ و α = ١ براي خطا قدرمطلق مقادیر با همراه تقریبی و دقیق جواب هاي مقایسۀ

شامل به ترتیب ٢ جدول و ١(ب) شکل مشابه به طور است. شده داده نمایش ٣(آ) شکل در n = ٩٩ براي خطا قدرمطلق نمودار همچنین
قدرمطلق نمودار و هستند  H = ٣

۴ و n = ١٨, ٣۶, ۶٩, ٩٩، α = ١ براي خطا قدرمطلق مقادیر و تقریبی و دقیق جواب هاي نمودار
و دقیق جواب هاي به مربوط نتایج به ترتیب ٣ جدول و ١(ج) شکل ادامه در است. شده داده نشان ٣(ب) شکل در n = ٩٩ براي خطا
براي خطا قدرمطلق نمودار می دهند. نشان  α = ١ و H = ٨

١٠ ،n = ١٨, ٣۶, ۶٩, ٩٩ براي را خطا قدرمطلق مقادیر نیز و تقریبی
نیز n = ١٨, ٣۶, ۶٩, ٩٩ و α = ٣

۴ ،H = ٨
١٠ حالت براي معادله  علاوه براین، است. مشاهده قابل ٣(ج) شکل در نیز n = ٩٩

به ترتیب خطا عددي مقادیر همچنین و خطا قدرمطلق نمودار تقریبی، و دقیق جواب هاي به مربوط نمودارهاي است. گرفته قرار بررسی مورد
شده اند. گزارش ۴ جدول و ۴ ،٢ شکل هاي در

        
کسري مشتق مرتبۀ و H هرست پارامتر مختلف مقادیر براي خطا رفتار پیشنهادي روش همگرایی و دقت ارزیابی به منظور ،١ .۶ مثال در
یکنواخت به صورت خطا قدرمطلق مقدار ،n گره اي نقاط تعداد افزایش با که می دهند نشان ١-٣ جداول نتایج است. گرفته قرار بررسی مورد α
زمانی بازة در خطا مقدار ،H = ۶

١٠ و α = ١ حالت در مثال، براي است. پیشنهادي روش همگرایی بر تأییدي روند این می یابد؛ کاهش
براي نتایج مقایسۀ همچنین می شود. مشاهده نیز H مقادیر سایر در رفتار این است. یافته کاهش ٩٩ به ١٨ از n افزایش با t ∈ [٠, ١]
روش که است آن بیانگر امر این می یابد. کاهش اندکی خطا مقدار ، ٨

١٠ به ۶
١٠ از H افزایش با که می دهد نشان هرست پارامتر مختلف مقادیر

است. برخوردار بالاتري دقت از (H بزرگ تر مقادیر (یعنی بیشتر بلندمدت همبستگی با فرآیندهایی در پیشنهادي
بصري به صورت را موضوع این ،n بزرگ تر مقادیر براي به ویژه تقریبی، و دقیق پاسخ هاي میان نزدیک انطباق ١(آ)-١(ج)، شکل هاي در
نقاط نزدیکی در و بوده محدودي نوسانات داراي زمانی بازة طول در محلی خطاي که می دهند نشان نیز ٣(آ)-٣(ج) نمودارهاي می کند. تأیید
تحلیلی جواب حالت این در هرچند می شود. مشاهده مشابهی رفتار ،H = ٨

١٠ و α = ٣
۴ حالت در می کند. میل ناچیزي مقدار به انتهایی

است. شده گرفته نظر در مقایسه مبناي به عنوان n = ٩٩ از حاصل نتایج نیست، دسترس در
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.H = ٨
١٠ (ج) .H = ٣

۴ (ب) .H = ۶
١٠ (آ)

.١ .۶ مثال براي n = ١٨, ٣۶, ۶٩, ٩٩ و α = ١ به ازاي دقیق و تقریبی جواب هاي نمودار :١ شکل

.١ .۶ مثال براي n = ١٨, ٣۶, ۶٩ و α = ٣
۴ ،H = ٨

١٠ به ازاي دقیق و تقریبی جواب هاي نمودار :٢ شکل

.١ .۶ مثال براي α = ١ و H = ۶
١٠ به ازاي خطا مطلق قدر :١ جدول

n = ٩٩ n = ۶٩ n = ٣۶ n = ١٨ t
٠ ٠ ٠ ٠

۵٫٧۴٩٠۶ × ١٠−۴ ٣٫٠۵۵٣٨ × ١٠−۴ ١٫٧٣۵۴۶ × ٣−١٠ ٣٫٢٧۴١٨ × ٣−١٠ ٠٫١
۶٫٨٩١٢۶ × ١٠−۴ ٨٫۴۶٨٧٢ × ١٠−۴ ١٫٢٢٧٣ × ٣−١٠ ٩٫٠۴۴٧۴ × ١٠−۴ ٠٫٢
٧٫۵۶٣٩٧ × ١٠−۴ ۶٫۶٨٩۵٢ × ١٠−۴ ٢٫٢٩١٨۵ × ١٠−۴ ١٫۵۵۴١۴ × ٣−١٠ ٠٫٣
١٫٢٢٧۴٩ × ١٠−۴ ١٫٩٩١٢٧ × ٣−١٠ ۵٫٠٣١۴٣ × ٣−١٠ ٣٫٣۴٠٧٣ × ٣−١٠ ٠٫۴
١٫۶٣٧٠٧ × ٣−١٠ ۴٫۴٧٠٢۴ × ٣−١٠ ٩٫٨٣٧٨۵ × ١٠−۴ ٢٫٨٩٢۴۶ × ٣−١٠ ٠٫۵
٧٫٣٧٩۶٢ × ١٠−۴ ٢٫٣۴۴۴۴ × ٣−١٠ ٣٫۶٩۶٧٣ × ١٠−۴ ١٫۶٩٠٩٣ × ٣−١٠ ٠٫۶
٣٫٣٣٨٨٢ × ١٠−۴ ۶٫٠٣۶١۴ × ١٠−۴ ١٫٢٠١٠٢ × ٣−١٠ ٣٫٩٠٧٣٧ × ١٠−۴ ٠٫٧
٣٫٠۴۶٣۶ × ٣−١٠ ۴٫٠١٢٠٨ × ٣−١٠ ٧٫٩٢٩١۵ × ٣−١٠ ٢٫٨٧۶۵ × ٣−١٠ ٠٫٨
٢٫٢۴۴٣٨ × ٣−١٠ ٢٫۶۴۵٨٢ × ٣−١٠ ١٫٩٣۶١ × ٣−١٠ ٨٫٧٧٨٩٧ × ٣−١٠ ٠٫٩
٣٫٣٩۶١ × ٣−١٠ ٣٫۴۵٢٠۴ × ٣−١٠ ٢٫٩٢٧٠۴ × ٣−١٠ ١٫١٧٢٩ × ٣−١٠ ١

همگرایی بر دیگر تأییدي موضوع این که یافته کاهش منظم به طور خطا مقدار n افزایش با می شود، مشاهده ۴ جدول در که همان گونه
حل براي نه تنها مکعبی کلاهی توابع بر مبتنی عددي روش که می دهد نشان نخست عددي مثال نتایج کلی، به طور است. پیشنهادي روش

است. برخوردار پایین محاسباتی پیچیدگی و بالا دقت از نیز کسري حالت در بلکه صحیح مرتبۀ از تصادفی دیفرانسیل معادلات



١٣۵ چندبعدي کسري براونی حرکت بر مبتنی کسري تصادفی انتگرال-دیفرانسیل معادلات از دسته اي حل

.H = ٨
١٠ (ج) .H = ٣

۴ (ب) .H = ۶
١٠ (آ)

.١ .۶ مثال براي n = ٩٩ و α = ١ به ازاي روش خطاي نمودار :٣ شکل

.١ .۶ مثال براي n = ۶٩ و α = ٣
۴ ،H = ٨

١٠ به ازاي روش خطاي نمودار :۴ شکل

.١ .۶ مثال براي α = ١ و H = ٣
۴ به ازاي خطا مطلق قدر :٢ جدول

n = ٩٩ n = ۶٩ n = ٣۶ n = ١٨ t
٠ ٠ ٠ ٠

٢٫٩۶۴۴٣ × ١٠−۴ ۵٫٨٣٠١٧ × ١٠−۵ ٣٫۶۵۴٢۴ × ١٠−۴ ٨٫١٩۶۶٨ × ١٠−۴ ٠٫١
٢٫٢٠٣٠٢ × ١٠−۴ ٣٫٧٣۶٨ × ١٠−۴ ۴٫٢۶١٣١ × ١٠−۴ ٨٫٣٩۵٠٢ × ١٠−۴ ٠٫٢
٢٫۵٩۴١٧ × ١٠−۴ ٢٫١١٠٠٧ × ١٠−۴ ٣٫٢٩٩٧۵ × ١٠−۴ ١٫١١۵٣۴ × ٣−١٠ ٠٫٣
٢٫۵٣٩٢ × ١٠−۴ ١٫٠۶٢٣١ × ٣−١٠ ٢٫٣۴٣٩٧ × ٣−١٠ ١٫۶۵٢٨٣ × ٣−١٠ ٠٫۴

٧٫٣٣١۶۶ × ١٠−۴ ١٫٨٨٩۴٣ × ٣−١٠ ۴٫۵٠٢٧٧ × ١٠−۴ ١٫۵٧٧۶٩ × ٣−١٠ ٠٫۵
١٫٠۶٢٢٩ × ١٠−۴ ٧٫٨۶۴۶١ × ١٠−۴ ٣٫۶۶۴٢٧ × ١٠−۴ ١٫۴٨۶٩٢ × ٣−١٠ ٠٫۶
٢٫۴۶٨٨٩ × ١٠−۴ ١٫٧٠۵١۴ × ١٠−۴ ٣٫٨١۶٩۶ × ١٠−۴ ۵٫٨۵٣٢٧ × ١٠−۴ ٠٫٧
١٫١۴٨۶٢ × ٣−١٠ ١٫۶٢٣۶۶ × ٣−١٠ ٣٫٢٠١٨۶ × ٣−١٠ ۶٫٧٧۵۵٢ × ١٠−۴ ٠٫٨
٩٫۴١۶٧٨ × ١٠−۴ ١٫١٧٧٨٢ × ٣−١٠ ٨٫٧٨٧٣٨ × ١٠−۴ ۴٫٧٣٢٧۵ × ٣−١٠ ٠٫٩
١٫٢٨٣٠٢ × ٣−١٠ ١٫٣٨١۵۶ × ٣−١٠ ١٫٠۶٢ × ٣−١٠ ٣٫٢٠٠٢٢ × ١٠−۴ ١

معادلۀ .٢ .۶ مثال

C
٠ D

α
t x(t) = ٢x(t) + tx٣(t)ḂH(t) +

∫ t

٠
etτx(τ)dτ, ٠ ≤ t ≤ ١,

می گیریم. نظر در x(٠) = ٣
١٠٠ اولیۀ شرط با را
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.١ .۶ مثال براي α = ١ و H = ٨
١٠ به ازاي خطا مطلق قدر :٣ جدول

n = ٩٩ n = ۶٩ n = ٣۶ n = ١٨ t
٠ ٠ ٠ ٠

٢٫۴۵٣٧٢ × ١٠−۴ ١٫٠٨٠١١ × ١٠−۴ ١٫٣۵٩٨٩ × ١٠−۴ ٣٫٨٢٣٩٩ × ١٠−۴ ٠٫١
١٫۶۴٨١٩ × ١٠−۴ ٢٫٩۶٣۵٣ × ١٠−۴ ٢٫۴٧٨٣٧ × ١٠−۴ ٧٫٩٢٩٩٨ × ١٠−۴ ٠٫٢
١٫٩۴۴٣ × ١٠−۴ ١٫١٣۵٨٢ × ١٠−۴ ٣٫٣٠٣٧۴ × ١٠−۴ ٩٫٩٠٨۴١ × ١٠−۴ ٠٫٣
٢٫٢۴٩٩ × ١٠−۴ ٨٫١۵١١۶ × ١٠−۴ ١٫٧۴۴٣٧ × ٣−١٠ ١٫٢٢٩٩۶ × ٣−١٠ ٠٫۴

۵٫٢٨٨١١ × ١٠−۴ ١٫٣۵٨٩٢ × ٣−١٠ ٣٫٢٧۶٣٨ × ١٠−۴ ١٫٢١٩٠٩ × ٣−١٠ ٠٫۵
١٫١٩٠٨ × ١٠−۵ ۴٫٩٨۵٠۴ × ١٠−۴ ۴٫٢١٣۶ × ١٠−۴ ١٫٣٣٣٧ × ٣−١٠ ٠٫۶

٢٫١٩٧۵١ × ١٠−۴ ٨٫٢١۴٨١ × ١٠−۵ ٢٫١۴٢٣١ × ١٠−۴ ۵٫٨۵٢٨۶ × ١٠−۴ ٠٫٧
٧٫٩۴۶٣۵ × ١٠−۴ ١٫١۵١١٧ × ٣−١٠ ٢٫٢٧۵٨٩ × ٣−١٠ ٣٫٢٣١۵ × ١٠−۴ ٠٫٨
۶٫٧٩١۶۵ × ١٠−۴ ٨٫۶٩٠٠١ × ١٠−۴ ۶٫۶٣١٠٣ × ١٠−۴ ٣٫٧١٢٠٣ × ٣−١٠ ٠٫٩
٨٫٧۵٧۴٣ × ١٠−۴ ٩٫۵٩٠٨٣ × ١٠−۴ ٧٫٠٠٩٣١ × ١٠−۴ ١٫۵۵٣۶٢ × ١٠−۴ ١

.١ .۶ مثال براي α = ٣
۴ و H = ٨

١٠ به ازاي خطا مطلق قدر :۴ جدول
n = ۶٩ n = ٣۶ n = ١٨ t

٠ ٠ ٠ ٠
٣٫٢٩۶٩٨ × ١٠−۴ ١٫٢٣٣٨۵ × ٣−١٠ ١٫٩۵٢۵٧ × ٣−١٠ ٠٫١
٣٫٨٣٠٩۴ × ١٠−۴ ٧٫٠٨۴١١ × ١٠−۴ ١٫٠٨٨٧۴ × ٣−١٠ ٠٫٢
٩٫۶١٩۶۶ × ١٠−۴ ٣٫۶٩١٩٩ × ١٠−۴ ٩٫٠٢۶٠٩ × ١٠−۴ ٠٫٣
١٫٨٠۶٩٢ × ٣−١٠ ۴٫٩٧٠۶١ × ٣−١٠ ۵٫۴۵٠١۴ × ٣−١٠ ٠٫۴
٨٫۵٢٩٩٢ × ١٠−۴ ٢٫٣۴١١٩ × ٣−١٠ ٢٫٠٩٠٣٧ × ٣−١٠ ٠٫۵
۴٫٩۵٢١٧ × ١٠−۴ ٧٫٧٣۶٨۴ × ١٠−۴ ٣٫١٢١۶٣ × ٣−١٠ ٠٫۶
٣٫٨۵٧٠٢ × ١٠−۴ ۵٫٠٠۴ × ١٠−۴ ٩٫٣٣۶٢۶ × ١٠−۴ ٠٫٧
١٫٢٧۶٨٧ × ١٠−۴ ٢٫٩١۶٧۴ × ٣−١٠ ۶٫۴۶٢٠٨ × ١٠−۴ ٠٫٨
١٫۴۵۴١٩ × ١٠−۴ ٨٫۶۴۵٢٣ × ١٠−۴ ٣٫٢۵۶۵٩ × ٣−١٠ ٠٫٩
١٫٣١٩٧٣ × ١٠−۴ ۴٫٨٨۶٢٧ × ١٠−۴ ٣٫۴٣٠٧١ × ٣−١٠ ١

نشان را عددي نتایج ۵ جدول و ۵ شکل است. شده بررسی n = ١٨, ٣۶, ۶٩ و α = ٨
١٠ ،H = ٩

١٠ مقادیر براي معادله این
است. n = ۶٩ به ازاي خطا مطلق قدر نمودار نمایانگر نیز ۶ شکل و می دهند

  

نشان ۵ جدول نتایج است. شده بررسی مختلف گره اي نقاط تعداد و H = ٩
١٠ و α = ٨

١٠ مقادیر براي خطا رفتار ،٢ .۶ مثال در
براي ٢٫٢٣٠۶١ × ٢−١٠ از خطا مقدار t = ١ در نمونه، به عنوان می یابد؛ کاهش یکنواخت به طور خطا مقدار ،n افزایش با که می دهند
و ۵ شکل هاي است. پیشنهادي روش همگرایی بیانگر روند این است. یافته کاهش n = ۶٩ براي ١٫۵۵۵٧۵ × ٣−١٠ به n = ١٨
توابع بر مبتنی عددي روش بنابراین، می کنند. تأیید را زمانی بازة طول در خطا نوسانات کاهش و مرجع تقریبی، جواب بین خوب انطباق نیز ۶

است. برخوردار مناسبی دقت از نیز ضربی کسري نویز و انتگرالی مؤلفه هاي حضور در حتی مکعبی کلاهی
معادلۀ .٣ .۶ مثال

C
٠ Dα

t x(t) = (t+ ١)x(t) + etx٣(t)Ḃ١
H١

(t) + tx٣(t)Ḃ٢
H٢

(t) +

∫ t

٠
(t− τ) sin (x(τ)) dτ, ٠ ≤ t ≤ ١,

مقادیر براي پیشنهادي عددي روش می گیریم. نظر در H٢ = ٣
۴ و H١ = ٧

١٠ ،α = ٩
١٠ پارامترهاي و x(٠) = ٢

١٠٠ اولیه شرط با را
آمده اند. ۶ جدول در خطا مقادیر و ٨ و ٧ شکل هاي در به ترتیب خطاها و عددي نتایج نمودار می شود. گرفته به کار n = ١٨, ٣۶, ۶٩
است. پیشنهادي روش همگرایی نشان دهندة که می یابد کاهش یکنواخت به صورت خطا مقدار گره اي، نقاط افزایش با جدول، داده هاي براساس
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.٢ .۶ مثال براي n = ١٨, ٣۶, ۶٩ و α = ٨
١٠ ،H = ٩

١٠ به ازاي دقیق و تقریبی جواب هاي نمودار :۵ شکل

.٢ .۶ مثال براي n = ۶٩ و α = ٨
١٠ ،H = ٩

١٠ به ازاي روش خطاي نمودار :۶ شکل

.٢ .۶ مثال براي α = ٨
١٠ و H = ٩

١٠ به ازاي خطا مطلق قدر :۵ جدول
n = ۶٩ n = ٣۶ n = ١٨ t

٠ ٠ ٠ ٠
١٫٠٠٧٧٣ × ١٠−۴ ۴٫٠۶۵۴٢ × ١٠−۴ ٩٫٣۶٣١٣ × ١٠−۴ ٠٫١
١٫٢٠۵٨۶ × ١٠−۴ ۴٫٧٩٣٨٣ × ١٠−۴ ١٫٢٠٩٠۵ × ٣−١٠ ٠٫٢
١٫۴٩۶۶٧ × ١٠−۴ ۵٫٩٩٨١۴ × ١٠−۴ ١٫۵٠٠١٧ × ٣−١٠ ٠٫٣
١٫٨۵٣٣۴ × ١٠−۴ ٧٫۴١٧٧٨ × ١٠−۴ ١٫٨۶٨٢١ × ٣−١٠ ٠٫۴
٢٫۴٠۴۴٨ × ١٠−۴ ١٫٠١٠۵٨ × ٣−١٠ ٢٫۴۴٨۴٧ × ٣−١٠ ٠٫۵
٣٫٢١۴٢٩ × ١٠−۴ ١٫٣٢٧۴٩ × ٣−١٠ ٣٫٣٠٩٧٢ × ٣−١٠ ٠٫۶
۵٫١۶۵٩٧ × ١٠−۴ ١٫۶٨۴١۵ × ٣−١٠ ۴٫٩۴٣ × ٣−١٠ ٠٫٧
٧٫٣٩٣٢٣ × ١٠−۴ ١٫۶۶٠٢۶ × ٣−١٠ ۶٫١۶٩۶٧ × ٣−١٠ ٠٫٨
١٫١٨٠٣٢ × ٣−١٠ ۴٫٠۶٠٧ × ٣−١٠ ۶٫۵۵۵١٨ × ٣−١٠ ٠٫٩
١٫۵۵۵٧۵ × ٣−١٠ ٨٫۵٧٢٣٨ × ٣−١٠ ٢٫٢٣٠۶١ × ٢−١٠ ١
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مناسب تطابق است. کسري مشتق غیرمحلی ماهیت از ناشی که می دهد رخ زمانی بازة انتهاي در خطا بیشترین که می دهد نشان ٨ شکل
می کند.   تأیید تصادفی مسیرهاي تقریب در را روش کارایی و دقت ٧ شکل در n مختلف مقادیر براي نتایج

.٣ .۶ مثال براي n = ١٨, ٣۶, ۶٩ و α = ٩
١٠ ،H٢ = ٣

۴ ،H١ = ٧
١٠ به ازاي دقیق و تقریبی جواب هاي نمودار :٧ شکل

.٣ .۶ مثال براي n = ۶٩ و α = ٩
١٠ ،H٢ = ٣

۴ ،H١ = ٧
١٠ به ازاي روش خطاي نمودار :٨ شکل

فرم به چندبعدي کسري براونی حرکت با کسري تصادفی انتگرال-دیفرانسیل معادلۀ .۴ .۶ مثال

C
٠ D

α
t x(t) = t٢ sin

(
x٣(t)

)
+ tx٣(t)Ḃ١

H١
(t) + cos(t)x٣(t)Ḃ٢

H٢
(t) +

∫ t

٠
tx٢(τ)dτ, ٠ ≤ t ≤ ٢,

مقادیر براي عددي محاسبات می گیریم . نظر در H٢ = ٨
١٠ و α = ٧

١٠ ،H١ = ١٧
٢٠ پارامترهاي و  x(٠) = ٨

١٠٠ اولیۀ شرط با
در خطا مقادیر و شده داده نمایش ١٠ و ٩ شکل هاي در به ترتیب روش خطاي و جواب نمودارهاي است. شده انجام n = ١٨, ٣۶, ۶٩
از حاکی که می شود خطا پیوستۀ کاهش موجب گره اي نقاط تعداد افزایش می شود، مشاهده جدول مقادیر از که همان گونه آمده اند. ٧ جدول
تنها و می مانند باقی کوچک زمانی بازة نقاط بیشتر در خطا مقادیر می دهد نشان ١٠ شکل در خطا پراکندگی است. پیشنهادي روش همگرایی
تقریبی منحنی هاي مناسب تطابق است. طبیعی حافظه اي اثرات با کسري مسائل در به ویژه رفتار این دارند. اندکی افزایش انتهایی نواحی در

است.   مطالعه مورد مسئلۀ تصادفی رفتار تقریب در روش بالاي دقت بیانگر ٩ شکل در
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.٣ .۶ مثال براي α = ٩
١٠ و H٢ = ٣

۴ ،H١ = ٧
١٠ به ازاي خطا مطلق قدر :۶ جدول

n = ۶٩ n = ٣۶ n = ١٨ t
٠ ٠ ٠ ٠

١٫۵٣٨٣٨ × ٧−١٠ ١٫٩۴۶٨٢ × ٧−١٠ ٢٫٨٧٠۶٢ × ١٠−۶ ٠٫١
١٫۶٢٩٢ × ٧−١٠ ٢٫٧۵٧٢۴ × ٧−١٠ ١٫۴٣٨٧۴ × ١٠−۶ ٠٫٢

١٫٣١۵١٩ × ١٠−۶ ۵٫٧١۴٠۴ × ٧−١٠ ١٫۵٨۵۶٣ × ١٠−۶ ٠٫٣
١٫۶۶٧٧۶ × ١٠−۶ ٨٫١۴۴۶۶ × ١٠−۶ ١٫٠۵۶٧١ × ١٠−۵ ٠٫۴
٣٫٨٣۴٠٨ × ١٠−۶ ٩٫٢۶٧٢٣ × ١٠−۶ ١٫۵٧٠٩٣ × ١٠−۶ ٠٫۵
١٫٩٣٠٠٩ × ١٠−۶ ١٫٠٧٩۶٣ × ١٠−۵ ٢٫٩١٩٨٢ × ١٠−۵ ٠٫۶
٨٫٣٨۴۴١ × ١٠−۶ ١٫٩٠١٣٨ × ١٠−۶ ۶٫٩٩٧١١ × ١٠−۵ ٠٫٧
١٫١۴٠٣۵ × ١٠−۵ ٨٫۶۴٠۶۴ × ١٠−۵ ۵٫٢٢۴٧١ × ١٠−۵ ٠٫٨
٣٫٩١٠۵۶ × ١٠−۵ ۶٫٨٨٢۶٧ × ١٠−۵ ١٫٣٢۵٠٢ × ١٠−۴ ٠٫٩
١٫٧۵۵۴٣ × ١٠−۵ ٢٫٩۵١٨۶ × ١٠−۴ ۶٫٩٧۵٣٧ × ١٠−۴ ١

.۴ .۶ مثال براي n = ١٨, ٣۶, ۶٩ و α = ٧
١٠ ،H٢ = ٨

١٠ ،H١ = ١٧
٢٠ به ازاي دقیق و تقریبی جواب هاي نمودار :٩ شکل

.۴ .۶ مثال براي n = ۶٩ و α = ٧
١٠ ،H٢ = ٨

١٠ ،H١ = ١٧
٢٠ به ازاي روش خطاي نمودار :١٠ شکل
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.۴ .۶ مثال براي α = ٧
١٠ و H٢ = ٨

١٠ ،H١ = ١٧
٢٠ به ازاي خطا مطلق قدر :٧ جدول

n = ۶٩ n = ٣۶ n = ١٨ t
٠ ٠ ٠ ٠

٣٫٨٠١٣١ × ١٠−۴ ١٫۵١١٨٨ × ٣−١٠ ۴٫۵۵٨٧٧ × ٣−١٠ ٠٫١
٣٫٠۴١٣١ × ١٠−۴ ١٫۴٠۶۴۴ × ٣−١٠ ٣٫٢۶٠۶٢ × ٣−١٠ ٠٫٢
٢٫۵٢۶٧٧ × ١٠−۴ ١٫١٨٩۶۶ × ٣−١٠ ٢٫٣٠٢٩٣ × ٣−١٠ ٠٫٣
٢٫٣٩۴۵٨ × ١٠−۴ ١٫٠٩٧۴ × ٣−١٠ ٢٫٩۶٧ × ٣−١٠ ٠٫۴
٢٫۴١٣٠٣ × ١٠−۴ ١٫٠١٣٧٩ × ٣−١٠ ٢٫٧٨٧٢۴ × ٣−١٠ ٠٫۵
٢٫۴۵٢٩٩ × ١٠−۴ ٩٫٩٠١۴۴ × ١٠−۴ ٢٫۶١۴٧٢ × ٣−١٠ ٠٫۶
١٫۴١٧٠٣ × ١٠−۴ ٨٫٩۶١٣٣ × ١٠−۴ ٢٫۵٠٣٢٨ × ٣−١٠ ٠٫٧
١٫٨٣٣۴۶ × ١٠−۴ ١٫٠٣۶۶١ × ٣−١٠ ٢٫۵٩٨۴٩ × ٣−١٠ ٠٫٨
٢٫٢۶٩٢٨ × ١٠−۴ ٩٫۶٣٩۵٣ × ١٠−۴ ٢٫۵٨۶٢ × ٣−١٠ ٠٫٩
١٫٨۴٨٠۵ × ١٠−۴ ٨٫٠٨٣٣ × ١٠−۴ ٢٫٣۵۴۵٩ × ٣−١٠ ١
١٫٨٨٠٩٣ × ١٠−۴ ٧٫٩١۶٨٢ × ١٠−۴ ٢٫٢٣۵۵۵ × ٣−١٠ ١٫١
١٫٩۴٣٧۵ × ١٠−۴ ٨٫٧۶٧٨٧ × ١٠−۴ ٢٫٢٧٨٨٨ × ٣−١٠ ١٫٢
١٫٧٠۵۵٢ × ١٠−۴ ٩٫۵٠۵١ × ١٠−۴ ٢٫۴٨٠٠۶ × ٣−١٠ ١٫٣
١٫٧٣٧۵۴ × ١٠−۴ ٩٫٧۴۵۶٢ × ١٠−۴ ٢٫۴٩٧٧٩ × ٣−١٠ ١٫۴
١٫۶٩١٣٩ × ١٠−۴ ٩٫٩۶٠٢٢ × ١٠−۴ ٢٫۶٧۵٧۵ × ٣−١٠ ١٫۵
٢٫١٢٩٧٨ × ١٠−۴ ١٫٢٠٩١۵ × ٣−١٠ ٢٫٨٩٢٧۴ × ٣−١٠ ١٫۶
٢٫٨١٨۵٢ × ١٠−۴ ١٫١۶٩۴٧ × ٣−١٠ ٣٫۵٩٨٢٩ × ٣−١٠ ١٫٧
٢٫١۴٣۴ × ١٠−۴ ١٫٠٨۴۶٩ × ٣−١٠ ٣٫١٩۵٨٩ × ٣−١٠ ١٫٨

٢٫۶۵٣٨٢ × ١٠−۴ ١٫٢٣٩٢٨ × ٣−١٠ ٣٫۴٠۴٢٨ × ٣−١٠ ١٫٩
٢٫٣١٠٢٨ × ١٠−۴ ١٫٣٠١۶٩ × ٣−١٠ ٣٫١٣٨٢ × ٣−١٠ ٢

نتیجه گیري ٧
مشتق با کسري تصادفی انتگرال-دیفرانسیل معادلات حل براي مکعبی، کلاهی پایه اي توابع بر مبتنی نوین عددي روش یک مقاله این در
و ریمان-لیوویل انتگرال و کاپوتو مشتق تحلیلی ویژگی هاي از بهره گیري با شد. ارائه چندبعدي، کسري براونی حرکت از ناشی نویز و کاپوتو
انجام شده خطاي تحلیل شدند. تبدیل ساده محاسباتی ساختار با جبري معادلات از دستگاهی به اصلی معادلات مناسب، تقریب هاي از استفاده
دقت و کارایی عددي، مثال هاي از حاصل نتایج همچنین دارد. مناسبی دقت پایین، محاسباتی پیچیدگی کنار در پیشنهادي روش داد نشان
می شود. محسوب قدرتمند ابزار یک معادلات این گونه مؤثر حل براي و داشته بالایی همگرایی نرخ روش که دادند نشان و تأیید را روش بالاي
صورت اولیه شرط با معادلات چارچوب در و استاندارد فرضیات براساس انجام شده عددي آزمایش هاي و تحلیل که داشت توجه باید حال، این با
قرار توجه مورد آینده در می تواند پیچیده تر حافظه با مدل هایی در یا تصادفی نویزهاي دیگر انواع حضور در روش عملکرد بررسی است. گرفته
گسترش جمله از گرفت. نظر در پژوهش این گسترش براي را مختلفی مسیرهاي می توان ارائه شده روش مناسب عملکرد به توجه با گیرد.
افزایش را آن کاربردي جنبه هاي می تواند زمان، در متغیر پارامترهاي با کسري براونی حرکت هاي یا غیرگاوسی نویزهاي با معادلات براي روش
بهره گیري راستاي در مؤثر گامی نیز هستند بلندمدت حافظه و قطعیت عدم شامل که واقعی مالی یا مهندسی مسائل در روش پیاده سازي دهد.

بود. خواهد تحقیق این نتایج از عملی
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Abstract: In this paper, a numerical method based on cubic hat functions is presented for solving a class of
fractional stochastic integro-differential equations driven by multidimensional fractional Brownian motion
with Hurst parameter H ∈

(
1
2
, 1
)
. The fractional derivative is considered in the Caputo sense. First, an

approximation of the Caputo derivative of the unknown function with unknown coefficients is constructed
based on the basis functions. Then, using this approximation and the properties of the Caputo derivative
and the Riemann-Liouville integral, approximations for the solution and other functions appearing in the
equation are introduced. By substituting these approximations into the equation and using suitable nodal
points along with a backward approximation for simulating the fractional Gaussian noise, the original
equation is transformed into a system of algebraic equations. Due to the properties of the cubic hat functions
and their operational matrix of integration, the resulting system has low computational complexity. Solving
this system yields an approximation of the solution to the original problem. Furthermore, the error analysis
of the proposed method is investigated. Finally, several numerical examples are provided to confirm the
efficiency of the proposed method.

Keywords: Fractional stochastic integro-differential equations, Multi-Dimensional fractional Brownian
motion, Cubic hat functions, Operational matrix.
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