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پيدايش تاريخچه بيان از پس مقاله، اين در مي شوند. تعريف Cn = ١
n+١

(٢n
n

)
فرمول با Cn کاتالان اعداد چکيده:

متقارن گروه از تحويل ناپذير سرشت يک درجه با Cn که مي دهيم نشان آن ها، q-آنالوگِ معرفي و ترکيبيات در اعداد اين
qnCn(q) عبارت باشد، کاتالان عدد q-آنالوگِ نمايانگر Cn(q) اگر که مي کنيم ثابت اين، بر علاوه است. برابر S٢n

دارد. مطابقت GL٢n(q) عام خطي گروه از تحويل ناپذير سرشت يک درجه با
عام. خطي گروه متقارن، گروه تحويل ناپذير، سرشت q-آنالوگ، کاتالان، اعداد کليدي: واژه هاي

05A19, 05A30, 20C30, 20C33. رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
q → ١ حد در که به گونه اي بوده، q پارامتر شامل که است آن از تعميم يافته اي حالت رياضي، عبارت يا اتحاد قضيه، يک q-آنالوگ از منظور
دارد. گسترده اي کاربرد نمايش نظريه و جبري ترکيبيات در مفهوم اين مي شود. بازتوليد اوليه عبارت يا اتحاد قضيه، ،(q = ١ جايگذاري (يا

مي شوند: تعريف زير به صورت گاوسي دوجمله اي ضرايب و گاوسي فاکتوريل n-ام، گاوسي عدد ،n مثبت صحيح عدد هر براي

[n]q =
qn − ١
q − ١

= qn−١ + · · ·+ q + ١,

[n]q! = [١]q[٢]q . . . [n]q,[
n
k

]
q

=
[n]q!

[n− k]q![k]q!
.

داريم: q → ١ کردن ميل با به وضوح،

lim
q→١

[n]q = n, lim
q→١

[n]q! = n!, lim
q→١

[
n
k

]
q

=

(
n

k

)
.
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تعداد باشد. Fq متناهي ميدان روي n-بعدي برداري فضاي يک V کنيد فرض است: صورت اين به تساوي ها اين هندسي تعبير
S = n-عضوي مجموعه از تک عضوي زيرمجموعه هاي تعداد به ،q → ١ حالت در که است qn−١

q−١ با برابر V يک بعدي زيرفضاهاي
با: است برابر V k-بعدي زيرفضاهاي تعداد همچنين، مي کند. ميل {١, ٢, . . . , n}[

n
k

]
q

=
[n]q!

[n− k]q![k]q!
=

(qn − ١) · · · (qn−k+١ − ١)
(qk − ١) · · · (q − ١)

,

است. S از k-عضوي زيرمجموعه هاي تعداد يعني ،
(
n
k

)
با برابر ،q → ١ حد در که

U∩W = {٠} که Vبه طوري Wدر زيرفضاهايℓ-بعدي تعداد Vباشد، از زيرفضايm-بعدي Uيک اگر ديگر، مثالي عنوان به

ℓ-عضوي زيرمجموعه هاي تعداد با متناظر که مي کند ميل
(
n−m
ℓ

)
به q → ١ حد در عبارت اين است.

[
n−m

ℓ

]
q

·qℓm با برابر باشد،

است. مفروض m-عضوي زيرمجموعه از مجزا و S از

کاتالان اعداد ٢

هستند. شمارشي ترکيبيات در دنباله ها بنيادي ترين از شده اند، نام گذاري کاتالان شارل يوجين نام به که کاتالان اعداد
است. شده بيان آن ها براي معادل ترکيبياتيِ ساختار ٢١۴ از بيش ،[۶] کتاب در که به گونه اي دارد؛ وجود گوناگوني تعابير اعداد اين براي

مي شود: تعريف زير به صورت n ام کاتالان عدد

Cn =
١

n+ ١

(
٢n
n

)
.

n+ ٢ با محدب چندضلعي يک Pn+٢ کنيد فرض است. محدب چندضلعي هاي مثلث بندي مسئله اعداد، اين مشهور هندسي تعابير از يکي
تعداد است. دروني نقاط در غيرمتقاطع قطر n − ١ از استفاده با مثلث n به چندضلعي اين افراز ،Pn+٢ از مثلث بندي يک باشد. رأس

از: عبارت اند دنباله اين نخستين جملات است. Cn کاتالان عدد با برابر دقيقاً کار اين براي متمايز روش هاي

C٠ = ١, C١ = ١, C٢ = ٢, C٣ = ۵, C۴ = ١۴, . . .

Cn محاسبه براي بازگشتي رابطه
باشد. صفحه در محدب +n)-ضلعي ٣) يک Pn+٣ کنيد فرض

e

دارد وجود T از مثلث يک دقيقاً صورت، اين در باشد. Pn+٣ از مثلث بندي يک T کنيد فرض و بگيريد نظر در را Pn+٣ از e ضلع
مشترک اند. رأس يک در تنها که مي آيند به دست Q٢ و Q١ مثلث بندي شده چندضلعي دو مثلث، اين حذف با مي گيرد. بر در را e ضلع که

رخ زماني حالت اين باشد؛ صفر برابر a٢ يا a١ اعداد از يکي است ممکن .a١ + a٢ = n آنگاه باشد، رأس ai + ٢ داراي Qi اگر
٢-ضلعي يک واقع در حاصل چندضلعي دو از يکي حالت، اين در بگيرد. بر در نيز را Pn+٣ ديگر اضلاع از يکي ،e شامل مثلثِ که مي دهد

.C٠ = ١ مي نويسيم ازاين رو دارد؛ مثلث بندي يک تنها که مي شود گرفته نظر در
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مشترک رأس يک امتداد در را آن ها مي توان باشند، شده داده رأس a٢ + ٢ و a١ + ٢ با مثلث بندي شده چندضلعي دو اگر برعکس،
رابطه دارد، وجود مثلث بندي Cai تعداد به Qi براي که آنجا از کرد. تبديل مثلث بندي شده n)-ضلعي + ٣) يک به e ضلع افزودن با و

مي آيد: دست به زير بازگشتي

Cn+١ =
n∑

k=٠

CkCn−k. (٢. ١)

Cn محاسبه براي مولد تابع
آنگاه باشد، C(x) =

∑∞
n=٠Cnx

n اگر .٢. ١ گزاره

C(x) =
١−

√
١− ۴x
٢x

.

نتيجه: در مي کنيم. جمع n ⩾ ٠ روي و کرده ضرب xn در را (٢. ١) رابطه طرفين اثبات.
∞∑
n=٠

Cn+١x
n =

C(x)− ١
x

.

بنابراين: است.
∑n

k=٠CkCn−k با برابر C(x)٢ در xn ضريب ديگر، سوي از

C(x)− ١
x

= C(x)٢

=⇒ xC(x)٢ − C(x) + ١ = ٠

=⇒ C(x) =
١−

√
١− ۴x
٢x

.

آنگاه کنيم، انتخاب را مثبت علامت اگر
√
١− ۴x = ١− ٢x+ · · · ⇒ C(x) =

١
x
− ١+ · · · ,

پس: نيست. سازگار C(x) تعريف با که

C(x) =
١−

√
١− ۴x
٢x

.

.٢. ٢ گزاره

Cn =
١

n+ ١

(
٢n
n

)
=

(٢n)!
n!(n+ ١)!

.

داريم: دوجمله اي بسط از اثبات.

√
١− ۴x = (١− ۴x)١/٢ =

∞∑
n=٠

(
١/٢
n

)
(−۴x)n

⇒ C(x) =
١
٢x

(
١−

∞∑
n=٠

(
١/٢
n

)
(−۴x)n

)

= −١
٢

∞∑
n=٠

(
١/٢
n+ ١

)
(−۴)n+١xn.
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مي آيد: به دست طرف، دو در xn ضرايب مقايسه ي با

Cn = −١
٢

(
١/٢
n+ ١

)
(−۴)n+١.

تعميم يافته: دوجمله اي ضريب تعريف )از
n

m

)
=

n(n− ١) . . . (n−m+ ١)
m!

,

)داريم:
١/٢
n+ ١

)
=

١
٢(

١
٢ − ١) · · · (١٢ − n)

(n+ ١)!
,

نتيجه: در و

Cn =
١

n+ ١

(
٢n
n

)
.

به اختصار را يک هر ماهيت تفصيلي، اثبات به ورود بدون و مي کنيم بيان را کاتالان اعداد ترکيبياتيِ تعابير مشهورترين از برخي ادامه، در
مي دهيم. توضيح مثال با همراه

است: برابر زير کميت هاي از يک هر با Cn کاتالان عدد ،n ≥ ٠ هر براي .٢. ٣ قضيه

محدب؛ +n)-ضلعي ٢) يک مثلث بندي هاي تعداد (i)

داخلي؛ رأس n با کامل دودويي درخت هاي تعداد (ii)

رأس؛ n+ ١ با ريشه دار صفحه اي درخت هاي تعداد (iii)

٢n؛ طول به رأي دنباله هاي تعداد (iv)

عامل؛ n+ ١ با عبارت يک کامل پرانتزگذاري روش هاي تعداد (v)

.٢n طول به دايک مسيرهاي تعداد (vi)

شود. رجوع [۶] مرجع به آن ها، ميان دوسويي تناظرهاي بررسي و تعابير اين هم ارزي اثبات براي اثبات.

مي پردازيم: فوق موارد از برخي براي مثال ارائه و تشريح به ادامه در

دودويي درخت يک ∅ تهي درخت مي شود: تعريف چنين بازگشتي به صورت کامل دودويي درخت يک کامل: دودويي درخت هاي (ii)
در دودويي اند. درخت يک خود يک هر که مي شود تشکيل راست و چپ زيردرخت دو و ريشه رأس يک از ناتهي دودويي درخت هر و است

مي شمارد. را داخلي رأس n با کامل دودويي درخت هاي تعداد Cn کاتالان عدد تعبير، اين

دارد: وجود داخلي رأس ٣ با کامل دودويي درخت C٣ = ۵ دقيقاً ،n = ٣ براي .۴ .٢ مثال
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شامل يا مي شود، تشکيل ريشه) (به عنوان v منفرد رأس يک از يا P ريشه دار صفحه اي درخت يک ريشه دار: صفحه اي درخت هاي (iii)
ساختار، اين در است. متصل m ≥ ١ با (P١, . . . , Pm) ريشه دار صفحه اي درخت هاي از مرتب دنباله اي به که است v ريشه اي رأسي

مي کند. مشخص را رأس n+ ١ با درخت ها اين تعداد Cn و دارد اهميت زيردرخت ها ترتيب

است: زير به صورت رأس ۴ با ريشه دار صفحه اي درخت C٣ = ۵ تعداد ،n = ٣ براي .۵ .٢ مثال

جملات تمامي مجموع به طوري که است، −١ عدد n و ١ عدد n از متشکل ٢n طول به دنباله اي رأي دنباله رأي: دنباله هاي (iv)
باشد. نامنفي آن جزئي مجموع هر و بوده صفر با برابر

از: عبارت اند ۶ طول به رأي دنباله هاي ،n = ٣ براي .۶ .٢ مثال

(١, ١, ١−,١−,١−,١), (١, ١−,١, ١−,١−,١), (١, ١−,١−,١, ١−,١),

(١−,١, ١, ١−,١−,١), (١−,١, ١−,١, ١−,١).

و (١, ١) صعودي گام هاي با (٢n, ٠) به (٠, ٠) مبدأ از Z٢ شبکه در مسيري ،٢n طول به دايک مسير يک دايک: مسيرهاي (vi)
نرسد. افقي محور زير به هرگز مسير که به گونه اي است، (١−,١) نزولي

شده اند: رسم زير در ۶ طول به دايک مسير C٣ = ۵ تعداد ،n = ٣ براي .٢. ٧ مثال

کاتالان اعداد q-آنالوگ ٣
مي کنيم: تعريف زير به صورت را کاتالان اعداد q-آنالوگ

Cn(q) =
١

[n+ ١]q

[
٢n
n

]
q

.

هستند: برقرار زير اتحادهاي گاوسي، ضرايب ويژگي هاي از بهره گيري ]با
٢n

n+ ١

]
q

=
[n]q

[n+ ١]q

[
٢n
n

]
q

= [n]qCn(q),[
n
m

]
q

=

[
n− ١
m− ١

]
q

+ qm
[
n− ١
m

]
q

=

[
n− ١
m

]
q

+ qn−m

[
n− ١
m− ١

]
q

,[
٢n
n

]
q

−
[

٢n
n+ ١

]
q

=
qn

[n+ ١]q

[
٢n
n

]
q

= qnCn(q).
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اعداد براي q-آنالوگ يک Cn(q) بنابراين ١Cn(q)→limq؛ = Cn که مي شود مشاهده ،Cn = ١
n+١

(٢n
n

)
اينکه به توجه با

است: برقرار کاتالان اعداد براي زير اتحادهاي همچنين، است. کاتالان

Cn =
١

n+ ١

(
٢n
n

)
=

(٢n)!
(n+ ١)!n!

=
n∏

k=٢

n+ k

k
,

Cn =

(
٢n
n

)
−
(

٢n
n+ ١

)
=

١
٢n+ ١

(
٢n+ ١

n

)
=

٢)٢n− ١)
n+ ١

Cn−١.

ديگر مثال چند ۴
نشان Dn با Sn متقارن گروه پريش هاي کل تعداد مي نامند. پريش٢ يک باشد، ثابت نقطه هرگونه فاقد که را Sn متقارن گروه از جايگشتي

با: است برابر و مي شود داده

Dn = n!

(
١− ١

١!
+

١
٢!

− · · ·+ (−١)n
١
n!

)

= n!
n∑

k=٠

(−١)k

k!
,

است: شده معرفي زير به صورت Dn q-آنالوگِ ،[٨] در است. ٠! = ١ تعريف طبق آن در که

Dn(q) = [n]q!
n∑

k=٠

(−١)k
q(

k
٢)

[k]q!
.

است. شده اثبات و مطرح فرما و ويلسون قضاياي q-آنالوگِ ،[۵] در راستا، همين در
به طوري که (λ ⊢ n) باشد n از افراز يک λ = (λ١, . . . , λk) و Ω = {١, ٢, . . . , n} طبيعي، عدد يک n کنيد فرض حال
مي گيريم. نظر در را mاندازه� با Ω(m) ⊆ Ω مانند زيرمجموعه اي ،٠ < m ≤ n هر ازاي به .λ١ ≥ λ٢ ≥ · · · ≥ λk > ٠

است: زير به صورت زيرمجموعه ها از زنجيره اي ،Ω در λ-پرچم يک

Ω(λ١) ⊂ Ω(λ١ + λ٢) ⊂ · · · ⊂ Ω(λ١ + · · ·+ λk) = Ω

چندجمله اي: ضريب با است برابر Ω در λ-پرچم ها کل تعداد .|Ω(
∑i

j=١ λj)| =
∑i

j=١ λj )به طوري که
n

λ١, λ٢, . . . , λk

)
=

n!

λ١!λ٢! · · ·λk!
.

عدد با برابر درجه اي مي شود، داده نشان φλ با که حاصل، جايگشتيِ سرشت و مي کند عمل λ-پرچم ها تمام مجموعه بر Sn متقارن گروه
دارد. فوق

را V روي عام خطي گروه GLn(q) و باشد عضو) q (با Fq متناهي ميدان روي n-بعدي برداري فضاي يک V کنيد فرض حال
مي شود: تعريف زيرفضاها از زنجيري به صورت V در λ-پرچم يک مشابه، مفاهيم از استفاده با دهد. نشان

V١ ⊂ V٢ ⊂ · · · ⊂ Vk = V

چندجمله اي ضريب با برابر V برداري فضاي در λ-پرچم ها کل تعداد .١ ≤ i ≤ k هر براي dimVi =
∑i

j=١ λj به طوري که
است: زير ]گاوسي

n
λ١, λ٢, . . . , λk

]
q

=
[n]q!

[λ١]q! [λ٢]q! · · · [λk]q!
.

Derangement٢
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است واضح مي آيد. پديد χλ جايگشتيِ سرشت عمل، اين از و مي کند عمل V در λ-پرچم ها تمام مجموعه بر نيز GLn(q) گروه
q-آنالوگ يک V در λ-پرچم ها تعداد بنابراين مي کند؛ ميل Ω در λ-پرچم ها تعداد به V در λ-پرچم ها تعداد ،q → ١ کردن ميل با که

است. Ω در λ-پرچم ها تعداد براي طبيعي
خود متناظر گروه هاي تحويل ناپذير سرشت هاي از مجموعي به صورت يک هر φλ و χλ سرشت هاي اشتاينبرگ، از قضيه اي اساس بر
اگر خاص حالت در مي گيريم. نظر در ٠ ≤ m ≤ n

٢ شرط با را n از λ = (n − m,m) افراز منظور، اين به مي شوند. تجزيه
متقارن گروه مورد در که بود خواهند متناظر گروه هاي (هماني) بديهي سرشت هاي χλ = ١GLn(q) و φλ = ١Sn آنگاه باشد، m = ٠

مي دهيم. نشان χ(n) با را آن عام خطي گروه مورد در و [n] با را مؤلفه اين
سرشت باشد، n از افرازي µ اگر است. برقرار يک به يک تناظر يک Sn تحويل ناپذير سرشت هاي و n عدد افرازهاي ميان ديگر، سوي از

مي شوند: حاصل زير نتايج بنابراين، مي دهيم. نشان [µ] با را µ با متناظر تحويل ناپذير

داريم: λ = (n−m,m) با φλ جايگشتيِ سرشت براي .١ .۴ لم

φλ = [n] + [n− ١, ١] + · · ·+ [n−m,m], ٠ ≤ m ≤ n

٢
,

مي باشند.
(
n
k

)
−
(

n
k−١

)
درجه از Sn تحويل ناپذير سرشت هاي ،٠ ≤ k ≤ n

٢ براي ،[n− k, k] آن در که

است. متقارن گروه از تحويل ناپذير سرشت يک درجه ي با برابر Cn کاتالان عدد .٢ .۴ گزاره

سرشت داراي S٢n گروه ،١ .۴ لم طبق مي کنيم. انتخاب را λ = (n, n) ⊢ ٢n افراز و گرفته نظر در را S٢n متقارن گروه اثبات.
درجه از )تحويل ناپذيري

٢n
n

)
−
(

٢n
n− ١

)
=

١
n+ ١

(
٢n
n

)
= Cn

است. S٢n از تحويل ناپذير سرشت يک درجه با برابر Cn بنابراين، است.

دارد: متناظري تجزيه نيز GLn(q) گروه از χλ جايگشتي سرشت فوق، ساختار مشابه

داريم: n از ٠ ≤ m ≤ n
٢ شرط با λ = (n−m,m) افراز براي .٣ .۴ لم

χλ = χ(n) + χ(n−١,١) + · · ·+ χ(n−m,m),

است.
[
n
k

]
q

−
[

n
k − ١

]
q

درجه با GLn(q) از تحويل ناپذير سرشت يک χ(n−k,k) آن در که

درجه با برابر qnCn(q) کميت صورت، اين در باشد. Cn کاتالان عدد q-آنالوگِ ،Cn(q) =
١

[n+١]q

[
٢n
n

]
q

کنيد فرض .۴ .۴ گزاره

است. GL٢n(q) عام خطي گروه از تحويل ناپذير سرشت يک

است: زير درجه با تحويل ناپذيري سرشت داراي GL٢n(q) گروه ،٣ .۴ لم طبق بگيريد. نظر در را ٢n از λ = (n, n) افراز ]اثبات.
٢n
n

]
q

−
[

٢n
n− ١

]
q

= qnCn(q).

ميل Cn به مستقيماً درجه اين ،q → ١ کردن ميل با به علاوه، است. GL٢n(q) از χ(n,n) تحويل ناپذير سرشت درجه qnCn(q) پس
مي کند.
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Abstract: Catalan numbers are defined by the formula Cn = 1
n+1

(
2n
n

)
. In this paper, after a brief

historical overview of these numbers in mathematics and the introduction of their q-analogue, we show that
Cn is equal to the degree of an irreducible character of the symmetric group S2n. Furthermore, we prove
that if Cn(q) represents the q-analogue of the Catalan number, then the expression qnCn(q) corresponds
to the degree of an irreducible character of the general linear groupGL2n(q).
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