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در چنددوره اي ميانگين-واريانس سرمايه گذاري سبد انتخاب براي بهينه راهبرد
نامعين سرمايه گذاري دوره ي طول با غيرمارکوف رژيم تغيير با بازار يک
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وابستگي بر اساسي فرض مارکوفي، رژيم تغيير با بازارهاي در سرمايه گذاري سبد انتخاب کلاسيک مدل هاي در چکيده:
وضعيت هاي و تاريخي حافظه ي مدل ها اين مهم، محدوديت يک به عنوان است. بازار کنوني وضعيت به دارايي ها بازده
براي مي گيرند. ناديده دارند، سرمايه گذاران تصميم گيري هاي و دارئي ها بازدهي بر بسزايي تأثير که را بازار گذشته ي
گذشته ي وضعيت هاي مسير غيرمارکوفي، رژيم تغيير مدل هاي بازار، واقعيت هاي با بيشتر انطباق و محدوديت اين رفع
ميانگين-واريانس بهينه ي سرمايه گذاري سبد انتخاب مسئله ي مقاله، اين در مي کنند. لحاظ خود فرضيات در نيز را بازار
در مي گيرد. قرار مطالعه مورد نامعين سرمايه گذاري دوره ي طول با و غيرمارکوفي رژيم تغيير با بازاري در چنددوره اي
بازار وضعيت به همزمان آن، از خروج يا بازار در ماندن باقي براي سرمايه گذاران تصميم که است شده فرض راستا، اين
با و شده فرمول بندي تصادفي بهينه ي کنترل مسئله ي يک چارچوب در مسئله اين است. وابسته بيروني عوامل نيز و

است. آمده دست به آن بهينه ي تحليلي راه حل پويا، برنامه ريزي روش به کارگيري
خروج. زمان پويا، برنامه ريزي مارکوف، غير رژيم تغيير ميانگين-واريانس، مدل سرمايه گذاري، سبد کليدي: واژه هاي

90C39; 91G10 رياضي: ردهبندي

پيش گفتار ١
ارائه مارکويتز توسـط تک دوره اي مدل يک قالب در بار نخستين که ميانگين-واريانس، معيار مبناي بر سرمايه سبد مديريت نظري چارچوب
بازده بين بهينه توازن يافتن سرمايه گذار، هدف مدل، اين در مي شود. شناخته مدرن سرمايه ي سبد نظريه ي سنگ بناي به عنوان ،[١٩] شد
ريسک کمترين بازده، از مشخصي سطح براي يا که به گونه اي است؛ مي شود) سنجيده بازده ها واريانس با (که ريسک ميزان و انتظار مورد
از غيرسيستماتيک ريسک کاهش مدل، اين کليدي توصيه ي آيد. به دست بازده بيشترين ريسک، مجاز حد يک ازاي در يا شود، تحمل ممکن
مي شود. شناخته نکن“ متمرکز يکجا در را سرمايه ”همه ي عبارت با مالي ادبيات در که استراتژي دارايي هاست؛ از متنوع سبدي تشکيل طريق
اين با است. بازده و ريسک متعارض متغير دو مديريت پي در همزمان به طور که است چندهدفه بهينه سازي مسئله ي يک اصل، در مدل اين
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عدم يعني پويا، برنامه ريزي چارچوب در واريانس عملگر غيرتفکيک پذير خاصيت دليل به معيار، اين براي چنددوره اي مدل يک توسعه ي حال،
کليدي گام بود. مانده مسکوت دهه ها براي ،Is ⊂ It تو در تو اطلاعاتي مجموعه ي براي Var[Var[.∣It]∣Is] ≠ Var[.∣Is] برابري
موفق تفکيک پذير، کمکي مسئله ي يک به اصلي مسئله ي تبديل با آن ها شد. برداشته [١۵] انگ و لي توسط نظري، بن بست اين شکستن در
اين در بعدي پژوهش هاي از موجي محرک دستاورد، اين شدند. تصادفي پوياي برنامه ريزي روش کمک به آن براي تحليلي جواب استخراج به
مي توان مطالعات اين جمله ي از پرداختند. گوناگون مدل سازي هاي و فرضيات با کاربردي مسائل از مختلفي انواع بررسي به که گرديد حوزه
عدم قيد با مدل و [٧] مياندوره اي محدوديت هاي داراي مدل ،[١۴] دارايي-بدهي مديريت مدل ،[٣۶] ورشکستگي ريسک کنترل مدل به

نمود. اشاره [٨] استقراض
بازده و مي کند عمل ثابت وضعيت يک در تنها بازار که بود اين بر فرض يادشده، کارهاي جمله از پژوهش ها، اين اوليه ي مراحل در
گرفت. قرار توجه مورد رژيم تغيير مفهوم مدل، کردن واقعي تر براي و زمان به مرور هستند. يکديگر از مستقل مختلف، دوره هاي در دارايي ها
بازده و کند عمل خرسي) و گاوي وضعيت هاي (مانند متفاوت رژيم يا وضعيت چندين در مي تواند بازار که مي شود فرض چارچوب، اين در
مارکوف زنجير يک توسط معمولاً نيز تعريف شده پيش از رژيم هاي اين بين انتقال است. بازار بر حاکم رژيم از تابعي لحظه، هر در دارايي ها
آن از که پرداخته اند رژيم تغيير محيط در چنددوره اي سبد بهينه سازي مسئله ي بررسي به متعددي مطالعات راستا، اين در مي شود. مدل سازي
ژانگ و بيان اخير کار همچنين و [٢٨] چن و وو ،[٢٧] زنگ و وو ،[۵] يانگ و چن ،[٣] ازکيچي و چاکماک پژوهش هاي به مي توان جمله

کرد. اشاره [٢]
بسياري عمل، در اما مي شود، گرفته نظر در مشخص پيش از و قطعي مسئله، ساده سازي براي سرمايه گذاري افق مطالعات، اکثر در اگرچه
عدم اين دارد. تصادفي و غيرقطعي ماهيتي بازار، از خروج زمان و سرمايه گذاري دوره ي طول که هستند مواجه واقعيت اين با سرمايه گذاران از
فوت بيماري، بروز مانند بازار، از مستقل بيروني عوامل سو، يک از گيرد. قرار گوناگوني عوامل تاثير تحت مي تواند خروج تاريخ در قطعيت
شرايط قبيل از بازار، خود با مرتبط دروني عوامل ديگر، سوي از بزنند. رقم را خروج زمان مي توانند ناگهاني، مالي نيازهاي يا سرمايه گذار،
وابسته آن شرايط به بازار از خروج که مواردي در هستند. مؤثر تصميم گيري اين در نيز ثروت، از معيني سطح به دستيابي يا اقتصادي نامساعد
حال، اين با مي شود. تعيين بازار اطلاعات توسط کاملا که کند تعريف توقف زمان يک اساس بر را خود معيار است ممکن سرمايه گذار است،
وابسته نيز بازار از خارج تصادفي رويدادهاي به بازار، اطلاعات بر علاوه که گرفت نظر در را خروجي زمان و داد تعميم را مفهوم اين مي توان
ديگر بازاري در جذاب سرمايه گذاري فرصت يک ظهور صورت در تنها بازار، نامساعد شرايط در است ممکن سرمايه گذار يک نمونه، براي باشد.
به مي توان مستقل خروج زمان با پژوهش ها ميان در نمايد. خروج به اقدام است، تصادفي پديده اي خود که ديجيتال)، ارزهاي يا مسکن (نظير
کرد. اشاره [١٢] کيخائي و [١٠] همکاران و گي ،[١٣] همکاران و لاندريالت ،[٢٩] لي و وو ،[٣۴] همکاران و يي ،[٣٢] همکاران و يااو
،[٣۵] يو ،[١] همکاران و بلانشت به مي توان آن تعميم و [١١] وانگ و کاراتزاس به مي توان خروج معيار به عنوان توقف زمان خصوص در

کرد. اشاره [١۶] همکاران و ليو و [٢٠] چن و پنگ ،[١٨] همکاران و الوي ،[٣٣] يي ،[٣٠] همکاران و وو
خاصيت مي برد: رنج بنيادي ساختاري محدوديت يک از چشمگير، پيشرفت وجود با اول، مرتبه ي مارکوفي رژيم تغيير کلاسيک چارچوب
ناديده را بازار فرآيند تاثيرگذار تاريخچه ي است، وابسته کنوني وضعيت به تنها بازار آتي توزيع اينکه فرض با چارچوب اين بودن. بي حافظه
مي گيرد. شکل گذشته تجربيات توسط بازار رفتار و سرمايه گذاران انتظارات که جايي است، مالي واقعيت با تضاد در اغلب فرضيه اين مي گيرد.
مي تواند طولاني مدت رکود يک که حالي در شود، گرفته نظر در خريد فرصت يک به عنوان است ممکن بازار کوتاه مدت رکود يک مثال، براي
مشاهده را حاضر لحظه ي در ”رکود“ برچسب تنها که اول، مرتبه ي مارکوفي مدل يک باشد. داشته دنبال به را سرمايه فرار و ترس از موجي
که هستند مسير به وابسته ذاتا ميانگين، به بازگشت و (تکانه) مومنتوم مانند پديده هايي نيست. حياتي تفاوت اين تشخيص به قادر مي کند،
که است شده پديدار نوظهوري ادبيات محدوديت، اين درنظرگيري با مي دهد. نشان پيش از بيش را تاريخي اطلاعات گنجاندن لزوم امر اين
مدل ها اين مي پردازد. پيوسته زمان در ميانگين-واريانس سرمايه گذاري سبد انتخاب براي مسير به وابسته و غيرمارکوفي مدل هاي بررسي به
اين با .[٢۶–٢۴ ،٢١ ،۴] مي شوند تعيين تاريخي اطلاعات اساس بر بلکه فعلي، وضعيت اساس بر نه بازار پارامترهاي که مي کنند فرض
گسسته، زمان حوزه ي در نيافته اند. توسعه است، مناسب تر عملي تصميم گيري هاي از بسياري براي که گسسته  زمان فضاي در مدل ها اين حال،
مسائل روي بر عمدتا آن ها تمرکز اما شده اند، گرفته کار به حافظه کردن لحاظ براي موفقيت با بالا مرتبه ي با مارکوفي رژيم تغيير مدل هاي

.[٣٧ ،٣١ ،٢٣ ،٢٢ ،۶] است بوده ريسک اندازه گيري و معامله اختيار قيمت گذاري بهره، نرخ مدل سازي مانند ديگر مالي
مارکوف مدل يک چارچوب در را سرمايه سبد انتخاب مسئله ي [٣٠] همکاران و وو سرمايه گذاري، دوره ي طول بودن قطعي غير فرض با
خارجي تصادفي رويداد يک وقوع به مشروط و بازار) به (وابسته درون زا به صورت پژوهش اين در خروج زمان کرده اند. بررسي کلاسيک
از مانع مارکوف، مدل بي حافظه ي ماهيت حال، اين با است. شده مدل سازي بازار) از بيرون در جذاب سرمايه گذاري فرصت يک ظهور (مانند
را محدوديت اين غيرمارکوفي، مدل يک معرفي با [١٢] کيخائي ديگر، سوي از مي شود. دارايي ها بازده بر بازار تاريخچه ي تاثير درنظرگيري
وابستگي پيچيده تر واقعيت مدل، اين اگرچه است. ساخته مرتفع بازار گذشته ي مسير و تاريخچه  به دارايي ها بازده وابستگي گرفتن نظر در با
مقاله، اين در است. شده فرض بازار شرايط از مستقل و برون زا متغير يک به صورت بازار از خروج زمان آن در اما مي کند، لحاظ را بازده ها
گنجاندن با [٣٠] همکاران و وو مدل تعميم ما، اصلي هدف کنيم. ترکيب يکپارچه چارچوب يک در را فوق پيشرفت دو هر داريم قصد ما
آن کردن وابسته و خروج زمان کردن درون زا با [١٢] کيخائي مدل تعميم همزمان، به طور و (غيرمارکوفي) مسير به بازده ها وابستگي فرض
را پيشين مدل هاي کاربرد دامنه ي هم و است واقع بينانه تر هم حاضر، مدل ترتيب، بدين است. خارجي تصادفي عوامل و بازار وضعيت به
تصميم بر موازي بازارهاي تاثير همچنين و سرمايه گذاري بازدهي بر بازار حافظه تاثير کردن لحاظ اهميت بر تاريخي شواهد مي دهد. گسترش



٣ سرمايه سبد بهينه سازي

ايران در زرد) رنگ (با طلا و بورس بازار شاخص ارزش تغييرات روند :١ شکل

نمايش همزمان به طور را طلا ارزش و ايران در بورس بازار شاخص ارزش تغييرات روند ١ شکل دارند. تاکيد بازار ترک براي سرمايه گذاران
سبدهاي زيان دهي يا سود نتيجه در و سرمايه خروج يا جذب بر نزولي) چه و صعودي (چه مستمر روندهاي تاثير وضوح به شکل اين در مي دهد.
سرمايه خروج روند بر شاخص ارزش کاهش همزمان به صورت و طلا ارزش صعودي سير مقاطعي، در ديگر سوي از مي شود. مشاهده سرمايه
مدل اين از خاصي حالات به عنوان پيشين، پژوهش دو هر نتايج چگونه که داد خواهيم نشان نظري لحاظ از است. بوده تاثيرگذار سهام بازار از
شده فرمول بندي چنددوره اي تصادفي بهينه ي کنترل مسئله ي يک قالب در مسئله هدف، اين به دستيابي براي هستند. استنتاج قابل جامع تر

مي گردد. استخراج آن تحليلي راه حل لاگرانژ ضرايب تکنيک و پويا برنامه ريزي روش به کارگيري با و
ميانگين-واريانس سبد بهينه سازي مسئله ي معرفي همچنين و فرضيات مدل بندي، است: شده تنظيم زير به صورت مقاله اين ساختار
بهينه ي استراتژي است. شده داده اختصاص پوياي برنامه ريزي روش براساس مسئله  حل به ٣ بخش شده اند. آورده ٢ بخش در متناطر
استفاده با ۶ بخش در شده اند. بررسي ۵ بخش در خاص موارد شده  اند. ارائه ۴ بخش در ميانگين-واريانس موثر مرز همچنين و سرمايه گذاري

است. شده بيان ٧ بخش در جديد پيشنهادات ارائه ي و نتيجه گيري است. شده تحليل مدل نتايج عددي مثال يک از

فرضيات و مدل بندي ٢
نشان دهنده ي Xn کنيم فرض است. ريسکي دارايي N + ١ شامل که مي گيريم نظر در را T معين زماني افق با چنددوره اي مالي بازار يک
يا و (نزولي) خرسي (صعودي)، گاوي مانند شده اي شناخته موارد شامل مي توانند وضعيت ها اين مثال، براي باشد. n زمان در بازار وضعيت
دارايي ها بازدهي وابستگي مي دهد، قرار مارکوف غير رژيم تغيير با بازارهاي رده ي در را آن که مدل اين کليدي و متمايز ويژگي باشد. راکد
دارايي هر و n = ٠,١, . . . , T − ١ دوره هر براي مشخص، به طور است. آن فعلي وضعيت تنها نه و بازار تاريخچه ي کامل مسير به
مي شود مدل سازي Rk

n(X٠, . . . ,Xn) تصادفي متغير صورت به [n,n+١) زماني بازه در kام دارايي بازدهي ،k = ٠,١, . . . ,N
يک {Xn}Tn=٠ مي کنيم فرض بازار، وضعيت هاي پويايي توصيف براي مي شود. تعريف (X٠, . . . ,Xn) کامل مسير بر مشروط که
(n = ١,٢, . . . , T (براي Qn زمان به وابسته انتقال ماتريس هاي و S = {١,٢, . . . , L} متناهي حالت فضاي با مارکوف زنجير

که: به طوري است،
Qn(in−١, in) = Pr(Xn = in ∣Xn−١ = in−١).

نماد اين تکرار، از جلوگيري و نمادها ساده سازي براي مي دهيم. نشان Rn با فشرده صورت به را n دوره در دارايي ها تمامي بازدهي بردار
داريم: مشخص، مسير يک براي بنابراين، است. (X٠, . . . ,Xn) تاريخچه ي کل از تابعي Rn که است فرض اين حاوي ضمني به طور

Rn = (R٠
n,R

١
n, . . . ,R

N
n )
′
,

يک خاص حالت در (که صفر شماره دارايي به نسبت ريسکي دارايي هاي مازاد بازدهي هاي بردار مشابه، به طور است. ترانهاده نماد ′ آن در که
مي شود: تعريف زير صورت به است) ريسک بدون دارايي

Re
n = (R١

n −R٠
n, . . . ,R

N
n −R٠

n)
′
.

نماد اينجا در مي گيريم. نظر در شده، مشاهده مسيرهاي براي دارايي ها بازدهي و مارکوف زنجير درباره ي را زير فرضيات مقاله اين در
است. اميد عملگر بيانگر E[.]
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,Qn(in؛ in+١) > ٠ ،in, in+١ ∈ S هر براي (١)

E[Re؛
n(i٠, . . . , in)] ≠ (٠, . . . ,٠)′ (٢)

است؛ معين مثبت E[Rn(i٠, . . . , in)Rn(i٠, . . . , in)′]ماتريس (٣)

است؛ Rm(j٠, . . . , jm) از مستقل Rn(i٠, . . . , in) ،n ≠m هر براي (۴)

است. Xn+١ = in+١ داده شده ي وضعيت از مستقل Rn(i٠, . . . , in) (۵)

مي کنيم تعريف ،(X٠, . . . ,Xn) = (i٠, . . . , in) داده شده ي مسير يک و n = ٠,١, . . . , T − ١ براي

hn ∶= ren′V −١
n ren,

gn ∶= rn − ren′V −١
n Un,

fn ∶= r٢
n −U ′nV −١

n Un,

آن در که

Vn(i٠, . . . , in) ∶= E[Re
n(i٠, . . . , in)Re

n(i٠, . . . , in)′],
Un(i٠, . . . , in) ∶= E[R٠

n(i٠, . . . , in)Re
n(i٠, . . . , in)],

ren(i٠, . . . , in) ∶= E[Re
n(i٠, . . . , in)],

rn(i٠, . . . , in) ∶= E[R٠
n(i٠, . . . , in)],

r٢
n(i٠, . . . , in) ∶= E[(R٠

n(i٠, . . . , in))٢].

بازدهي ها تباهيدگي عدم بر (٢) فرض هستند. دسترسي قابل گام يک در يکديگر از وضعيت ها تمام که مي کند بيان (١) فرض تذکر:
آورد. به دست آنها ساير از خطي ترکيب حسب بر نمي توان را دارائي ها از يک هيچ بازدهي که مي کند بيان (٣) فرض همچنين دارد. تاکيد
يا و قرضه اوراق مانند ريسک بدون دارائي يک وجود فرض پژوهش ها از بسياري در ندارد. وجود بازار در مازادي دارائي هيچ ديگر به بيان
کرد. فرض ريسک بدون را ٠ شماره دارائي مي توان مثال به عنوان کليت، از کاستن بدون حاضر، مدل در مي شود. لحاظ مدل در بانکي دارائي

و rn = R٠
n صورت اين در بود. خواهد صفر آن بازدهي واريانس و قطعي آن بازدهي شده، داده مسير يک به ازاي درنتيجه

hn ∶= ren′V −١
n ren,

gn ∶= rn(١ − hn),
fn ∶= r٢

n(١ − hn).

است. شده حذف بنابراين و است [٣٠] در ٣ و ٢ لم هاي مشابه زير لم اثبات

هستند. مثبت حقيقي اعداد fn(i٠, . . . , in) و hn(i٠, . . . , in) همچنين است. معين مثبت ماتريس يک Vn(i٠, . . . , in) .٢. ١ لم

سرمايه گذاري برنامه ي و مي شود مالي بازار وارد w٠ اوليه ي ثروت با i٠ اوليه ي وضعيت در ٠ زمان در سرمايه گذار که مي کنيم فرض حال
در که مي دهيم نشان πn ∶= (π١

n, π
٢
n, . . . , π

N
n )′ ∈ RN با را n زمان در سرمايه گذاري سبد مي کند. تنظيم متوالي دوره ي T براي

استراتژي يک که باشيد داشته توجه است. شده سرمايه گذاري ٠-ام) دارائي گرفتن نظر در (بدون k-ام دارايي در که است مبلغي مقدار πk
n آن

تحت n زمان در سرمايه گذار ثروت ادامه در است. π = {π٠, π١, . . . , πT−١} به صورت سبدها از دنباله اي T-دوره اي، سرمايه گذاري
در است. n زمان در ٠-ام دارايي در شده سرمايه گذاري مقدار π٠

n =W π
n −∑N

k=١ π
k
n اينجا، در مي دهيم. نشان W π

n با را π استراتژي
مي آيد، به دست زير به صورت π استراتژي تحت ثروت ديناميک صورت، اين

W π
n+١ =W π

nR
٠
n(X٠, . . . ,Xn) + π′nRe

n(X٠, . . . ,Xn), n = ٠,١, . . . , T − ١.

(به صورت کاهش يا و واريز) (به صورت افزايش باعث خارجي عامل هيچ و است خودتامين ثروت فرآيند که است معني اين به بالا فرمول بندي
که مي کنيم فرض اينجا در نمي شود. ثروت سطح برداشت)
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ثروت ديگر، به بيان هستند. W π
n = wn داده شده ي ثروت از مستقل Xn+١ و Rn(i٠, . . . , in) تصادفي متغيرهاي (۶)

ندارد. بازار عملکرد بر تاثيري خرد سرمايه گذاران

با مرتبط دلايل به سرمايه گذار است ممکن واقعيت، در اما گرفتيم. نظر در را T معين زماني افق با سرمايه گذاري مدل يک ابتدا در
عدم معني ∞به اينجا در شود. خارج بازار از τ٠ ∈ {٠,١,٢, . . .} ∪ {∞} تصادفي زمان در خارجي، عامل يک و مالي بازار وضعيت
صورت، اين در کند. صرف نظر خود سرمايه گذاري از T زمان از قبل سرمايه گذار است ممکن ،τ٠ زمان بودن تصادفي به توجه با است. وقوع
،X٠ = i٠ اوليه ي وضعيت هر براي مي کنيم فرض است. τ ∶= min(T, τ٠) با برابر مي شود، داده نشان τ با که خروج، واقعي زمان

داريم
T

∑
n=٠

Pr(τ = n ∣X٠ = i٠) = ١.

بستگي Xn يعني بازار فعلي وضعيت به ،n زمان در بازار از خروج شرطي احتمال که مي کنيم فرض ،[٣٠] همکاران و لي پژوهش با مشابه
σ−ميدان ،Fn ∶= σ{Xt;٠ ≤ t ≤ n} کنيم فرض است. حساس بازار فعلي وضعيت به خروج احتمال که است معني اين به اين دارد.
تعريف زير به صورت را {ξn;n = ٠,١,٢, . . . , T} تصادفي فرآيند باشد. n زمان تا ابتدا از بازار وضعيت هاي اطلاعات نشان دهنده

مي کنيم:

ξn ∶=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

E[1{τ٠=n}∣Xn] = Pr(τ٠ = n∣Xn), n = ٠,١, . . . , T − ١,
E[1{τ٠≥T}∣XT ] = Pr(τ٠ ≥ T ∣XT ), n = T,

بنويسيم مي توانيم ،τ =min(T, τ٠) تعريف به توجه با است. مشخصه تابع بيانگر 1{⋅} آن در که

ξn = E[1{τ=n}∣Xn] = Pr(τ = n∣Xn), n = ٠,١, . . . , T.

مي کنيم: تعريف زير نماد با را in وضعيت به وابسته خروج احتمال ،n = ٠,١, . . . , T براي

Pn(in) ∶= E[ξn∣Xn = in] = Pr(τ = n∣Xn = in).

مي کنيم: لحاظ خروج زمان درخصوص را زير فرض هاي ،[٣٠] همکاران و لي پژوهش با مشابه

مي کنيم فرض ،n = ٠,١, . . . , T براي همچنين، .Pr(τ = T ) > ٠ (٧)

E[1{τ = n} ∣ FT ] = E[1{τ = n} ∣Xn].

است. n زمان در ثروت از مستقل n زمان در خروج احتمال ،Xn داده شده ي وضعيت  براي علاوه براين،

τ ≤ T −١ يک، احتمال با صورت اين غير در .Pr(τ٠ ≥ T ) > ٠ معادل به عبارت يا ،Pr(τ = T ) > ٠ کنيم فرض که است منطقي
که طوري iT ∈ S دارد وجود صورت، اين در است. بي معني سرمايه گذاري اوليه ي افق به عنوان T گرفتن نظر در بنابراين و است

که مي کند بيان ٧ فرض ديگر سوي از .PT (iT ) > ٠

Pr(τ = n ∣X٠,X١, . . . ,XT ) = Pr(τ = n ∣Xn),

گذشته. يا آينده زمان هاي در بازار وضعيت هاي نه و است Xn فعلي وضعيت تأثير تحت تنها n زمان در خروج احتمال که معناست اين به و
مي کنيم: فرض نهايت در

نمي شود. دريافت فروش و خريد براي معامله هزينه و است مجاز استقراضي فروش (٨)

و اميد نمايش براي Var٠[.] ∶= E٢[.]٠ − E٢[.]٠ و E٠[.] ∶= E[. ∣ X٠ = i٠;W π
٠ = w٠] نمادهاي از ما ادامه در

سبد چنددوره اي انتخاب مسئله ي ميانگين-واريانس، رويکرد از استفاده با مي کنيم. استفاده w٠ و i٠ اوليه ي شرايط تحت شرطي واريانس
کرد: فرمول بندي زير بهينه سازي مسئله ي طريق از مي توان را تصادفي خروج زمان با بهينه

P (µ) ∶

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

min
π

Var٠[W π
τ ]

E٠[W π
τ ] = µ,

W π
n+١ =W π

nR
٠
n(X٠, . . . ,Xn) + π′nRe

n(X٠, . . . ,Xn), n = ٠,١, . . . , T − ١.
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يعني سرمايه گذاري ريسک که به طوري است سرمايه گذاري استراتژي بهترين يافتن به دنبال سرمايه گذار يک ،P (µ) مسئله ي در
ديناميک و بوده µ مطلوب سطح با برابر انتظار مورد نهايي ثروت که شرط اين تحت برسد حداقل به خروج زمان در نهايي ثروت واريانس

باشد. تامين خود نيز ثروت
کرد: بازنويسي زير به صورت را P (µ) مسئله ي مي توان اميد، عملگر بودن خطي و واريانس تعريف به توجه با

P (µ) ∶

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

min
π

E٠[(W π
τ − µ)٢]

E٠[W π
τ − µ] = ٠,

W π
n+١ =W π

nR
٠
n(X٠, . . . ,Xn) + π′nRe

n(X٠, . . . ,Xn), n = ٠,١, . . . , T − ١.

بنويسيم، مي توانيم ٧ فرض از استفاده همچنين و خروج زمان تعيين و بازار اطلاعات بر شرط کردن با

E٠[W π
τ − µ] =E٠[E[W π

τ − µ∣ F٠]]
=E٠[E[(W π

٠ − µ)1{τ٠=٠}∣ F٠]] +E٠[E[(W π
τ − µ)1{τ١≤٠}∣ F٠]]

=E٠[(W π
٠ − µ)E[1{τ٠=٠}∣ F٠]] +E٠[(W π

τ − µ)1{τ١≤٠}]
=E٠[(W π

٠ − µ)ξ٠] +E٠[E[(W π
τ − µ)1{τ١≤٠}∣ F١]]

=E٠[(W π
٠ − µ)ξ٠] +E٠[E[(W π

١ − µ)1{τ١=٠}∣ F١]]
+E٠[E[(W π

τ − µ)1{τ٢≤٠}∣ F١]]
=E٠[(W π

٠ − µ)ξ٠] +E٠[(W π
١ − µ)E[1{τ١=٠}∣ F١]] +E٠[(W π

τ − µ)1{τ٢≤٠}]
=E٠[(W π

٠ − µ)ξ٠] +E٠[(W π
١ − µ)ξ١] +E٠[(W π

τ − µ)1{τ٢≤٠}]
⋮

=
T

∑
n=٠

E٠[ξn(W π
n − µ)].

داريم، مشابه به طور

E٠[(W π
τ − µ)٢] =

T

∑
n=٠

E٠[ξn(W π
n − µ)٢].

کرد: بازنويسي زير به صورت معين زماني افق با بهينه سازي مسئله ي يک به عنوان را P (µ) مسئله ي مي توان بنابراين،

P (µ) ∶

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

min
π

E٠[
T

∑
n=٠

ξn(W π
n − µ)٢]

E٠[
T

∑
n=٠

ξn(W π
n − µ)] = ٠,

W π
n+١ =W π

nR
٠
n(X٠, . . . ,Xn) + π′nRe

n(X٠, . . . ,Xn), n = ٠,١, . . . , T − ١.

بازدهي اميد قيد با متناظر را ٢λ ∈ R لاگرانژ ضريب منظور اين براي مي کنيم. استفاده لاگرانژ ضرايب روش از P (µ) مسئله ي حل براي
مي کنيم: تنظيم را زير کمکي مسئله ي و کرده معرفي مطلوب

P (µ,λ) ∶

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

min
π

E٠[
T

∑
n=٠

ξn(W π
n − µ)٢] + ٢λE٠[

T

∑
n=٠

ξn(W π
n − µ)]

W π
n+١ =W π

nR
٠
n(X٠, . . . ,Xn) + π′nRe

n(X٠, . . . ,Xn), n = ٠,١, . . . , T − ١.

مي کنيم: بازنويسي زير به صورت را مسئله ،d٠ ∶= µ٢ − ٢λµ و d ∶= λ − µ تعريف با

P (µ,λ) ∶

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

min
π

E٠[
T

∑
n=٠
(ξn(W π

n )٢ + ٢dξnW π
n ) + d٠]

W π
n+١ =W π

nR
٠
n(X٠, . . . ,Xn) + π′nRe

n(X٠, . . . ,Xn), n = ٠,١, . . . , T − ١.
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(پس رو) پويا برنامه ريزي :٢ شکل

 

𝑣𝑣1 

 

𝑣𝑣0 

𝑐𝑐0 𝑐𝑐1 𝑐𝑐2 𝑐𝑐𝑇𝑇−1 𝑐𝑐𝑇𝑇 
𝑣𝑣𝑇𝑇  𝑣𝑣𝑇𝑇−1 𝑣𝑣𝑇𝑇−2 

... 

... 

مي کنيم: تنظيم را زير مسئله ي و حذف را d٠ ثابت سادگي، براي

P̃ (µ,λ) ∶

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

min
π

E٠[
T

∑
n=٠
(ξn(W π

n )٢ + ٢dξnW π
n )]

W π
n+١ =W π

nR
٠
n(X٠, . . . ,Xn) + π′nRe

n(X٠, . . . ,Xn), n = ٠,١, . . . , T − ١.

هستند. يکسان بهينه ي جواب داراي P (µ,λ) و P̃ (µ,λ) به وضوح،

پويا برنامه ريزي ٣

چون بنيادي مفاهيم اساس بر روش اين مي کنيم. استفاده P̃ (µ,λ) مسئله ي حل براي تصادفي پوياي برنامه ريزي روش از پژوهش اين در
تجزيه ي امکان زيرا باشد، چندمرحله اي تصميم گيري فرآيند که است مفيد زماني به ويژه روش اين است. استوار بلمن معادله ي و ارزش تابع
(يا کمينه ي نشان دهنده ي معمولا vn(Xn)ارزش تابع پويا، برنامه ريزي در مي کند. فراهم را مديريت قابل و کوچک تر زيرمسائل به مسئله
بهينه سازي هدف گرفتن نظر در با مسئله است. n زمان در Xn (تصادفي) وضعيت متغير تحت بعد به n زمان از پاداش) (يا هزينه بيشينه ي)

مي شود: فرمول بندي زير صورت به X٠ = x٠ اوليه ي وضعيت تحت ٠ زمان از

v٠(x٠) = min
u٠,...,uT−١

E [
T−١

∑
n=٠

cn(Xn, un) + cT (XT )]

مقدار vn(xn) ارزش تابع هستند. تصميم متغيرهاي unها و پاياني هزينه ي cT (XT ) ،n زمان در هزينه cn(Xn, un) آن در که
يعني: مي دهد، نشان Xn = xn فعلي وضعيت تحت بعد به n زمان از را بهينه

vn(xn) = min
un,...,uT−١

E [
T−١

∑
k=n

ck(Xk, uk) + cT (XT ) ∣Xn = xn] .

مي کنند: صدق زير رابطه ي در vn+١ و vn درنهايت

vn(xn) =min
un

E [cn(xn, un) + vn+١(Xn+١) ∣Xn = xn] .

زماني متوالي مراحل در ارزش توابع بين ارتباط ،vT (xT ) = cT (xT ) پاياني شرط با همراه است، معروف بلمن معادله ي به که رابطه، اين
روش به بلمن معادله  ي است. تصادفي چندمرحله اي بهينه سازي مسائل در پويا برنامه ريزي کليدي ويژگي هاي از يکي و مي دهد نشان را
ادامه n = ٠ زماني گام تا معکوس به صورت و شده آغاز vT (xT ) = cT (xT ) پاياني شرط از محاسبات آن در که مي شود، حل بازگشتي

کنيد). مشاهده را (٢) (شکل آيد به دست {u∗n}T−١
n=٠ بهينه سياست تا مي يابد

(i٠, . . . , in)مشخص مسير براي مي کنيم. بازنويسي P̃ (µ,λ)مسئله ي براي شده ارائه فرمول بندي اساس بر را فوق مفاهيم ادامه در
n =) n زمان در ارزش تابع است. n زمان در وضعيت بيانگر (i٠, . . . , in;wn) مرتب n)-تايي + ٢) ،wn ثروت مقدار و

مي شود: تعريف زير به صورت وضعيت اين با متناظر (٠,١, . . . , T − ١

vn(i٠, . . . , in;wn) ∶= min
πn,...,πT−١

Ei٠,...,in;wn[
T

∑
k=n
(ξk(W π

k )٢ + ٢dξkW π
k )], (٣. ١)
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بين ارتباط يافتن و بلمن معادله ي استخراج براي .Ei٠,...,in;wn [.] ∶= E [. ∣X٠ = i٠, . . . ,Xn = in;W π
n = wn] آن در که

داريم: مدل فرضيات با مطابق ،n = ٠,١, . . . , T − ١ براي پس رو به صورت vn+١ و vn

vn(i٠, . . . , in;wn)
=min

πn

E[ξnw٢
n + ٢dξnwn + vn+١(i٠, . . . , in,Xn+١;W

π
n+١)∣X٠ = i٠, . . . ,Xn = in,W π

n = wn]

= Pn(in)w٢
n + ٢dPn(in)wn

+min
πn
∑

in+١∈S
Qn+١(in, in+١)E[vn+١(i٠, . . . , in+١;W

π
nR

٠
n(i٠, . . . , in) + π′nRe

n(i٠, . . . , in))],

(٣. ٢)

است: زير به صورت مرزي شرط آن در که

vT (i٠, . . . , iT ;wT ) = PT (iT )w٢
T + ٢dPT (iT )wT . (٣. ٣)

است لازم محاسبات ساده سازي براي است. پيچيده و طولاني محاسبات مستلزم آنها با متناظر بهينه ي کنترل و ارزش توابع اين يافتن
بررسي را [١٢] کيخائي در شده معرفي ماتريسي نمادهاي و مفاهيم از برخي ابتدا منظور اين براي کنيم. معرفي را ماتريسي نماد و مفهوم چند

مي کنيم.
ماتريس يک B و بعدي L ×L ×⋯ ×L

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
بار m

ماتريس يک A کنيم فرض همچنين، .٢ ≤ m ≤ n و m,n ∈ N کنيم فرض

با بعدي L ×L ×⋯ ×L
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

بار (n−١)

و L ×L ×⋯ ×L
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

بار n

ماتريس هاي به ترتيب B و (A ● B) از منظور باشد. بعدي L ×L ×⋯ ×L
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

بار n
است: زير مولفه هاي

(A ●B)(i١, . . . , in) ∶= A(in−m+١, . . . , in)B(i١, . . . , in),

B(i١, . . . , in−١) ∶= ∑
in∈S

B(i١, . . . , in−١, in).

ماتريس هاي Bk−n, . . . ,Bk−١ بعدي، L × L ماتريس هاي Ak−n, . . . ,Ak کنيم فرض ،١ ≤ n < k و n, k ∈ N با متناظر
مي کنيم: تعريف ساده نويسي براي باشند. بعدي L ×L ×⋯ ×L

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
بار (k+١)

ماتريس αk و بعدي L ×L ×⋯ ×L
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

بار (k−j+١)

k−١
-

j=k−n
(Aj ●Bj) ● (Ak ● αk) ∶=

((Ak−n ●Bk−n) ● (. . . ● ((Ak−١ ●Bk−١) ● (Ak ● αk)) . . .))

(۴ .٣)

مي دهيم قرار ابهام زدايي براي است. بعدي L ×L ×⋯ ×L
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

بار (k−n)

ماتريس يک که

-
∅
(Aj ●Bj) ● (Ak ● αk) ∶= (Ak ● αk).

هستند. صفر و هماني ماتريس هاي بيانگر به ترتيب ٠ و I آن در که ،∑∅(.) ∶= ٠ (.)∅∏و ∶= I مي کنيم فرض ادامه در همچنين
کنيد. مراجعه [١٢] کيخائي به مي توانيد آنها اثبات مشاهده ي براي مي کنيم. استفاده مقاله طول در زير مفيد لم هاي از ما

،n ≥ ٠ براي .٣. ١ لم

k−١
-

j=k−n
(Aj ●Bj) ● (Ak ● αk)(i٠, . . . , ik−n−١) =

∑
ik−n∈S

. . . ∑
ik−١∈S

∑
ik∈S

Ak−n(ik−n−١, ik−n)Bk−n(i٠, . . . , ik−n) . . .Ak−١(ik−٢, ik−١)Bk−١(i٠, . . . , ik−١)

×Ak(ik−١, ik)αk(i٠, . . . , ik).



٩ سرمايه سبد بهينه سازي

ماتريس هاي از دنباله اي {An}Tn=١ و Lبعدي ×L ×⋯ ×L
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

بار (n+١)

ماتريس هاي از دنباله هايي {θn}T−١
n=٠ و {βn}Tn=٠ کنيم فرض .٣. ٢ لم

بازگشتي به صورت آن مؤلفه هاي که Lباشد ×L ×⋯ ×L
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

(n+١)بار

ماتريس هاي از دنباله اي {αn}Tn=٠ کنيم فرض همچنين باشند. L×Lبعدي

شده اند: تعريف زير به شکل αT = βT مرزي شرط با

αn(i٠, . . . , in) = βn(i٠, . . . , in) + θn(i٠, . . . , in)(An+١ ● αn+١)(i٠, . . . , in).

داريم: صريح به صورت آنگاه

αn(i٠, . . . , in) = βn(i٠, . . . , in) + θn(i٠, . . . , in)
T

∑
k=n+١

k−١
-

j=n+١
(Aj ● θj) ● (Ak ● βk)(i٠, . . . , in).

مي کند. مشخص را آنها با متناظر بهينه ي کنترل و (٣. ١) رابطه ي در ارزش توابع کلي ساختار زير اساسي قضيه ي

هستند: زير به شکل آنها با متناظر بهينه ي کنترل و P̃ (µ,λ) مسئله ي ارزش توابع .٣. ٣ قضيه

vn(i٠, . . . , in;wn) = an(i٠, . . . , in)w٢
n + bn(i٠, . . . , in)wn + cn(i٠, . . . , in), (۵ .٣)

π∗n(i٠, . . . , in;wn) =

− Vn(i٠, . . . , in)−١[wnUn(i٠, . . . , in) +
(Qn+١ ● bn+١)(i٠, . . . , in)

٢(Qn+١ ● an+١)(i٠, . . . , in)
ren(i٠, . . . , in)], (۶ .٣)

مي کنند: صدق زير بازگشتي روابط در cn و bn ،an مقادير آن در که

an(i٠, . . . , in) = Pn(in) + fn(i٠, . . . , in)(Qn+١ ● an+١)(i٠, . . . , in),
bn(i٠, . . . , in) = ٢dPn(in) + gn(i٠, . . . , in)(Qn+١ ● bn+١)(i٠, . . . , in),
cn(i٠, . . . , in) = en(i٠, . . . , in) + (Qn+١ ● cn+١)(i٠, . . . , in),

en(i٠, . . . , in) ∶= −
((Qn+١ ● bn+١)(i٠, . . . , in))

٢

۴(Qn+١ ● an+١)(i٠, . . . , in)
hn(i٠, . . . , in).

و bT (i٠, . . . , iT ) = ٢dPT (iT ) ،aT (i٠, . . . , iT ) = PT (iT ) داريم: (٣. ٣) مرزي شرط به توجه با ،n = T براي اثبات.
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داريم n = T − ١ براي ابتدا مي بريم. پيش پسرو روش به استقرا و (٣. ٢) معادله ي از استفاده با را اثبات .cT (i٠, . . . , iT ) = ٠
(٣. ٧)

vT−١(i٠, . . . , iT−١;wT−١) = PT−١(iT−١)w٢
T−١ + ٢dPT−١(iT−١)wT−١

+min
πT−١

E{ ∑
iT ∈S

QT (iT−١, iT )vT (i٠, . . . , iT ;wT−١R
٠
T−١(i٠, . . . , iT−١) + π′T−١R

e
T−١(i٠, . . . , iT−١))}

=PT−١(iT−١)w٢
T−١ + ٢dPT−١(iT−١)wT−١

+min
πT−١

E{ ∑
iT ∈S

QT (iT−١, iT )aT (i٠, . . . , iT )[wT−١R
٠
T−١(i٠, . . . , iT−١) + π′T−١R

e
T−١(i٠, . . . , iT−١)]

٢

+ ∑
iT ∈S

QT (iT−١, iT )bT (i٠, . . . , iT )[wT−١R
٠
T−١(i٠, . . . , iT−١) + π′T−١R

e
T−١(i٠, . . . , iT−١)]

+ ∑
iT ∈S

QT (iT−١, iT )cT (i٠, . . . , iT )}

=PT−١(iT−١)w٢
T−١ + ٢dPT−١(iT−١)wT−١

+min
πT−١

E{(QT ● aT )(i٠, . . . , iT−١)[wT−١R
٠
T−١(i٠, . . . , iT−١) + π′T−١R

e
T−١(i٠, . . . , iT−١)]

٢

+ (QT ● bT )(i٠, . . . , iT−١)[wT−١R
٠
T−١(i٠, . . . , iT−١) + π′T−١R

e
T−١(i٠, . . . , iT−١)]

+ (QT ● cT )(i٠, . . . , iT−١)}

=PT−١(iT−١)w٢
T−١ + ٢dPT−١(iT−١)wT−١

+ (QT ● aT )(i٠, . . . , iT−١)r٢
T−١(i٠, . . . , iT−١)w٢

T−١ + (QT ● bT )(i٠, . . . , iT−١)rT−١(i٠, . . . , iT−١)wT−١

+ (QT ● cT )(i٠, . . . , iT−١)

+min
πT−١
{(QT ● aT )(i٠, . . . , iT−١)π′T−١VT−١(i٠, . . . , iT−١)πT−١

+ π′T−٢]١(QT ● aT )(i٠, . . . , iT−١)wT−١UT−١(i٠, . . . , iT−١)

+ (QT ● bT )(i٠, . . . , iT−١)reT−١(i٠, . . . , iT−١)]}.

که مي کند تضمين ١ فرض حالا .PT (iT ) > ٠ که طوري iT ∈ S دارد وجود شد، اشاره ٧ فرض توضيحات در که همان طور
هدف تابع بنابراين است، معين مثبت  VT−١(i٠, . . . , iT−ماتريس(١ ٢. ١ لم طبق که آنجا از .(QT ● aT )(i٠, . . . , iT−١) > ٠
بردار و گراديان بردار قراردادن معادل با است. معين مثبت هسين ماتريس داراي (٣. ٧) رابطه ي انتهاي در شده ظاهر مينيمم سازي مسئله ي

مي رسيم: زير بهينه ي جواب به بهينگي)، کافي و لازم شرط (به عنوان صفر

π∗T−١(i٠, . . . , iT−١;wT−١) =

− VT−١(i٠, . . . , iT−١−(١[wT−١UT−١(i٠, . . . , iT−١) +
(QT ● bT )(i٠, . . . , iT−١)

٢(QT ● aT )(i٠, . . . , iT−١)
reT−١(i٠, . . . , iT−١)].

داشت، خواهيم عبارات ساده سازي و (٣. ٧) رابطه ي در فوق جواب جايگذاري با

vT−١(i٠, . . . , iT−١;wT−١) = aT−١(i٠, . . . , iT−١)w٢
T−١ + bT−١(i٠, . . . , iT−١)wT−١ + cT−١(i٠, . . . , iT−١),

آن در که

aT−١(i٠, . . . , iT−١) = PT−١(iT−١) + fT−١(i٠, . . . , iT−١)(QT ● aT )(i٠, . . . , iT−١),
bT−١(i٠, . . . , iT−١) = ٢dPT−١(iT−١) + gT−١(i٠, . . . , iT−١)(QT ● bT )(i٠, . . . , iT−١),

cT−١(i٠, . . . , iT−١) = −
((QT ● bT )(i٠, . . . , iT−٢((١

۴(QT ● aT )(i٠, . . . , iT−١)
hT−١(i٠, . . . , iT−١) + (QT ● cT )(i٠, . . . , iT−١).
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براي (۶ .٣) و (۵ .٣) روابط که کنيم فرض حال .aT−١(i٠, . . . , iT−١) > ٠ که مي کند تضمين ٢. ١ قضيه ي که باشيد داشته توجه
داريم، n براي سپس .an+١(i٠, . . . , in+١) > ٠ و هستند برقرار n + ١

(٣. ٨)
vn(i٠, . . . , in;wn) = Pn(in)w٢

n + ٢dPn(in)wn

+min
πn

E{ ∑
in+١∈S

Qn+١(in, in+١)vn+١(i٠, . . . , in+١;wnR
٠
n(i٠, . . . , in) + π′nRe

n(i٠, . . . , in))}

=Pn(in)w٢
n + ٢dPn(in)wn

+min
πn

E{ ∑
in+١∈S

Qn+١(in, in+١)an+١(i٠, . . . , in+١)[wnR
٠
n(i٠, . . . , in) + π′nRe

n(i٠, . . . , in)]
٢

+ ∑
in+١∈S

Qn+١(in, in+١)bn+١(i٠, . . . , in+١)[wnR
٠
n(i٠, . . . , in) + π′nRe

n(i٠, . . . , in)]

+ ∑
in+١∈S

Qn+١(in, in+١)cn+١(i٠, . . . , in+١)}

=Pn(in)w٢
n + ٢dPn(in)wn

+min
πn

E{(Qn+١ ● an+١)(i٠, . . . , in)[wnR
٠
n(i٠, . . . , in) + π′nRe

n(i٠, . . . , in)]
٢

+ (Qn+١ ● bn+١)(i٠, . . . , in)[wnR
٠
n(i٠, . . . , in) + π′nRe

n(i٠, . . . , in)] + (Qn+١ ● cn+١)(i٠, . . . , in)}

=Pn(in)w٢
n + ٢dPn(in)wn

+ (Qn+١ ● an+١)(i٠, . . . , in)r٢
n(i٠, . . . , in)w٢

n + (Qn+١ ● bn+١)(i٠, . . . , in)rn(i٠, . . . , in)wn

+ (Qn+١ ● cn+١)(i٠, . . . , in)

+min
πn

{(Qn+١ ● an+١)(i٠, . . . , in)π′nVn(i٠, . . . , in)πn

+ π′n[٢(Qn+١ ● an+١)(i٠, . . . , in)wnUn(i٠, . . . , in) + (Qn+١ ● bn+١)(i٠, . . . , in)ren(i٠, . . . , in)]}.

انتهاي در شده ظاهر مينيمم سازي مسئله ي با مشابه (٣. ٨) رابطه ي انتهاي در شده ظاهر مينيمم سازي مسئله ي مي شود، مشاهده که همان طور
و موجود آن جواب بنابراين، است. معين مثبت Vn(i٠, . . . , in) و (Qn+١ ● an+١)(i٠, . . . , in) > ٠ مجددا است. (٣. ٧) رابطه ي

است: زير به صورت

π∗n(i٠, . . . , in;wn) =

− Vn(i٠, . . . , in)−١[wnUn(i٠, . . . , in) +
(Qn+١ ● bn+١)(i٠, . . . , in)

٢(Qn+١ ● an+١)(i٠, . . . , in)
ren(i٠, . . . , in)].

مي دهد نتيجه (٣. ٨) رابطه ي در فوق بهينه ي جواب جايگذاري

vn(i٠, . . . , in;wn) = an(i٠, . . . , in)wn
٢ + bn(i٠, . . . , in)wn + cn(i٠, . . . , in),

آن در که

an(i٠, . . . , in) = Pn(in) + fn(i٠, . . . , in)(Qn+١ ● an+١)(i٠, . . . , in),
bn(i٠, . . . , in) = ٢dPn(in) + gn(i٠, . . . , in)(Qn+١ ● bn+١)(i٠, . . . , in),

cn(i٠, . . . , in) = −
((Qn+١ ● bn+١)(i٠, . . . , in))٢

۴(Qn+١ ● an+١)(i٠, . . . , in)
hn(i٠, . . . , in) + (Qn+١ ● cn+١)(i٠, . . . , in).

هستند. برقرار قضيه احکام استقرا، بنابر حال .an(i٠, . . . , in) > ٠ که کنيد توجه
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نتايج شده اند. بيان بازگشتي روابط قالب در ضمني به صورت ٣. ٣ قضيه ي در cn و bn ،an مقادير مي شود، مشاهده که همان طور
کامل را ٣. ٣ قضيه ي احکام زير نتيجه مي کنند. مشخص را عمومي جملات صريح فرم ماتريسي، نمادهاي و مفاهيم قسمت در ارائه شده

مي کند.

مي آيند: به دست زير به صورت ٣. ٣ قضيه ي در cn و bn ،an مقادير براي صريح فرم .۴ .٣ نتيجه

an(i٠, . . . , in) = Pn(in) + fn(i٠, . . . , in)
T

∑
k=n+١

k−١
-

j=n+١
(Qj ● fj) ● (Qk ● P̂k)(i٠, . . . , in),

bn(i٠, . . . , in) = ٢dPn(in) + ٢dgn(i٠, . . . , in)
T

∑
k=n+١

k−١
-

j=n+١
(Qj ● gj) ● (Qk ● P̂k)(i٠, . . . , in),

cn(i٠, . . . , in) = en(i٠, . . . , in) +
T

∑
k=n+١

k−١
-

j=n+١
(Qj ● ١j) ● (Qk ● ek)(i٠, . . . , in),

و eT (i٠, . . . , iT ) = cT (i٠, . . . , iT ) = ٠ ،١n(i٠, . . . , in) = ١ ،P̂n(i٠, . . . , in) ∶= Pn(in) آن در که

en(i٠, . . . , in) = −d٢
[∑T

k=n+١,k−١
j=n+١(Qj ● gj) ● (Qk ● P̂k)(i٠, . . . , in)]

٢

∑T
k=n+١,k−١

j=n+١(Qj ● fj) ● (Qk ● P̂k)(i٠, . . . , in)
hn(i٠, . . . , in)

آنگاه، .n = ٠,١, . . . , T − ١ براي

π∗n(i٠, . . . , in;wn) = −Vn(i٠, . . . , in)−١[wnUn(i٠, . . . , in)

+ d
∑T

k=n+١,k−١
j=n+١(Qj ● gj) ● (Qk ● P̂k)(i٠, . . . , in)

∑T
k=n+١,k−١

j=n+١(Qj ● fj) ● (Qk ● P̂k)(i٠, . . . , in)
ren(i٠, . . . , in)].

(٣. ٩)

دهيم: قرار کافيست an(i٠, . . . , in)درخصوص مي دهند. نتيجه cn درنهايت و en ،bn ،an براي را احکام ٣. ٢ و ٣. ١ لم هاي اثبات.

βn(i٠, . . . , in) = P̂n(i٠, . . . , in), (n = ٠,١, . . . , T ).

دهيم: قرار کافيست bn(i٠, . . . , in)درخصوص

βn(i٠, . . . , in) = ٢dP̂n(i٠, . . . , in), (n = ٠,١, . . . , T ).

دهيم: قرار کافيست cn(i٠, . . . , in) محاسبه ي براي انتها، در

βn(i٠, . . . , in) = ١n(i٠, . . . , in), (n = ٠,١, . . . , T − ١).

موثر مرز و بهينه استراتژي ۴

سرمايه  گذاري استراتژي و بازگشته P (µ) اصلي مسئله ي به بخش اين در کرديم. بررسي را P̃ (µ,λ) کمکي مسئله ي حل قبل بخش در
مي آوريم. به دست لاگرانژ دوگانگي قضيه ي و P̃ (µ,λ) کمکي مسئله ي حل از استفاده با را آن با مرتبط بهينه ي

سپس، است. W π
٠ = w٠ و X٠ = i٠ اوليه ي شرايط تحت P̃ (µ,λ) مسئله ي بهينه ي مقدار v٠(i٠;w٠) که مي کنيم يادآوري

داريم: ۴ .٣ نتيجه طبق اکنون، است. v٠(i٠;w٠) + d٠ با برابر P (µ,λ) مسئله ي بهينه ي مقدار شرايط، اين تحت

v٠(i٠;w٠) + d٠ =a٠(i٠)w٢
٠ + b٠(i٠)w٠ + c٠(i٠) + d٠

=a٠(i٠)w٢
٠ + ٢db(i٠)w٠ − d٢c(i٠) + d٠

=a٠(i٠)w٢
٠ + ٢(λ − µ)b(i٠)w٠ − (λ − µ)٢c(i٠) + µ٢ − ٢λµ,

(١ .۴)
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آن در که

a٠(i٠) = P٠(i٠) + f٠(i٠)[
T

∑
k=١

k−١
-
j=١
(Qj ● fj) ● (Qk ● P̂k)(i٠)],

b(i٠) = P٠(i٠) + g٠(i٠)[
T

∑
k=١

k−١
-
j=١
(Qj ● gj) ● (Qk ● P̂k)(i٠)],

c(i٠) = ê٠(i٠) +
T−١

∑
k=١

k−١
-
j=١
(Qj ● ١j) ● (Qk ● êk)(i٠),

eT (i٠, . . . , iT ) = êT (i٠, . . . , iT ) = ٠ که حقيقت اين و ên نماد از استفاده با را c(i٠) اينجا، در .ên ∶= −(١/d٢)en و
کرده ايم. بازنويسي است،

تعريف (١ .۴) تساوي در شده آورده L(λ) ∶= v٠(i٠;w٠)+ d٠ به صورت λ متغير برحسب را L ∶ RÐ→ R مقدار حقيقي تابع
لاگرانژ دوگانگي قضيه ي طبق است. P (µ)مسئله ي بهينه ي جواب π∗ آن در که ،Var∗٠(µ) ∶= Var٠[W π∗

τ ] کنيم فرض مي کنيم.
داريم: کنيد) مراجعه [١٧] مرجع (به

Var∗٠(µ) =max
λ∈R

L(λ).

١ فرض اکنون است. PT (iT ) > ٠ که طوري دارد وجود iT ∈ S يک ،٧ فرض اساس بر شد، اشاره قبلا که همان طور
که مي دانيم ٢. ١ لم از همچنين، .(QT ● P̂T )(i٠, . . . , iT−١) > ٠ ،(i٠, . . . , iT−١) مسير هر براي که مي کند تضمين

بنابراين، .hT−١(i٠, . . . , iT−١) > ٠

êT−١(i٠, . . . , iT−١) = (QT ● P̂T )(i٠, . . . , iT−١)hT−١(i٠, . . . , iT−١) > ٠.

که مي کند تضمين ١ فرض مجددا،

T−٢
-
j=١
(Qj ● ١j) ● (QT−١ ● êT−١)(i٠)

= ∑
i١∈S

. . . ∑
iT−١∈S

Q١(i٠, i١) . . .QT−١(iT−٢, iT−١)êT−١(i٠, . . . , iT−١) > ٠.

بنابراين

c(i٠) ≥
T−٢
-
j=١
(Qj ● ١j) ● (QT−١ ● êT−١)(i٠) > ٠.

در يکتا ماکسيمم نقطه يک درنتيجه و است مقعر اکيد به طور تابع يک L(λ) که معناست بدان اين

λ∗ = b(i٠)w٠ − µ
c(i٠)

+ µ

دارد: همراه به را زير نتيجه (١ .۴) رابطه ي در λ∗ جايگذاري دارد.

Var∗٠(µ) = L(λ∗) =
١ − c(i٠)
c(i٠)

(µ − b(i٠)w٠

١ − c(i٠)
)

٢
+ (a٠(i٠) −

(b(i٠))٢

١ − c(i٠)
)w٢

٠. (٢ .۴)

مقدار است کافي ،P (µ) مسئله ي براي π∗ بهينه ي سرمايه گذاري استراتژي آوردن به دست براي

d = λ∗ − µ = b(i٠)w٠ − µ
c(i٠)

مي شود. (٢ .۴) در آمده به دست Var∗٠(µ)واريانس مينيمم به منجر π∗ به وضوح کنيم. جايگذاري (٣. ٩) رابطه ي در را
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است. موثر مرز درنهايت و موثر بهينه ي استراتژي هاي يافتن اصلي هدف ميانگين-واريانس، مدل تحت سرمايه سبد بهينه سازي در
که طوري باشد نداشته وجود π مانند ديگري استراتژي اگر است موثر π∗ استراتژي

E٠[W π
τ ] ≥ E٠[W π∗

τ ] و Var٠[W π
τ ] ≤ Var٠[W π∗

τ ],

(بازدهي) ريسک با ديگري استراتژي اگر است موثر استراتژي ديگر، بيان به است. برقرار اکيد به صورت نامساوي ها از يکي حداقل آن در که
يک (E٠[W π∗

τ ],Var٠[W π∗
τ ]) زوج به نباشد. موجود آن از (کمتر) بيشتر (ريسک) بازدهي با ولي مساوي) يا (بيشتر مساوي يا کمتر

نشان (٢ .۴) رابطه ي است. متفاوت µهاي ازاي به موثر نقاط تمام مکان هندسي موثر، مرز گويند. ميانگين-واريانس صفحه ي در موثر نقطه
با بهينه استراتژي هر با متناظر که معناست بدان اين مي شود. ظاهر µ متغير به نسبت سهمي يک به صورت Var∗٠(µ) نمودار که مي دهد
مسئله ي به مربوط ميانگين-واريانس موثر مرز بنابراين دارد. وجود بيشتر بازدهي ولي ريسک همان با بهينه استراتژي يک ،µ < b(i٠)w٠

١−c(i٠)

و ميانگين محورهاي جاي موثر مرز رسم در است مرسوم که آنجا از است. µ ≥ b(i٠)w٠
١−c(i٠) با متناظر سهمي اين راست سمت شاخه ،P (µ)

معادله ي اينکه، آخر نکته ي مي آيد. حساب به سهمي اين بالايي شاخه ي موثر مرز نمودار، رسم هنگام در نتيجه در مي کنند، جابجا را واريانس
مورد بازدهي با متناظر بهينه ي استراتژي از حاصل سرتاسري، واريانس مينيمم به موسوم ممکن، بهينه ي ريسک کمترين مي دهد نشان (٢ .۴)

مي دهد. نتيجه را d = b(i٠)w٠
c(i٠)−١ مقدار ،µ اين است. µ = b(i٠)w٠

١−c(i٠) انتظار
مي کنيم. جمع بندي زير اساسي قضيه ي در را فوق موارد

.µ ≥ b(i٠)w٠
١−c(i٠) کنيم فرض .١ .۴ قضيه

آن در که مي آيد به دست (٣. ٩) رابطه ي توسط P (µ) مسئله ي با متناظر موثر بهينه ي استراتژي (١)

d = b(i٠)w٠ − µ
c(i٠)

. (٣ .۴)

مي آيد. به دست (٢ .۴) رابطه ي توسط ،P (µ) مسئله ي در µ متفاوت مقادير با متناظر ميانگين-واريانس موثر مرز (٢)

توسط ،µmin = b(i٠)w٠
١−c(i٠) بازدهي اميد با متناظر σ٢

min = (a٠(i٠) − (b(i٠))٢

١−c(i٠) )w
٢
٠ با برابر سرتاسري واريانس مينيمم (٣)

آن در که مي آيد به دست (٣. ٩) استراتژي

d = b(i٠)w٠

c(i٠) − ١
.

خصوصا محاسباتي پيچيدگي دچار بهينه جواب يافتن آغازين، لحظه ي از مسير سرتاسر به مدل پارامترهاي وابستگي به توجه با تذکر:
موثر اخير دوره ي چند تنها عمل در مي شود، کمرنگ دارائي ها بازدهي بر دور گذشته هاي تاثير زمان گذر با که آنجا از بود. خواهد بالا ابعاد در
ده يا هفتگي متحرک هاي ميانگين از استفاده به سرمايه گذاران علاقه ي به مي توان مثال براي مي شود. استفاده پارامترها کردن برآورد براي

کاست. مسئله محاسباتي پيچيدگي از مي توان کوتاه تر، موثر مسيرهاي به مسيرها فشرده سازي و تقليل با رو اين از کرد. اشاره روزه

خاص موارد ۵

نتايج مي دهيم نشان همچنين مي کنيم. بررسي خاص مورد به عنوان را مستقل خروج زمان همچنين و مارکوف رژيم تغيير مدل بخش، اين در
حصول قابل ما نتايج از خاص موارد به عنوان حاضر، مدل با مرتبط يا و يکسان فرمول بندي با پيشين، پژوهش هاي برخي در آمده به دست

هستند.
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مارکوف رژيم تغيير ١ .۵
بازدهي Rk

n(in) کنيم فرض هستند. بازار فعلي وضعيت به وابسته بلکه نه، مسير به وابسته دارايي ها، بازدهي مي کنيم فرض قسمت اين در
مي شوند: بازنويسي زير به صورت ما نمادهاي صورت اين در است. بازار Xn = in فعلي وضعيت تحت n دوره ي در k-ام دارايي

Rn(in) ∶= (R٠
n(in),R١

n(in), . . . ,RN
n (in))

′
,

Re
n(in) ∶= (R١

n(in) −R٠
n(in), . . . ,RN

n (in) −R٠
n(in))

′
,

hn(in) ∶= ren(in)′Vn(in)−١ren(in),
gn(in) ∶= rn(in) − ren(in)′Vn(in)−١Un(in),
fn(in) ∶= r٢

n(in) −Un(in)′Vn(in)−١Un(in),

آن در که
Vn(in) ∶= E[Re

n(in)Re
n(in)′],

Un(in) ∶= E[R٠
n(i)Re

n(in)],
ren(in) ∶= E[Re

n(in)], rn(in) ∶= E[R٠
n(in)], r٢

n(in) ∶= E[(R٠
n(in))٢].

فرض مي کنيم. بيان را مرسوم نمادهاي از برخي پژوهش ها، ساير نتايج با مقايسه سادگي همچنين و اصلي مدل با تمايز ايجاد براي
به عنوان را Aα ماتريس هستند. L-بعدي ستوني بردارهاي ١ = (١, . . . ,١)′ و α و بعدي L × L ماتريس هاي B و A که کنيم
همچنين است. A = A١ که کرد مشاهده مي توان .Aα(i, j) = A(i, j)α(j) آن در که مي کنيم تعريف L × L ماتريس يک

.Aαn ∶= (An)αn مي کنيم تعريف αn بردار و An ماتريس براي ساده نويسي، به منظور .Aα = Aα و AB = AB١ = AB
مثال: براي آورد. به دست بالا در اشاره شده نمادهاي و ٣. ١ لم کمک به مي توان را بهينه سبد هاي محاسبه ي براي لازم پارامترهاي

T−١
-

j=n+١
(Qj ● gj) ● (QT ● P̂T )(i٠, . . . , in)

= ∑
in+١∈S

. . . ∑
iT−١∈S

∑
iT ∈S

Qn+١(in, in+١)gn+١(i٠, . . . , in+١) . . .QT−١(iT−٢, iT−١)gT−١(i٠, . . . , iT−١)

×QT (iT−١, iT )P̂T (i٠, . . . , iT )
= ∑

in+١∈S
. . . ∑

iT−١∈S
∑
iT ∈S

Qn+١(in, in+١)gn+١(in+١) . . .QT−١(iT−٢, iT−١)gT−١(iT−١)

×QT (iT−١, iT )PT (iT )
= ∑

in+١∈S
. . . ∑

iT−١∈S
Qgn+١(in, in+١) . . .QgT−١(iT−٢, iT−١) ∑

iT ∈S
QPT
(iT−١, iT )

= ∑
in+١∈S

. . . ∑
iT−١∈S

Qgn+١(in, in+١) . . .QgT−١(iT−٢, iT−١)QPT
(iT−١)

=((
T−١

∏
j=n+١

Qgj)QPT
)(in)

=((
T−١

∏
j=n+١

Qgj)QPT
)(in),

داريم: مشابه به طور است. وابسته in فعلي وضعيت به به وضوح که
T−١
-

j=n+١
(Qj ● fj) ● (QT ● P̂T )(i٠, . . . , in) = ((

T−١

∏
j=n+١

Qfj)QPT
)(in).

است: زير به صورت W π
n = wn و Xn = in شرايط تحت n زمان در بهينه سبد آنگاه،

π∗n(in;wn) = −Vn(in)−١[wnUn(in) + d
∑T

k=n+١ ((∏k−١
j=n+١ Qgj)QPk

)(in)

∑T
k=n+١ ((∏k−١

j=n+١ Qfj)QPk
)(in)

ren(in)].
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مورد را ميانگين-واريانس سبد انتخاب مسئله ي از ريسک، و بازدهي بين توازني نسخه ي به موسوم زير، نسخه ي  [٣٠] همکاران و وو
هستند: وابسته بازار فعلي وضعيت به دو هر نامشخص، خروج زمان و دارايي ها بازدهي آن در که دادند قرار مطالعه

P (ω) ∶
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

max
π

E٠[W π
τ ] − ωVar٠[W π

τ ] (ω > ٠)

W π
n+١ =W π

nR
٠
n(Xn) + π′nRe

n(Xn), n = ٠,١, . . . , T − ١.

لي منبع در که همانطور مي يابد. افزايش ω مقدار باشد ريسک گريزتر سرمايه گذار هرچه و است ريسک گريزي پارامتر ω فرمول بندي، اين در
متناظر موثر مرز ديگر، بيان به است. موثر استراتژي هاي توليد براي P (µ) با معادل فرمول بندي يک P (ω) است، شده بيان [١۵] انگ و
يکسان µ مختلف مقادير توسط شده توليد P (µ) فرمولبندي با متناظر موثر مرز و ω مختلف مقادير توسط شده توليد P (ω) فرمولبندي با
π∗ نقطه در همچنين، هست. نيز P (µ) جواب π∗ ،µ = E٠[W π∗

τ فرض[ با آنگاه باشد، P (ω) جواب π∗ اگر درواقع، هستند.
داريم: P (ω) مسئله ي بهينه ي جواب به عنوان

∂Var٠[W π
τ ]

∂E٠[W π
τ ]
∣
π∗
= ١
ω
.

مي شود: نتيجه (٢ .۴) معادله ي از فوق، مطالب به باتوجه

١
ω
= ١)٢ − c(i٠))

c(i٠)
(E٠[W π∗

τ ] −
b(i٠)w٠

١ − c(i٠)
).

مي گيريم نتيجه (٣ .۴) در µ = E٠[W π∗
τ ] جايگذاري و ω حسب بر E٠[W π∗

τ ] محاسبه ي از پس

d = ١ + ٢ωb(i٠)w٠

٢ω(c(i٠) − ١)
.

آورد. به دست (٣. ٩) معادله ي در d براي فوق مقدار جايگذاري با مي توان را P (ω) مسئله ي براي بهينه سرمايه گذاري استراتژي بنابراين،
کنيد). مشاهده را پژوهش اين در ٧ لم اثبات و ٢ (قضيه ي است شده ارائه [٣٠] همکاران و وو توسط که است استراتژي همان اين

مستقل خروج زمان ٢ .۵
است: زير احتمال جرم تابع با بازار وضعيت از مستقل و برون زا تصادفي متغير يک τ نامشخص خروج زمان که مي کنيم فرض قسمت، اين در

pn ∶= P(τ = n), n = ١,٢, . . . , T.

n ∈ هر براي که مي کنيم فرض واقع، در است. شده مطالعه [١٢] کيخائي توسط حالت اين .p٠ ∶= ٠ مي کنيم تعريف راحتي، براي
.P̂n(i٠, . . . , in) = pn داريم، (i٠, . . . , in) مسيرهاي تمام براي سپس .Pn(in) = pn داريم، in ∈ S هر و {٠,١, . . . , T}

مثال، به عنوان آورد. به دست را بهينه سبدهاي محاسبه ي براي نياز مورد پارامترهاي مي توان ٣. ١ لم از استفاده با حال

T−١
-

j=n+١
(Qj ● gj) ● (QT ● P̂T )(i٠, . . . , in)

= ∑
in+١∈S

. . . ∑
iT−١∈S

∑
iT ∈S

Qn+١(in, in+١)gn+١(i٠, . . . , in+١) . . .QT−١(iT−٢, iT−١)gT−١(i٠, . . . , iT−١)

×QT (iT−١, iT )P̂T (i٠, . . . , iT )
= ∑

in+١∈S
. . . ∑

iT−١∈S
∑
iT ∈S

Qn+١(in, in+١)gn+١(i٠, . . . , in+١) . . .QT−١(iT−٢, iT−١)gT−١(i٠, . . . , iT−١)

× pTQT (iT−١, iT )١T (i٠, . . . , iT )

=pT
T−١
-

j=n+١
(Qj ● gj) ● (QT ● ١T )(i٠, . . . , in).
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مشابه، به طور
T−١
-

j=n+١
(Qj ● fj) ● (QT ● P̂T )(i٠, . . . , in) = pT

T−١
-

j=n+١
(Qj ● fj) ● (QT ● ١T )(i٠, . . . , in).

مي شوند: مشخص زير رابطه ي توسط بهينه سبدهاي سپس،

π∗n(i٠, . . . , in;wn) = −Vn(i٠, . . . , in)−١[wnUn(i٠, . . . , in)

+ d
∑T

k=n+١ pk,k−١
j=n+١(Qj ● gj) ● (Qk ● ١k)(i٠, . . . , in)

∑T
k=n+١ pk,k−١

j=n+١(Qj ● fj) ● (Qk ● ١k)(i٠, . . . , in)
ren(i٠, . . . , in)].

کنيد). مشاهده را پژوهش اين در ۵ (نتيجه ي است شده ارائه [١٢] کيخائي توسط که است بهينه استراتژي همان اين

عددي مثال ۶
احتمال هاي تاثير همچنين دهيم. توضيح را موثر مرز و بهينه استراتژيي يافتن روش و مدل تا مي دهيم ارائه عددي مثال يک بخش، اين در
داراي و ريسک بدون دارائي يک و ريسکي دارائي يک شامل بازار که کنيم فرض مي کنيم. بررسي موثر مرز روي بر را انتقال ماتريس و خروج
هستند. (خرسي) نزولي و (گاوي) صعودي وضعيت نمايانگر ترتيب به ٢ و ١ حالت هاي اينجا، در . S = {١,٢} يعني است، وضعيت دو

است. Q = ( ٠٫٧ ٠٫٣
٠٫۵ ٠٫۵ ) زمان از مستقل انتقال احتمال ماتريس با همگن زمان مارکوف زنجير مي کنيم فرض سادگي، براي همچنين

بدون دارائي براي و مسير به وابسته ريسکي دارائي براي بازدهي پارامترهاي مي گيريم. نظر در T = ٣ با برابر را سرمايه گذاري دوره ي طول
عملکرد مي شود، مشاهده که همان طور شده اند. داده نمايش ١ جدول در مقادير اين شده اند. گرفته نظر در فعلي وضعيت به وابسته ريسک
نسبي صورت به همچنين، مي دهد. (کاهش) افزايش آينده دوره هاي براي را ريسکي دارائي انتظار مورد بازدهي گذشته، در بازار (بد) خوب

مي دهد. (افزايش) کاهش را بازدهي ريسک گذشته، در بازار (بد) خوب عملکرد

ريسک بدون دارائي و ريسکي دارائي براي بازدهي پارامترهاي :١ جدول
n (i٠, . . . , in) R٠

n E[R١
n] Var[R١

n]
٠ (١) ١٫٠٢ ١٫٠۵ ٠٫٠١

(٢) ١٫٠١ ٠٫٩٣ ٠٫٠٣
١ (١,١) ١٫٠٢ ١٫٠٧ ٠٫٠١٢

(١,٢) ١٫٠١ ٠٫٩٧ ٠٫٠٢۵
(٢,١) ١٫٠٢ ١٫٠٣ ٠٫٠٢
(٢,٢) ١٫٠١ ٠٫٩١ ٠٫٠٣۵

٢ (١,١,١) ١٫٠٢ ١٫٠٩ ٠٫٠١٣
(١,١,٢) ١٫٠١ ٠٫٩٨ ٠٫٠٢٣
(١,٢,١) ١٫٠٢ ١٫٠٣۵ ٠٫٠١٩
(١,٢,٢) ١٫٠١ ٠٫٩٣ ٠٫٠٣۴
(٢,١,١) ١٫٠٢ ١٫٠۶ ٠٫٠١۴
(٢,١,٢) ١٫٠١ ٠٫٩۶ ٠٫٠٢۶
(٢,٢,١) ١٫٠٢ ١٫٠٢۵ ٠٫٠٢۵
(٢,٢,٢) ١٫٠١ ٠٫٩ ٠٫٠۴

و وو مانند مي شود. بازار وارد w٠ = ١٠٠ اوليه ي ثروت با i٠ = ١ اوليه ي وضعيت در ،t = ٠ زمان در سرمايه گذار کنيم فرض
بر دستگاه اين مي کنيم. استفاده زير خطي معادلات دستگاه جواب هاي از وضعيت به وابسته خروج احتمال هاي معرفي براي ،[٣٠] همکاران

به صورت مارکوف زنجير خواص و i٠ اوليه ي نگاه از مختلف زمان هاي براي خروج، لحظه ي در وضعيت روي بر شرط کردن اساس

P̃٠ = ٠,
Qn(i٠,١)Pn(١) +Qn(i٠,٢)Pn(٢) = P̃n, n = ١,٢,٣,

(١ .۶)
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مثال براي است. Q انتقال ماتريس n-ام توان Qn و معلوم مقداري P̃n ∶= Pr(τ = n∣X٠ = i٠) فوق، دستگاه در مي شود. نوشته
∑٣

n=٠ Pr(τ = n∣X٠ = i٠) = ١ شرط وضوح به احتمال مقادير اين .(P̃٠, P̃١, P̃٢, P̃٣) = (٠,٠٫٣,٠٫٣,٠٫۴) مي کنيم فرض
مختلف، mهاي به ازاي زير، مقادير از است. جواب چندين داراي ٠ ≤ Pn(in) ≤ ١ شرط تحت معادلات دستگاه اين مي سازند. برآورده را

مي کنيم: استفاده موثر مرز تحليل جهت ١ وضعيت در خروج احتمال هاي به عنوان

Pn(١) = mP̃n

Qn(i٠,١)
, m = ٠٫١,٠٫٣,٠٫۵,٠٫٧,٠٫٩, n = ١,٢,٣.

Pn(in) مقادير :٢ جدول
in = ١ in = ٢

n = ١ ٠٫٠۴٢٩ ٠٫٩
n = ٢ ٠٫٠۴۶٩ ٠٫٧۵
n = ٣ ٠٫٠۶٣٧ ٠٫٩۶٧٧

٢ جدول در که مي کنيم استفاده m = ٠٫١ با متناظر خروج احتمال هاي از نمونه، براي موثر، مرز و بهينه سبدهاي آوردن به دست براي
پارامترهاي ادامه در شده اند. گرفته نظر در کوچک مقاديري بازار مطلوب وضعيت در خروج احتمال  هاي منطقي، به صورت شده اند. داده نمايش

مي کنيم: محاسبه زير به شرح را نياز مورد

U(١)٠ = ( ٠٫٠٣٠۶ ) , V(١)٠ = ( ٠٫٠١٠٩ ) , re(١)٠ = ( ٠٫٠٣ ) ,

U١)١, ∶) = ( ٠٫٠۵١ −٠٫٠۴٠۴ ) , V١)١, ∶) = ( ٠٫٠١۴۵ ٠٫٠٢۶۶ ) ,

re١)١, ∶) = ( ٠٫٠۵ −٠٫٠۴ ) ,

U١)٢, ∶, ∶) = ( ٠٫٠٧١۴ −٠٫٠٣٠٣
٠٫٠١۵٣ −٠٫٠٨٠٨ ) , V١)٢, ∶, ∶) = ( ٠٫٠١٧٩ ٠٫٠٢٣٩

٠٫٠١٩٢ ٠٫٠۴٠۴ ) ,

re١)٢, ∶, ∶) = ( ٠٫٠٧ −٠٫٠٣
٠٫٠١۵ −٠٫٠٨ ) ,

h(١)٠ = ( ٠٫٠٨٢۶ ) , g(١)٠ = ( ٠٫٩٣۵٨ ) , f(١)٠ = ( ٠٫٩۵۴۵ ) ,

h١)١, ∶) = ( ٠٫١٧٢۴ ٠٫٠۶٠٢ ) , g١)١, ∶) = ( ٠٫٨۴۴١ ٠٫٩۴٩٢ ) ,

f١)١, ∶) = ( ٠٫٨۶١ ٠٫٩۵٨٧ ) ,

h١)٢, ∶, ∶) = ( ٠٫٢٧٣٧ ٠٫٠٣٧٧
٠٫٠١١٧ ٠٫١۵٨۴ ) , g١)٢, ∶, ∶) = ( ٠٫٧۴٠٨ ٠٫٩٧٢

١٫٠٠٨١ ٠٫٨۵ ) ,

f١)٢, ∶, ∶) = ( ٠٫٧۵۵۶ ٠٫٩٨١٧
١٫٠٢٨٢ ٠٫٨۵٨۵ ) .
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ميانگين-واريانس موثر مرزهاي :٣ شکل
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مي کنيم: استفاده زير نمادهاي از نوشتار، در سادگي براي

ĝn(i٠, . . . , in) ∶=
T

∑
k=n+١

k−١
-

j=n+١
(Qj ● gj) ● (Qk ● P̂k)(i٠, . . . , in),

f̂n(i٠, . . . , in) ∶=
T

∑
k=n+١

k−١
-

j=n+١
(Qj ● fj) ● (Qk ● P̂k)(i٠, . . . , in).

داشت: خواهيم صورت اين در

ĝ(١)٠ = ( ٠٫٨۶٧٨ ) , f̂(١)٠ = ( ٠٫٨٨١۵ ) ,

ĝ١)١, ∶) = ( ٠٫۵٨١٩ ٠٫٧٨۶۴ ) , f̂١)١, ∶) = ( ٠٫۵٨۶٨ ٠٫٧٩٢ ) ,

ĝ١)٢, ∶, ∶) = ( ٠٫٣٣۴٩ ٠٫۵١۵٧
٠٫٣٣۴٩ ٠٫۵١۵٧ ) , f̂١)٢, ∶, ∶) = ( ٠٫٣٣۴٩ ٠٫۵١۵٧

٠٫٣٣۴٩ ٠٫۵١۵٧ ) .

مسئله ي بهينه ي استراتژي مي توان ،(٣ .۴) رابطه ي در µ مطلوب بازدهي با متناظر d مناسب مقدار و فوق مقادير از استفاده با اکنون،
مي آيد: به دست زير معادله ي طريق از ٣ شکل در نمايش داده شده موثر مرز همچنين، کرد. محاسبه (٣. ٩) رابطه ي طريق از را P (µ)

Var∗٠(µ) =
١ − c(١)
c(١)

(µ − b(١)١٠٠
١ − c(١)

)٢ + (a(١)٠ − (b(١))٢

١ − c(١)
)١٠٠٢

.c(١) = ٠٫٢١۶١ و b(١) = ٠٫٨١٢ ،a(١)٠ = ٠٫٨۴١۴ آن، در که
براي مي کنيم. استفاده (١ .۶) دستگاه جواب هاي از موثر مرز روي بر خروج زمان تاثير تحليل براي شد، اشاره اين از پيش که همان گونه
نهايي ثروت واريانس به عنوان عمودي محور و انتظار مورد بازدهي به عنوان افقي محور موثر، مرز نمايش در نتايج، خصوص در بهتر شهود
با مي شود، مشاهده که همان طور شده اند. داده نمايش ٣ شکل در متفاوت خروج احتمال هاي با متناظر موثر مرزهاي شده اند. گرفته نظر در
توجه با که، لحاظ اين از ١ وضعيت واقع در مي شوند. کشيده بالا سمت به موثر مرزهاي مطلوب وضعيت در بازار ترک و خروج احتمال کاهش
نزولي وضعيت به انتقال براي کمتري تمايل انتقال، ماتريس به توجه با که، لحاظ اين از هم و دارد بالايي بازدهي آن، به منتهي مسيرهاي به
افزايش مثبت، شرايط در که آنجا از مي دهد. افزايش را بازدهي وضعيت، اين در بازار ترک به تمايل عدم بنابراين است. مطلوب بسيار دارد،

مي رسد. نظر به منطقي کاملا شده مشاهده رفتار است، ريسک (کاهش) افزايش با معادل بازدهي (کاهش)

نظر در Q = ( ٠٫٣ ٠٫٧
٠٫۵ ٠٫۵ ) به صورت را انتقال ماتريس موثر، مرز روي بر مارکوف زنجير انتقال احتمال هاي تاثير مشاهده براي

اين در است. نزولي وضعيت سمت به وضعيت تغيير بازار، تمايل جديد، انتقال ماتريس اين تحت مي شود مشاهده که همان گونه مي گيريم.
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ميانگين-واريانس موثر مرزهاي :۴ شکل
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ميانگين-واريانس موثر مرزهاي :۵ شکل
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خروج احتمال کاهش با اين بار قبل، حالت برخلاف شده اند. داده نمايش ۴ شکل در متفاوت خروج احتمال هاي با متناظر موثر مرزهاي حالت،
بر بيشتر اصرار با است، نزولي وضعيت سمت به بازار تمايل که آنجا از واقع در مي شوند. کشيده پايين سمت به موثر مرزهاي ١ وضعيت در

است. ريسک کاهش معني به اين معادل به صورت مي يابد. کاهش بازدهي بازار، در ماندن
آنها مدل در که تفاوت اين با است، شده مشاهده نيز [٣٠] همکاران و وو توسط شده انجام تحليل در بالا نتايج که مي شود يادآور

مي شوند. فرض مسير به وابسته بازدهي ها ما مدل در و وضعيت به وابسته بازدهي ها
در مسير به دارائي ها بازدهي وابستگي تاثير واقع در مي کنيم. بررسي را مارکوفي مدل و مارکوفي غير مدل از حاصل نتايج نهايت، در
مدل با متناظر پارامترهاي مي کنيم. بررسي موثر، مرز همان يا بهينه ريسک مقايسه ي طريق از را فعلي وضعيت تک به وابستگي با مقايسه
دقيقا ،۵ شکل پاييني بخش در موثر مرز پنج هر شده اند. داده نمايش ۵ شکل در نتايج مي کنيم. اتخاذ ١ جدول اول بخش از را مارکوفي
هم بر منطبق تقريبا و کم بسيار فاصله با که بالائي موثر مرز پنج هستند. مارکوفي غير مدل با متناظر يعني ٣ شکل در موثر مرز پنج همان
حساسيت مارکوفي غير مدل اينکه، اول مي شود. مشاهده ۵ شکل در به وضوح نکته دو هستند. مارکوفي مدل با متناظر مي خورند به چشم
مرزهاي از پايين تر مارکوفي غير مدل با متناظر موثر مرزهاي اينکه، مهم تر و دوم مي دهد. نشان خروج زمان ساختار در تغييرات به بيشتري
غير مدل ديگر بيان به مي دهد. کاهش را بهينه ريسک مارکوفي غير مدل که است معني بدان اين مي گيرند. قرار مارکوفي مدل با متناظر

مي دهد. افزايش را کارائي بيشتر، محاسباتي پيچيدگي وجود با مارکوفي

نتيجه گيري ٧
نامعين زماني افق با غيرمارکوفي رژيم تغيير بازار يک در ميانگين-واريانس بهينه ي سرمايه گذاري سبد انتخاب مسئله ي بررسي به مقاله، اين در
را مارکوفي کلاسيک مدل هاي محدوديت بازار، تاريخچه ي کامل مسير به دارايي ها بازده وابستگي درنظرگيري با ارائه شده، مدل شد. پرداخته
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واقع بينانه تر است، وابسته خارجي تصادفي عوامل به هم و بازار شرايط به هم که درون زا خروج زمان يک معرفي با همچنين، است. ساخته مرتفع
حل پويا برنامه ريزي روش به کارگيري با و فرمول بندي تصادفي بهينه ي کنترل مسئله ي يک چارچوب در مسئله داده ايم. افزايش را مدل بودن
به وابسته بهينه ي استراتژي يک به دستيابي به منجر که گرديد استخراج مسير بر مبتني توسعه يافته بلمن معادله ي يک راستا، اين در شد.
استراتژي هم که مي دهند نشان وضوح به کمي نتايج مي شود. محسوب موضوع ادبيات در موجود نتايج طبيعي تعميم استراتژي، اين شد. مسير
مي گيرند. قرار بازار رژيم هاي بين انتقال احتمالات و خروج احتمالات متفاوت الگوهاي تأثير تحت ميانگين-واريانس مؤثر مرز هم و بهينه
سبد مديريت راهبردهاي طراحي در را سرمايه گذاري افق در قطعيت عدم و بازار تاريخي حافظه ي همزمان درنظرگيري اهميت مشاهدات، اين

مي سازد. برجسته
مانند سرمايه گذاري بر مختلف قيود درنظرگيري معاملاتي، هزينه هاي گنجاندن به مي توان آتي، پژوهش هاي براي جهت گيري عنوان به

نمود. اشاره توقف زمان مانند حالت هايي به خروج زمان مدل تعميم و استقراض عدم قيد
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Abstract: Classical Markovian regime-switching models for portfolio selection are fundamentally based
on the assumption that asset returns depend solely on the current market state. A significant limitation of
these models is their disregard for the historical memory and past states of the market, which substantially
influence asset returns and investor decisions. To address this limitation and better align with market real-
ities, non-Markovian regime-switching models incorporate the entire path of past market states into their
framework. This paper studies the multi-period mean-variance portfolio optimization problem within a
non-Markovian regime-switching market featuring an uncertain investment time horizon. A key assump-
tion is that an investor’s decision to remain in or exit the market depends simultaneously on the prevailing
market state and exogenous factors. The problem is formulated as a stochastic optimal control problem,
and an analytical optimal solution is derived using dynamic programming.

Keywords: Portfolio, Mean-variance model, Non-Markovian regime-switching, Dynamic
programming, Uncertain exit-time.
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