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موضعي طيف  زيرفضاي حافظ نگاشت هاي باره در نتايج برخي

١ زاده(١) پروينيان االله روح و پور(١) محمدحسين الهه
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و باشد نامتناهي بعد با X مختلط باناخ فضاي روي کراندار خطي عملگرهاي همه جبر B(X) کنيم فرض چکيده:
متناظر T عملگر موضعي طيف زيرفضاي بيانگر XT ({λ}) ،λ ∈ C اسکالر هر و T ∈ B(X) عملگر هر براي
هر براي که باشند B(X) بهروي B(X) از نگاشت دو φ٢ و φ١ اگر مي دهيم نشان مقاله، اين در باشد. {λ} با

رابطه در λ ∈ C و T, S ∈ B(X)

Xφ١(T )φ٢(S)({λ}) = XTS({λ})

تساويهاي T ∈ B(X) هر براي به طوري که دارد وجود P : X → X دوسويي خطي نگاشت آنگاه کنند، صدق
مي پردازيم. راستا اين در جالب نتايج برخي به همچنين، برقرارند. φ٢(T ) = PT و φ١(T ) = TP−١

نگهدارنده مسائل متناهي، رتبه عملگرهاي يک، رتبه عملگرهاي موضعي، طيف موضعي، طيف زيرفضاي کليدي: واژه هاي
غيرخطي.

47A11; 47A15; 47B48 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
از کراندار خطي نگاشتهاي همه جبر B(X,Y ) و هستند نامتناهي ابعاد با مختلط باناخ فضاهاي نمايشگر Y و X مقاله، اين سراسر در
فرض است. هماني عملگر I و مي نويسيم B(X,X) بهجاي را B(X) سادگي براي ،X = Y که هنگامي باشد. مي Y به X
به کلي حالت در خطي نگهدارنده مسائل مي شوند. صفر x در که باشد B(X) در عملگرها همه مجموعه Bx(X) ،x ∈ X براي کنيم
يک حتي يا عناصر بين مهم رابطه يک همچون معين خاصيت يک که مي پردازد جبرها بين خطي نگاشتهاي رفتار و ويژگيها دقيق مطالعه
مطرح [١١] فروبنيوس توسط خطي نگهدارنده مسئله اولين دارد. قرن يک از بيش پيشينه اي موضوع اين مي نمايند. حفظ را پايا زيرمجموعه
،T ∈ B(X) عملگر براي کنند. حفظ را ماتريسها دترمينان که بررسي کردند را ماتريسها جبر روي خطي نگاشتهاي ايشان و شد
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λ از U همسايگي که λ ∈ C همه مجموعه با است برابر که مي دهيم نشان ρT (x) با را x ∈ X نقطه در T موضعي حلال مجموعه
مجموعه متمم .(µI − T )f(µ) = x باشيم داشته µ ∈ U هر براي که بهطوري باشد داشته وجود f : U → X تحليلي تابع و
يک وضوح به مجموعه اين مي دهيم، نشان σT (x) نماد با را آن و مي ناميم x ∈ X نقطه در T عملگر موضعي طيف را موضعي حلال
هرگاه است مقداري تک توسيع خاصيت داراي T ∈ B(X) عملگر است. σ(T ) طيف از باشد) تهي است ممکن (که بسته زيرمجموعه
صدق (µI − T )f(µ) = تساوي٠ در µ ∈ U هر براي که f : U → X تحليلي تابع تنها ،C از U باز زيرمجموعه هر براي
است. تکمقداري توسيع خاصيت داراي باشد، تهي آن اي نقطه طيف درون که T ∈ B(X) عملگر هر مثال، براي است. صفر تابع کند،

شد. مطرح [١٠] فينيچ توسط نخستينبار براي تکمقداري توسيع خاصيت مفهوم
بهصورت و مي دهيم نشان XT (F ) نماد با را F موضعي طيف زيرفضاي مختلط، اعداد مجموعه از F زيرمجموعه هر براي

XT (F ) = {x ∈ X : σT (x) ⊆ F}

شود. مراجعه [١٣ ،١] منابع به بيشتر اطلاعات براي .XT (F١) ⊆ XT (F٢) آنگاه F١ ⊆ F٢ اگر بهوضوح مي شود. تعريف
نخستين رنسفورد و بورهيم است. کرده جلب خود به را زيادي پژوهشگران توجه موضعي طيف غيرخطي و خطي نگهدارنده مسائل مطالعه
عملگرهاي همه جبر روي جمعي نگاشتهاي کامل توصيف به [٧] در آنان پرداختند، نگهدارنده مسائل نوع اين به که بودند پژوهشگراني
توسط به دستآمده نتايج مي کنند. Xحفظ بردار هر در را عملگرها موضعي طيف که Xپرداختند مختلط باناخ فضاي يک روي کراندار خطي
جبر يا ماتريسها روي بر نگاشتهايي توصيف و مطالعه براي منسجم چارچوبي و گرفت قرار حوزه اين در بعدي تحقيقات توسعه مبناي آنان
مراجعه آن در ذکرشده منابع و [۵] مروري مقاله پاياني بخش به مي توان نمونه براي مي کنند، حفظ را موضعي طيف که آورد فراهم عملگرها
توصيف به [٨] همکارانش و دولينار است، شده اثبات [١٢] سورور و جعفريان توسط که خطي نگهدارنده نظريه مسائل نتايج از الهام با کرد.
φ : B(X) → B(X) نگاشتهاي دادند، نشان آنان مي کنند. حفظ را عملگرها مجموع مشبکه٢ که پرداختند نگاشتهايي ساختار دقيق
ناصفر ثابت عدد اگر تنها و اگر مي کنند صدق ،T, S ∈ B(X) هر براي Lat(φ(T ) + φ(S)) = Lat(T + S) شرط در
اينجا در ،T ∈ B(X) هر براي φ(T ) = αT + ϕ(T )I که به طوري باشد داشته وجود ϕ : B(X) → F نگاشت و α
نشان را (T تحت پايا زيرفضاهاي همه مجموعه (يعني T عملگر مشبکه Lat(T ) و است R حقيقي ميدان يا C مختلط ميدان F
،Lat(φ(T )φ(S)) = Lat(TS) روابط در φ : B(X) → B(X) نگاشتهاي دادند نشان مقاله همان در همچنين مي دهد.
هر براي Lat(φ(T )φ(S) + φ(S)φ(T )) = Lat(TS + ST ) و Lat(φ(T )φ(S)φ(T )) = Lat(TST )
،T ̸= ٠ هر براي که به طوري باشد داشته وجود ϕ : B(X) → F نگاشت اگر فقط و اگر مي کنند صدق T, S ∈ B(X)
T موضعي طيفي زيرفضاي ،XT (F ) که ميدانيم باشد. برقرار φ(T ) = ϕ(T )T تساوي T ∈ B(X) هر براي و φ(T ) ̸= ٠
طيفي زيرفضاي که نگاشتهايي با را مشبکهاند حافظ که نگاشتهايي مي توان بنابراين است. Lat(T ) از عنصري ،F ⊆ C با متناظر
موضعي طيف زيرفضاي که پرداختند B(X) روي جمعي نگاشتهاي بررسي به [٩] در نويسندگان کرد. جايگزين کنند، حفظ را موضعي
که B(X) روي φ جمعي نگاشت تنها که دادند نشان آنها دقيق تر، به طور مي کنند. حفظ را تکعضوي مجموعه هر با متناظر عملگرهاي
همکاران و بوزيان بن است. هماني نگاشت کند، صدق λ ∈ C و T ∈ B(X) هر براي Xφ(T )({λ}) = XT ({λ}) رابطه در

شرط در که پرداختند B(X) بروي B(X) از φ پيوسته ضعيف به طور و پوشا نگاشتهاي فرم دقيق توصيف به [٣] در

Xφ(T )−φ(S)({λ}) = XT−S({λ})

طيفي زيرفضاي که پرداختند پوشايي نگاشتهاي مطالعه به نويسندگان ،[٢] در سپس کنند. صدق λ ∈ C و T, S ∈ B(X) هر براي
φ پوشا نگاشتهاي دقيق توصيف به آنها ديگر بيان به مي کنند. حفظ را تکعضوي هاي مجموعه با متناظر عملگر، دو مجموع موضعي

شرط در که پرداختند B(X) روي
Xφ(T )+φ(S)({λ}) = XT+S({λ})

موضعي طيف زيرفضاي که B(X)پرداختند روي نگاشتهايي توصيف به همچنين آنها کنند. صدق λ ∈ C و T, S ∈ B(X) براي
و عملگر دو ضرب موضعي طيف زيرفضاي که نگاشتهايي اين، بر علاو ه کنند. حفظ را تکعضوي مجموعههاي با متناظر عملگر دو تفاضل
شرط در که کردند توصيف B(X)را روي φ پوشاي نگاشتهاي آنها واقع، در گرفت. قرار بررسي مورد نيز کنند حفظ را عملگر سه ضرب

Xφ(T )φ(S)({λ}) = XTS({λ})

شرط آنها براي که را B(X) روي φ پوشا نگاشتهاي همچنين مي کنند. صدق λ ∈ C و T, S ∈ B(X) براي

Xφ(T )φ(S)φ(T )({λ}) = XTST ({λ})

کردند. توصيف باشد برقرار λ ∈ C و T, S ∈ B(X) هر براي
φ١(T )φ٢(S) و TS موضعي طيف زيرفضاهاي که مي پردازيم B(X) روي φ٢ و φ١ نگاشتهاي ساختار بررسي به مقاله اين در

باشند. مساوي هم با λ ∈ C و T, S ∈ B(X) هر براي {λ} تکعضوي مجموعههاي به نسبت
Lattice٢
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مقدمات و تعاريف ٢

مي کند. بيان را موضعي طيف شده شناخته پايه اي خواص از برخي لم اولين

برقرارند: زير احکام ،α ∈ C اسکالر و x ∈ X هر براي .T ∈ B(X) و باشد باناخ فضاي يک X کنيم فرض .[١٣ ،١] .٢. ١ لم
است. ناتهي σT (x) آنگاه باشد، صفر غير بردار x و تکمقداري توسيع خاصيت داراي T اگر (الف)

.σαT (x) = ασT (x) و σT (αx) = σT (x) آنگاه باشد α ̸= ٠ اگر (ب)
باشد، تکمقداري توسيع خاصيت داراي T اگر علاوه به .σT (x) ⊆ {λ} آنگاه ،Tx = λx باشيم داشته λ ∈ C يک براي اگر (ج)

. σT (x) = {λ} آنگاه

مي شود. ارائه XT (F ) زيرفضاي بنيادي خواص از برخي بعدي، لم در

برقرارند. زير احکام . F ⊆ C و T ∈ B(X) کنيم فرض .[١٣ ،١] .٢. ٢ لم
.(T − λI)XT (F ) = XT (F ) داريم λ ∈ C \ F هر براي (الف)

.x ∈ XT (F ) آنگاه باشد، برقرار x ∈ X براي (T − λI)x ∈ XT (F ) اگر (ب)
.ker(T − λI) ⊆ XT (F ) (ج)

.XαT (λ) = XT

(
λ
α

)
داريم ، α ∈ C ناصفر و ثابت وهرعدد λ ∈ C هر براي (د)

به صورت x ∈ X هر در T ∈ B(X) عملگر ناصفر موضعي طيف

σ∗
T (x) :=

{
{٠} σT (x) = اگر{٠}
σT (x) \ {٠} σT (x) ̸= اگر{٠}

مي شود. تعريف
که به مي دهيم نمايش x ⊗ f نماد با را يک حداکثر رتبه با عملگرهاي ،f ∈ X∗ خطي تابعک هر و x ∈ X بردار هر براي
و f(x) = ١ اگر تنها و اگر است خود توان x ⊗ f عملگر مي شود. تعريف y ∈ X هر براي (x ⊗ f)y = f(y)x صورت
شکل اين به مي توان را B(X) در يک رتبه با عملگر هر که باشيم داشته توجه .f(x) = ٠ اگر تنها و اگر است پوچتوان x⊗ f عملگر
بدين کرد، بيان يک رتبه با عملگر متناهي تعداد مجموع صورت مي توان به را T ∈ B(X) متناهي رتبه با عملگر هر همچنين و نوشت،
بهطوريکه دارند وجود i = ١, ٢, . . . , n که fi ∈ X∗ و xi ∈ X بردارهاي آنگاه باشد، متناهي رتبه عملگر T اگر که صورت
F١(X) با ترتيب به را B(X) در متناهي رتبه با عملگرهاي و يک حداکثر رتبه با عملگرهاي همه مجموعه .T =

∑n
i=١ xi ⊗ fi

مي دهيم. نشان F (X) و

مي دهد. ارائه را يک رتبه با عملگر هر ناصفر موضعي طيف حوزه در پژوهشگران دستاوردهاي نخستين از يکي زير لم

داريم f ∈ X∗ و x ∈ X هر براي آنگاه باشد. X در ناصفر بردار يک x٠ کنيد فرض .[۶] .٢. ٣ لم

.σ∗
x⊗f (x٠) :=

{
{٠} f(x٠) = ٠ اگر
{f(x)} f(x٠) ̸= ٠ اگر

گيرد. قرار توجه مورد مي تواند مستقل به طور خود اين که مي پردازد يک رتبه با عملگرهاي توصيف به موضعي طيف اساس بر زير قضيه

هستند. معادل زير احکام ،R ∈ B(X) ناصفر عملگر و x ∈ X ناصفر بردار براي .[۶] .۴ .٢ قضيه
است. يک رتبه از R عملگر (الف)

است. عضو يک حداکثر شامل σ∗
RT (x) ،T ∈ B(X) هر براي (ب)

است. عضو يک حداکثر شامل σ∗
RT (x) ،T ∈ B(X) دو رتبه عملگر هر براي (ج)

کرد. خواهيم استفاده زير لمهاي از بعدي بخشهاي در ارائهشده نتايج برخي اثبات در
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هستند. معادل زير احکام ،A ∈ B(X) عملگر يک و x ∈ X ناصفر بردار يک براي .[۴] .۵ .٢ لم
.Ax = ٠ (الف)

.σ∗
TA(x) ⊆ {٠} داريم T ∈ B(X) عملگر هر براي (ب)

.σ∗
TA(x) = {٠} داريم T ∈ B(X) يک رتبه عملگر هر براي (ج)

هستند. معادل زير احکام .A,B ∈ B(X) و باشد ناصفر بردار يک x ∈ X کنيم فرض .[۶] .۶ .٢ لم
.A = B (الف)

.T ∈ B(X) عملگر هر براي σAT (x) = σBT (x) (ب)
.T ∈ B(X) يک رتبه عملگر هر براي σAT (x) = σBT (x) (ج)
.T ∈ B(X) يک رتبه عملگر هر براي σ∗

AT (x) = σ∗
BT (x) (د)

XT ({λ}) = XS({λ}) ،λ ∈ C هر براي اگر .T, S ∈ B(X) و باشد ناصفر بردار يک x ∈ X کنيم فرض .[٢] .٢. ٧ لم
.µ ∈ C هر براي σS(x) = {µ} اگر تنها و اگر σT (x) = {µ} آنگاه

برقرار زير احکام آنگاه باشد. يک رتبه با پوچتوان غير عملگر يک R = x⊗ f و Xدر ناصفر بردار يک x٠ کنيم فرض .[۶] .٢. ٨ لم
هستند.

.f(x٠) = ٠ اگر تنها و اگر σR(x٠) = {٠} (الف)
باشند. خطي وابسته x و x٠ و f(x٠) ̸= ٠ اگر تنها و اگر σR(x٠) = {f(x)} (ب)

باشند. خطي مستقل x و x٠ و f(x٠) ̸= ٠ اگر تنها و اگر σR(x٠) = {٠, f(x)} (ج)
دارد. موثري نقش مقاله اصلي نتايج اثبات در زير قضيه

هستند. معادل زير گزارههاي .T, S ∈ B(X) کنيم فرض .[٢] .٢. ٩ قضيه
. T = S (الف)

.R ∈ F١(X) و λ ∈ C هر براي XTR({λ}) = XSR({λ}) (ب)
را تکعضوي مجموعههاي با متناظر عملگرها موضعي طيف زيرفضاي که را B(X) روي جمعي نگاشتهاي ،[١٠] در نويسندگان

کردند. بررسي حفظ کند،
Xφ(T )({λ}) = XT ({λ}) به طوري که باشد پوشا و جمعي نگاشتي φ : B(X) → B(X) کنيم فرض .[٩] .٢. ١٠ قضيه

است. برقرار T ∈ B(X) هر براي φ(T ) = T تساوي آنگاه باشد. برقرار T ∈ B(X) و λ ∈ C هر براي
که به طوري باشد پوشا جمعي نگاشت يک .φ : B(X) → B(X) اگر B ∈ B(Y,X) کنيم فرض .[٩] .٢. ١١ قضيه
براي φ(T ) = B−١TB و است معکوسپذير B آنگاه ،λ ∈ C و T ∈ B(X) هر براي BYφ(T )({λ}) = XT ({λ})

.T ∈ B(X) هر

اصلي نتايج ٣
مي کنيم. اثبات را زير لمهاي نخست گام در

هستند. معادل زير احکام .T, S ∈ B(X) کنيم فرض .٣. ١ لم
. T = S (الف)

است. برقرار R ∈ B(X) و λ ∈ C هر براي XRT ({λ}) = XRS({λ}) رابطه (ب)
است. برقرار R ∈ F١(X) و λ ∈ C هر براي XRT ({λ}) = XRS({λ}) رابطه (ج)

R ∈ F١(X) و λ ∈ C هر براي کنيم فرض کنيم. ثابت را (ج)⇐(الف) کافيست تنها پس هستند، بديهي (الف)⇐(ب)⇐(ج) اثبات.
ميدهيم قرار ميگيريم. نظر در دلخواه را f ∈ X∗ و x ∈ X ناصفر بردار باشد. برقرار XRT ({λ}) = XRS({λ}) تساوي
داراي RS و RT عملگرهاي چون برقرارند. RSx = f(Sx)x و RTx = f(Tx)x تساويهاي بهوضوح ،R = x ⊗ f
دهد. مي نتيجه را σRS(x) = {f(Sx)} و σRT (x) = {f(Tx)} تساويهاي ،٢. ١ لم هستند تکمقداري توسيع خاصيت

، ٢. ٧ لم و فرض به باتوجه
{f(Tx)} = σRT (x) = σRS(x) = {f(Sx)}.

بردار يک x که آنجا از .Tx = Sx که مي کند ايجاب اين و است برقرار f ∈ X∗ هر براي f(Tx) = f(Sx) تساوي بنابراين
. T = S که مي گيريم نتيجه است، X در دلخواه ناصفر
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رابطه در T, S ∈ B(X) و λ ∈ C هر براي که به طور ي باشند B(X) بتوي B(X) از نگاشتهايي φ٢ و φ١ اگر .٣. ٢ لم

Xφ١(T )φ٢(S)({λ}) = XTS({λ}) (٣. ١)

هستند. برقرار زير احکام آنگاه کنند، صدق
است. يک به يک φ٢ (الف)

هر براي همچنين و است برقرار φ٢(αT ) = αφ٢(T ) تساوي α ∈ C و T ∈ B(X) هر براي آنگاه باشد، پوشا φ١ اگر (ب)
مي نگارد. Bx(X) بهروي را Bx(X) مجموعه φ٢ ،x ∈ X

داريم λ ∈ C و R ∈ F١(X) هر براي آنگاه ،φ٢(A) = φ٢(B) باشيم داشته A,B ∈ B(X) براي اگر (الف) اثبات.

XRA({λ}) = Xφ١(R)φ٢(A)({λ}) = Xφ١(R)φ٢(B)({λ}) = XRB({λ})

است. يک به يک φ٢ نگاشت بنابراين .A = B که مي گيريم نتيجه ٣. ١ لم براساس و
از اکنون .φ١(S) = R که به طوري دارد وجود S ∈ B(X) عملگر R ∈ F١(X) هر براي ،φ١ پوشايي فرض از استفاده با (ب)

است برقرار α ̸= ٠ ,α که λ ∈ C و T ∈ B(X) هر براي زير رابطه ،(٣. ١)

XR(αφ٢(T ))({λ}) = Xαφ١(S)φ٢(T )({λ})
= Xφ١(S)φ٢(T )

({
λ
α

})
= XST

({
λ
α

})
= XS(αT )({λ})
= Xφ١(S)φ٢(αT )({λ})
= XRφ٢(αT )({λ}).

.Sx = ٠ صورت اين در ،S ∈ Bx(X) کنيم فرض دوم، قسمت اثبات براي .φ٢(αT ) = αφ٢(T ) که مي دهد نتيجه ٣. ١ لم
بنابراين .σTS(x) ⊆ {٠} که مي کند ايجاب اين و σ∗

TS(x) ⊆ {٠} ،T ∈ B(X) هر براي که مي دهد نشان ۵ .٢ لم

x ∈ XTS({٠}) = Xφ١(T )φ٢(S)({٠})

مي گيريم. نتيجه x(S)φ٢را = تساوي٠ ،۵ .٢ لم به استناد با φ١و بودن پوشا به توجه با حال .σφ١(T )φ٢(S)(x) ⊆ {٠} نتيجه در و
برقرار T ∈ B(X) هر براي σ∗

Tφ٢(S)
(x) ⊆ {٠} ،۵ .٢ لم از مجدد استفاده با ،φ٢(S)x = ٠ کنيم فرض حکم، عکس اثبات براي

T ∈ B(X) هر براي σφ١(T )φ٢(S)(x) ⊆ {٠} است پوشا φ١ چون .σTφ٢(S)(x) ⊆ {٠} مي دهد نشان امر اين که است
پس است. برقرار

x ∈ Xφ١(T )φ٢(S)({٠}) = XTS({٠}).

پس .Sx = ٠ دهد مي  نتيجه ۵ .٢ لم مجدداٌ ،σ∗
TS(x) ⊆ {٠} نتيجه در و σTS(x) ⊆ {٠} ،T ∈ B(X) هر براي بنابراين

مي نگارد. Bx(X) بهروي را Bx(X) مجموعه φ٢ ،x ∈ X هر براي

ميشود. بيان زير صورت به مقاله اصلي قضيه

T, S ∈ B(X) و λ ∈ C هر براي اگر باشند. B(X) بهروي B(X) از جمعي نگاشتهاي φ٢ و φ١ کنيم فرض .٣. ٣ قضيه
رابطه

Xφ١(T )φ٢(S)({λ}) = XTS({λ}) (٣. ٢)

φ٢(T ) = PT و φ١(T ) = TP−١ تساويهاي به طور يکه دارد وجود P : X → X دوسويي خطي نگاشت آنگاه باشد، برقرار
مي نگارند. Bx(X) بهروي را Bx(X) مجموعه φ٢ و φ١ ،x ∈ X هر براي همچنين برقرارند. T ∈ B(X) هر براي
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. دهيم مي ارائه گام هشت در را قضيه برهان اثبات.
. φ(٠)١ = ٠ و است يکبهيک φ١ نگاشت .١ گام

R ∈ F١(X) و λ ∈ C هر براي آنگاه ،φ١(T ) = φ١(S) باشيم داشته T, S ∈ B(X) عملگرهاي براي کنيم فرض

XTR({λ}) = Xφ١(T )φ٢(R)({λ}) = Xφ١(S)φ٢(R)({λ}) = XSR({λ}).

دوم، قسمت اثبات براي است. يک به يک φ١ نتيجه در و T = S که مي دهد نشان ٢. ٩ قضيه

Xφ(٠)١φ٢(T )({λ}) = X٠T ({λ}) = X٠({λ}) = X٠φ٢(T )({λ}).

. φ(٠)١ = ٠ که دهد مي نتيجه ٢. ٩ قضيه مجددا پوشاست، φ٢ چون

مي نگارند. Bx(X) بهروي را Bx(X) مجموعه φ٢ و φ١ ،x ∈ X هر براي همچنين و است خطي φ١ نگاشت .٢ گام
و φ٢(S) = R که دارد وجود S ∈ B(X) عملگر پس است، پوشا نگاشتي φ٢ چون باشد. دلخواه يک رتبه عملگر R کنيم فرض

داريم α ̸= ٠ ,α که λ ∈ C و T ∈ B(X) هر براي درنتيجه

Xαφ١(T )R({λ}) = Xαφ١(T )φ٢(S)({λ})
= Xφ١(T )φ٢(S)

({
λ
α

})
= XTS

({
λ
α

})
= X(αT )S({λ})
= Xφ١(αT )φ٢(S)({λ})
= Xφ١(αT )R({λ}).

است. خطي φ١ پس کرديم، فرض جمعي را φ١ اول از طرفي از مي دهد. نتيجه را φ١(αT ) = αφ١(T ) تساوي ٢. ٩ قضيه
شود. مي اثبات ٣. ٢ لم (ب) قسمت مشابه گام اين دوم قسمت

مي کند. حفظ جهت، دو هر در را يک رتبه عملگرهاي φ١ نگاشت .٣ گام
پس φ(٠)١ = ٠ و است يکبهيک φ١ چون .f ∈ X∗ و x ∈ X آن در که باشد يک رتبه عملگر R = x ⊗ f کنيم فرض
توسيع خاصيت داراي RT و RTx = f(Tx)x که آنجا از باشد، دلخواه عملگر يک T ∈ B(X) کنيم فرض .φ١(R) ̸= ٠

رابطه بنابراين .σRT (x) = {f(Tx)} پس است، تکمقداري

x ∈ XRT ({f(Tx)}) = Xφ١(R)φ٢(T )({f(Tx)}) = Xφ١(R)S({f(Tx)})

،S ∈ B(X) هر براي که مي دهد نتيجه ٢. ٧ لم است پوشا φ٢ چون است. برقرار S = φ٢(T ) ∈ B(X) عملگر هر براي
بهروشي است. يک رتبه (R)φ١داراي ۴ .٢ لم طبق است. عضو يک شامل حداکثر σ∗

φ١(R)S(x) پس .σφ١(R)S(x) = {f(Tx)}
دو هر در را يک رتبه عملگرهاي φ١ بنابراين است. يک رتبه عملگر يک R آنگاه باشد يک رتبه φ١(R) اگر مي شود داده نشان مشابه

مي کند. حفظ جهت

رابطه f ∈ X∗ و x ∈ X هر براي به طوري که دارند Bوجود : X∗ → X∗ Aو : X → X دوسويي خطي نگاشتهاي .۴ گام
ميباشد. برقرار φ١(x⊗ f) = Ax⊗Bf

مي کند. حفظ جهت دو هر در را يک رتبه عملگرهاي که است دوسويي و خطي φ١ : F (X) → F (X) نگاشت قبلي، گامهاي طبق
بود. خواهد زير شکلهاي از يکي به φ١ ،[١۴] براساس بنابراين

،f ∈ X∗ و x ∈ X هر براي که دارند وجود B : X∗ → X∗ و A : X → X دوسويي خطي نگاشتهاي (الف)

φ١(x⊗ f) = Ax⊗Bf. (٣. ٣)

،f ∈ X∗ و x ∈ X هر براي که دارند وجود D : X → X∗ و C : X∗ → X دوسويي خطي نگاشتهاي (ب)
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φ١(x⊗ f) = Cf ⊗Dx. (۴ .٣)

ميکنيم انتخاب را g ∈ X∗ ناصفر خطي تابعک ميگيريم، نظر در را y ∈ X ناصفر بردار باشد، (۴ .٣) شکل به φ١ کنيم فرض
کنيم فرض .σ(Cf⊗g)φ٢(I)(y) = {٠} نتيجه در و σ∗

(Cf⊗g)φ٢(I)
(y) = {٠} بنابراين .g(φ٢(I)y) = ٠ که به طوري

و f(y) ̸= ٠ که به طوري دارد وجود f ∈ X∗ خطي تابعک پس هستند، X در ناصفر بردارهاي y و x چون ،x = D−١g
ازطرفي .f(x) ̸= ٠

y ∈ X(Cf⊗g)φ٢(I)({٠}) = X(Cf⊗Dx)φ٢(I)({٠}) = Xx⊗f ({٠}).

که مي کند ايجاب ٢. ٣ لم اما .σx⊗f (y) = {٠} که ميدهد نتيجه ٢. ٨ لم پس

σ∗
x⊗f (y) = {f(x)} ̸= {٠}.

باشد. داشته را (٣. ٣) رابطه شکل مي تواند تنها φ١ که مي دهد نشان تناقض اين

است. برقرار f(x) = (Bf)(φ٢(I)Ax) رابطه f ∈ X∗ و x ∈ X هر براي .۵ گام
که مي گيريم نتيجه (٣. ٢) رابطه و قبلي گام بنابر ميباشد، برقرار f ∈ X∗ و x ∈ X هر براي σx⊗f (x) = {f(x)} رابطه چون

x ∈ Xx⊗f ({f(x)}) = Xφ١(x⊗f)φ٢(I)({f(x)}) = X(Ax⊗Bf)φ٢(I)({f(x)}).

٢. ٧ لم از استفاده با .f(x) ̸= ٠ که ميکنيم فرض ابتدا در

{٠} ̸= {f(x)} = σx⊗f (x) = σφ١(x⊗f)φ٢(I)(x) = σ(Ax⊗Bf)φ٢(I)(x),

که مي دهد نتيجه ٢. ٨ لم .(Bf)(φ٢(I)(x)) ̸= ٠ که است معنا بدان اين که

{f(x)} = σx⊗f (x) = σ(Ax⊗Bf)φ٢(I)(x) = {(Bf)(φ٢(I)Ax)}.

با و شد داده نشان قبل قسمت در آنچه اساس بر .g(x) ̸= ٠ که ميکنيم انتخاب را طوري  g ∈ X∗ خطي تابعک ،f(x) = ٠ اگر حال
،(f+g)(x) = (B(f+g))(φ٢(I)Ax) و g(x) = (Bg)(φ٢(I)Ax) داريم f+g و g خطي تابعک دو هر بر آن اعمال

پس

f(x) + g(x) = (f + g)(x)

= (B(f + g))(φ٢(I)Ax)

= (Bf)(φ٢(I)Ax) + (Bg)(φ٢(I)Ax)

= (Bf)(φ٢(I)Ax) + g(x).

است. برقرار f(x) = (Bf)(φ٢(I)Ax) تساوي نيز حالت اين در که مي دهد نشان اين

است. معکوسپذير φ٢(I) .۶ گام
x = A−١y ميدهيم قرار .φ٢(I)y = ٠ دارد که وجود y ∈ X ناصفر بردار صورت اين غير در زيرا است؛ يکبهيک φ٢(I) عملگر

داريم قبل گامهاي بنابر .f(x) ̸= ٠ باشد که خطي تابعکي f ∈ X∗ کنيم فرض و

٠ ̸= f(x) = (Bf)(φ٢(I)Ax) = (Bf)(φ٢(I)y) = ٠,

کنيم فرض .(φ٢(I))
∗B = (A∗)−١ و است پيوسته A که مي دهيم نشان حال است. يکبهيک φ٢(I) پس است. تناقض يک که

رابطه صورت اين در ، limn−→∞Axn = y ∈ X و limn−→∞ xn = x ∈ X که به طوري باشد X در دنباله اي (xn)n

(Bf)(φ٢(I)y) = lim
n−→∞

(Bf)(φ٢(I)Axn) = lim
n−→∞

f(xn) = f(x) = (Bf)(φ٢(I)Ax)
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بنابراين است. پيوسته A که مي دهد نشان بسته گراف قضيه است، دلخواه f ∈ X∗ و دوسويي B چون است، برقرار f ∈ X∗ هر براي
داريم f ∈ X∗ و x ∈ X هر براي

f(x) = (Bf)(φ٢(I)Ax) = (φ٢(I)A)
∗Bf(x).

پس
IX∗ = (φ٢(I)A)

∗B = A∗(φ٢(I))
∗B.

است. معکوسپذير φ٢(I) بنابراين و (A∗)−١B−١ = (φ٢(I))
∗ درنتيجه

هستند. خطي وابسته I و A .٧ گام
خطي تابعک باشند. خطي مستقل x و Ax که به طوري باشد داشته وجود x ∈ X ناصفر بردار فرض کنيم تناقض، يک به رسيدن براي
.A(x ⊗ f)A−١x = ٠ و (x ⊗ f)x = x پس .f(A−١x) = ٠ و f(x) = ١ ميگيريم که نظر در را f ∈ X∗

براي Xx⊗f ({λ}) = Xφ١(x⊗f)φ٢(I)({λ}) رابطه که ازآنجا .σA(x⊗f)A−١(x) = {٠} و σx⊗f (x) = {١} بنابراين
مي توان قبل گامهاي بنابر .σx⊗f (x) = σφ١(x⊗f)φ٢(I)(x) که مي گيريم نتيجه ٢. ٧ لم از استفاده با است، صادق λ ∈ C هر

گرفت نتيجه

{١} = σx⊗f (x) = σφ١(x⊗f)φ٢(I)(x)

= σ(Ax⊗Bf)φ٢(I)(x)

= σ(Ax⊗φ٢(I)∗Bf)(x)

= σA(x⊗f)A−١(x) = {٠}.

.A = αI که به طوري دارد وجود α ∈ C ناصفر اسکالر که مي دهد نشان تناقض اين

.P = φ٢(I) آن در که برقرارند، φ٢(T ) = PT و φ١(T ) = TP−١ تساويهاي T ∈ B(X) هر براي .٨ گام
هر براي پس مي کنيم. تعريف T ∈ B(X) هر براي ψ١(T ) = φ١(T )φ٢(I) ضابطه با را ψ١ : B(X) → B(X) نگاشت

داريم λ ∈ C و T ∈ B(X)

Xψ١(T )({λ}) = Xφ١(T )φ٢(I)({λ}) = XT ({λ}).

برقرار T ∈ B(X) هر براي φ١(T ) = T (φ٢(I))
−١ تساوي پس .ψ١(T ) = T ،T ∈ B(X) هر براي ،٢. ١٠ قضيه بنابر

ψ٢(T ) = φ١(I)φ٢(T ) ضابطه با را ψ٢ : B(X) → B(X) نگاشت ديگر، بار .φ١(I) = (φ٢(I))
−١ است واضح است.

رابطه λ ∈ C و T ∈ B(X) هر براي لذا مي کنيم. تعريف T ∈ B(X) هر براي

Xψ٢(T )({λ}) = XT ({λ})

T ∈ B(X) هر براي پس داشت. خواهيم نيز T ∈ B(X) هر براي را ψ٢(T ) = T تساوي ٢. ١٠ قضيه بنابر دوباره است، برقرار
.φ٢(T ) = (φ١(I))

−١T مي گيريم نتيجه

ميآيد. به دست نباشند، يکي Y و X باناخ فضاي دو که حالتي براي بالا، قضيه از زير نتيجه

B(X) از جمعي نگاشتهاي φ٢ و φ١ اگر باشد. معکوسپذير و کراندار خطي، عملگري P ∈ B(X,Y ) کنيم فرض .۴ .٣ نتيجه
رابطه در T, S ∈ B(X) و λ ∈ C هر براي باشند که B(Y ) بهروي

Yφ١(T )φ٢(S)({λ}) = PXTS({λ})

φ١(T ) = P T Q تساويهاي T ∈ B(X) هر براي به طوريکه دارد Qوجود ∈ B(Y,X) دوسويي عملگر آنگاه کنند، صدق
برقرارند. φ٢(T ) = Q−١TP−١ و
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و ψ١(T ) = P−١φ١(T )P ضابطههاي با را ψ٢ : B(X) → B(X) و ψ١ : B(X) → B(X) نگاشتهاي اثبات.
رابطه T, S ∈ B(X) و λ ∈ C هر براي لذا مي کنيم. تعريف ،T ∈ B(X) هر براي ψ٢(T ) = P−١φ٢(T )P

Xψ١(T )ψ٢(S)({λ}) = XP−١φ١(T )P P−١φ٢(T )P ({λ})
= XP−١φ١(T )φ٢(S)P ({λ})
= P−١Yφ١(T )φ٢(S)({λ})
= XTS({λ})

و ψ١(T ) = TA−١ دارد که وجود A : X → X دوسويي و خطي نگاشت که مي دهد نتيجه ٣. ٣ قضيه حال است. برقرار
φ١(T ) = P T QتساويهايT ∈ B(X) هر براي ،Q = (PA)−١ دادن قرار با .T ∈ B(X) هر T)ψ٢براي ) = AT

باشند. مي برقرار φ٢(T ) = Q−١TP−١ و

و φ١ : B(X) → B(X,Y ) و باشد معکوسپذير و کراندار خطي، عملگري P ∈ B(X,Y ) کنيم فرض .۵ .٣ نتيجه
رابطه در که باشند پوشا و جمعي نگاشتهاي φ٢ : B(X) → B(Y,X)

Yφ١(T )φ٢(S)({λ}) = PXTS({λ})

تساويهاي به طوري که دارد Qوجود ∈ B(X,X) دوسويي عملگر صورت اين در کنند. صدق T, S ∈ B(X) و λ ∈ C هر براي
برقرارند. T ∈ B(X) هر براي φ٢(T ) = QT P−١ و φ١(T ) = P T Q−١

و ψ١(T ) = P−١φ١(T ) بهصورت را ψ٢ : B(X) → B(X) و ψ١ : B(X) → B(X) نگاشتهاي اثبات.
رابطه لذا مي کنيم. تعريف ،T ∈ B(X) هر براي ψ٢(T ) = φ٢(T )P

Xψ١(T )ψ٢(S)({λ}) = XP−١φ١(T )φ٢(S)P ({λ}) = P−١Yφ١(T )φ٢(S)({λ}) = XTS({λ})

که دارد وجود Q : X → X دوسويي خطي نگاشت که مي کند ايجاب ٣. ٣ قضيه است. برقرار λ ∈ C و T, S ∈ B(X) هر براي
و φ١(T ) = P T Q−١ تساويهاي بنابراين هستند. صادق T ∈ B(X) هر براي ψ٢(T ) = QT و ψ١(T ) = TQ−١

بود. خواهد برقرار T ∈ B(X) براي φ٢(T ) = QT P−١

مي کنيم. بيان زير بهصورت را ۴ .٣ نتيجه از ديگري شکل

B(Yباشند ) به B(X) از جمعي نگاشتهاي φ٢ و φ١ اگر باشد. کراندار خطي، Qعملگري ∈ B(Y,X) کنيم فرض .۶ .٣ نتيجه
رابطه T, S ∈ B(X) و λ ∈ C هر براي که

QYφ١(T )φ٢(S)({λ}) = XTS({λ})

T ∈ B(X) هر براي که به طوري دارد وجود P : X → Y دوسويي خطي نگاشت و است معکوسپذير Q آنگاه باشد، برقرار
بود. خواهند برقرار φ٢(T ) = PTQ و φ١(T ) = Q−١TP−١ تساويهاي

و ψ١(T ) = φ١(T )φ٢(I) صورت به را ψ٢ : B(X) → B(Y ) و ψ١ : B(X) → B(Y ) هاي نگاشت اثبات.
رابطههاي λ ∈ C و T ∈ B(X) هر براي که است واضح مي کنيم. تعريف ،T ∈ B(X) هر براي ψ٢(T ) = φ١(I)φ٢(T )

QYψ١(T )({λ}) = QYφ١(T )φ٢(I)({λ}) = XT ({λ})

و
QYψ٢(T )({λ}) = QYφ١(I)φ٢(T )({λ}) = XT ({λ})

هر براي ψ٢(T ) = Q−١TQ و ψ١(T ) = Q−١TQ روابط و است معکوسپذير Q عملگر ،٢. ١١ قضيه طبق بنابراين برقرارند.
معني به اين .I = ψ٢(I) = φ١(I)φ٢(I) و I = ψ١(I) = φ١(I)φ٢(I) همچنين بود. خواهند برقرار T ∈ B(X)
براي φ٢(T ) = PTQ و φ١(T ) = Q−١TP−١ تساويهاي که مي گيريم نتيجه اين از است. φ٢(I) و φ١(I) معکوسپذيري

. P = φ٢(I)Q
−١ آن در که بود، خواهند برقرار T ∈ B(X) هر
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Abstract: Let B(X) be the algebra of all bounded linear operators on infinite-dimensional complex
Banachspace X .For T ∈ B(X) and λ ∈ C, let XT ({λ}) denotes the local spectral subspace of T
associated with {λ}. We show that if two additive maps φ1 and φ2 from B(X) onto B(X) satisfy

Xφ1(T )φ2(S)({λ}) = XTS({λ})

for all T, S ∈ B(X) and λ ∈ C, then there exists a bijective linear map P : X → X such that
φ1(T ) = TP−1 and φ2(T ) = PT for all T ∈ B(X). Also, we obtain some interesting results in this
direction.

Keywords: Local spectral subspace, Local spectrum, Nonlinear preservers, Finite rank operator,
Rank-one operators.
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