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خطي کد يک C کنيد فرض هستند. Zn
٩ از زير گروه هايي n طول به Z٩ - جمعي کدهاي چکيده:

تصوير مي دهيم نشان مقاله، اين در باشد. Zn
٩ روي همگن گري نگاشت Φ و Z٩ روي n طول به

و دوري C وقتي که .u⊛ v ∈ C ،u,v ∈ C هر براي اگر تنها و اگر است، خطي C همگن گري
بودن خطي براي کافي و لازم شرط يک مولد، چندجمله اي از استفاده با باشد، اول ٣ به نسبت n
گري تصوير که است شده داده نشان نتيجه، يک عنوان به است. شده داده آن همگن گري تصوير

نيست. خطي Z٩ روي مربعي باقيمانده کد يک همگن

سالومون. متسون- تبديل خطي، کد همگن، گري نگاشت دوري، کد کليدي: واژه هاي
.94B15, 11T71 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١

Fn
٣ باشد. مثبتي صحيح عدد n و ٩ پيمانه به صحيح اعداد حلقه Z٩ ،٣ مرتبه از متناهي ميدان F٣ کنيد فرض

کد يک Fn
٣ از C ناتهي زير مجموعه هر بگيريد. نظر در Z٩ و F٣ روي تايي ها n همه مجموعه ترتيب به را Zn

٩ و
ناتهي زير مجموعه يک باشد. برداري فضاي يک هرگاه است، خطي کد اين و مي شود ناميده n طول به سه  سه اي
ميشود، ناميده دوري خطي کد يک باشد. Zn

٩ از زيرگروه يک اگر مي شود، ناميده Z٩ روي خطي کد يک Zn
٩ از C

براي ترتيب به C و C حروف از مقاله اين در باشد. کد واژه يک آن کدواژه هاي از يک هر از دوري شيفت يک اگر
متناهي، ميدان هاي روي خطي کدهاي خلاف بر مي کنيم. استفاده سه سه اي کدهاي و Z٩ روي کدهاي دادن نشان
Z٩ روي G ،k × n ماتريس يک مي باشند. مولد ماتريس يک داراي اما ندارند، پايه اي حلقه ها روي خطي کدهاي
،G سطرهاي از سره اي زيرمجموعه هيچ و کنند توليد را C ،G سطرهاي هرگاه مي شود، ناميده C مولد ماتريس يک

زير است: مولد ماتريس با کدي با جايگشتي همارز Z٩ روي n طول به خطي کد يک نکند. توليد را C

G =

[
Ik٠ A B
٠ ٣Ik١ ٣F

]
, (١. ١)
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با ترتيب به Z٩ و F٣ در جمع .([ ؟ [؟ ) هستند Z٩ حلقه از B درايه هاي و ،F٣ ميدان از F و A درايه هاي آن در که
[u]٣ = [u٠, u٣[١ صورت به u = u٠ + ٣u١ سه سه اي بسط ،u ∈ Z٩ هر براي مي شود. داده نمايش “+” و “⊕”

هستند. F٣ به متعلق u١ و u٠ آن در که مي شود، داده نشان
اول  است، عددي p و مثبت و صحيح عددي s آن در که دارد، وجود Fps−١

p به Zps از مختلفي گري نگاشت هاي
است؛ [ [؟ در شده تعريف صورت به F٣

٣ به Z٩ از ϕ همگن گري نگاشت تعريف ببينيد. را [ ؟ ؟ ؟ [؟ نمونه  براي
صورت: به يعني

ϕ(٠) = ٠٠٠, ϕ(١) = ٠١٢, ϕ(٢) = ٠٢١, ϕ(٣) = ١١١, ϕ(۴) = ١٢٠, ϕ(۵) = ١٠٢,
ϕ(۶) = ٢٢٢, ϕ(٧) = ٢٠١, ϕ(٨) = ٢١٠.

در که نوشت نيز ϕ(r) = [r]٣A صورت به r ∈ Z٩ هر براي مي توان را F٣
٣ به Z٩ از ϕ که باشيد داشته دقت البته

آن

A =

[
٠ ١ ٢
١ ١ ١

]
.

داد: توسيع زير صورت به مي توان را Zn
٩ به متعلق z = (z١, . . . , zn) هر براي Φ نگاشت همچنين،

Φ : Zn
٩ −→ F٣n

٣

z 7−→ (ϕ(z١), . . . , ϕ(zn)).

شرايطي بررسي جبري کدگذاري نظريه در جالب موضوعات از يکي باشد. خطي Φ(C) نيست لازم کلي، حالت در
يک ،Z٢s روي C خطي کد براي کرد. مشخص را خطي کد يک تصوير نبودن يا بودن خطي بتوان آن در که است
کافي و لازم شرايط برخي [ ؟ [؟ در ويژه، به است. شده بيان [ [؟ در Φ(C) بودن خطي براي کافي و لازم شرط
براي بودن خطي مسئله [ ؟ ؟ [؟ در است. شده داده چهارگاني خطي کد يک همگن گري تصوير بودن خطي براي
از استفاده با بهعلاوه، است. گرفته قرار مطالعه و بررسي مورد Z٨ و Z٢s ،Zps روي هادامارد خطي کدهاي خانواده
[؟ در Φ(C) بودن خطي براي کافي و لازم شرط يک ،Z٨ روي C کد استاندارد) شکل (به مولد ماتريس سطرهاي
حلقه روي خطي کد يک همگن گري تصوير بودن خطي براي کافي و لازم شرط يک تازگي، به است. شده بيان [
و Z٨ ،Z۴ روي فرد طول به دوري کد يک گري تصوير بودن خطي است. شده داده [ [؟ در GR(۴,m) گالواي

است. شده مطالعه [ ؟ ؟ [؟ در GR(۴,m)
n طول به خطي کد يک همگن گري تصوير بودن خطي ،٢ بخش در است. زير بخش هاي شامل مقاله اين
به نسبت n که ،n طول به دوري کد يک مولد چند جمله اي روي را شرطي ،٣ بخش در است. شده بررسي Z٩ روي
بيشتري تحقيقات و نتايج ،۴ بخش در سرانجام، شود. خطي آن گري تصوير که مي کنيم ارائه Z٩ روي است، اول ٣

مي دهيم. ارائه مبحث اين در

Z٩ روي خطي کدهاي همگن گري تصوير ٢

را روشي بخش، اين در نيست. خطي لزوماً Φ(C) باشد، Z٩ روي n طول به خطي کد يک C اگر کلي، حالت در
زير تعريف دو کرد. استفاده Φ(C) بودن غيرخطي يا و بودن خطي بررسي براي آن از ميتوان که داد خواهيم ارائه

گردد: واقع مفيد بخش اين اصلي نتيجه اثبات براي مي تواند
مي کنيم: تعريف ،Z٩ به متعلق y و x هر براي .٢. ١ تعريف

x⊛ y = ۶(x٢y + xy٢ + xy).

و [x٠, x٣[١ کنيد فرض .x ⊛ y = ٣(x ∗′ y) داريم: ،x ∗′ y = ٢(x٢y + xy٢ + xy) گرفتن نظر در با
[٠, ٢(x٢٠y٠ ⊕ x٠y

٢
٠ ⊕ x٠y٣[(٠ برابر x ⊛ y سه سه اي بسط بنابر اين باشند. y و x سه سه اي بسط [y٠, y٣[١

به را Z٩ روي “⊛” عملگر مي توان بهعلاوه، .[x + y]٣ = [x]٣ ⊕ [y]٣ ⊕ [x ⊛ y]٣ داد نشان مي توان است.
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آنگاه باشند، Zn
٩ به متعلق y = (y١, . . . , yn) و x = (x١, . . . , xn) اگر يعني، داد؛ توسيع Zn

٩ به طبيعي صورت
U اگر همچنين، .[x+ y]٣ = [x]٣ ⊕ [y]٣ ⊕ [x⊛ y]٣ که کنيد توجه .x⊛ y = (x١ ⊛ y١, . . . , xn ⊛ yn)

ميکنيم: تعريف باشند، Zn
٩ از زيرمجموعه دو V و

U ⊛ V = {x⊛ y : x ∈ U,y ∈ V }

و
U ∗′ V = {x ∗′ y : x ∈ U,y ∈ V }.

تعريف زير صورت به “�٣” عملگر ،Z٩ به متعلق v = v٠ + ٣v١ و u = u٠ + ٣u١ هر براي [ [؟ در .٢. ٢ تذکر
است: شده

u�٣ v = [t٠, t١]

آن در که
ti =

{
١ ui ⊕ vi ≥ ٣,
٠ ui ⊕ vi < ٣.

.٣(u�٣ v) = u⊛ v که کرد مشاهده مي توان زير جداول از استفاده با

u⊛ v ٣(u�٣ v) u, v
٠ ٠ ۴, ٧
٣ ٣ ۴, ٨
٣ ٣ ۵, ۵
٠ ٠ ۵, ۶
٣ ٣ ۵, ٧
٣ ٣ ۵, ٨
٠ ٠ ۶, ۶
٠ ٠ ۶, ٧
٠ ٠ ۶, ٨
٠ ٠ ٧, ٧
٣ ٣ ٧, ٨
٣ ٣ ٨, ٨

u⊛ v ٣(u�٣ v) u, v
٠ ٠ ٢, ۶
٣ ٣ ٢, ٧
٣ ٣ ٢, ٨
٠ ٠ ٣, ٣
٠ ٠ ٣, ۴
٠ ٠ ٣, ۵
٠ ٠ ٣, ۶
٠ ٠ ٣, ٧
٠ ٠ ٣, ٨
٠ ٠ ۴, ۴
٣ ٣ ۴, ۵
٠ ٠ ۴, ۶

u⊛ v ٣(u�٣ v) u, v
٠ ٠ ١, ١
٣ ٣ ١, ٢
٠ ٠ ١, ٣
٠ ٠ ١, ۴
٣ ٣ ١, ۵
٠ ٠ ١, ۶
٠ ٠ ١, ٧
٣ ٣ ١, ٨
٣ ٣ ٢, ٢
٠ ٠ ٢, ٣
٣ ٣ ٢, ۴
٣ ٣ ٢, ۵

اگر تنها و اگر است خطي Φ(C) صورت اين در باشد. Z٩ روي n طول به خطي کد يک C کنيد فرض .٢. ٣ قضيه
.x⊛ y ∈ C ،x,y ∈ C هر براي

مي کنيم: ثابت ،x,y ∈ Zn
٩ هر براي ابتدا اثبات.

Φ(x+ y − (x⊛ y)) = Φ(x)⊕ Φ(y). (٢. ١)

اثبات طبيعي طور به Zn
٩ براي را آن مي توان صورت اين در کنيم، بررسي n = ١ حالت براي را (؟؟) است کافي

،[w]٣ = [w٠, w٣[١ بسط با w ∈ Z٩ هر براي که است واضح نمود.

[−w]٣ = [٢w٠, ٢w٢
٠ ⊕ ٢w٣[١.

داريم: [y٠, y٣[١ و [x٠, x٣[١ بسطهاي با x, y ∈ Z٩ براي ديگر، سوي از

[x+ y]٣ = [x]٣ ⊕ [y]٣ ⊕ [x⊛ y]٣ = [x٠ ⊕ y٠, x١ ⊕ y١ ⊕ ٢(x٢٠y٠ ⊕ x٠y
٢
٠ ⊕ x٠y٣[(٠.
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بنابر اين:
[x+ y − (x⊛ y)]٣ =

[x+ y]٣ ⊕ [−(x⊛ y)]٣ ⊕ [(x+ y)⊛−(x⊛ y)]٣ =

[x٠ ⊕ y٠, x١ ⊕ y١ ⊕ ٢(x٢٠y٠ ⊕ x٠y
٢
٠ ⊕ x٠y٣[(٠ ⊕ [٠, x٢٠y٠ ⊕ x٠y

٢
٠ ⊕ x٠y٣[٠ ⊕ [٠, ٣[٠ =

[x٠ ⊕ y٠, x١ ⊕ y٣[١ =

[x]٣ ⊕ [y]٣.

داريم: ،A ماتريس در بالا رابطه طرف دو نمودن ضرب با
[x+ y − (x⊛ y)]٣A = [x]٣A⊕ [y]٣A.

،x,y ∈ C هر براي (؟؟)، به توجه با .Φ(x+ y − (x⊛ y)) = Φ(x)⊕ Φ(y) درنتيجه،
Φ(x+ y − (x⊛ y)) = Φ(x)⊕ Φ(y).

اثبات اکنون .Φ(x+ y − (x⊛ y)) ∈ Φ(C) اگر تنها و اگر Φ(x)⊕Φ(y) ∈ Φ(C) ،x,y ∈ C هر براي لذا
است. کامل

باشند. Z٩ اعضاي و v    به   عنوان u بسط هاي               سه سه اي ترتيب به [v٠, v٣[١ و [u٠, u٣[١ کنيد فرض .۴ .٢ تعريف
مي کنيم: تعريف زير صورت به را v و u بين “�” عملگر

u� v = u٠v٠ + ٣u١v١.

خطي بررسي براي آن از مي توان که مي دهيم ارائه کافي و لازم شرط يک ،C مولد ماتريس از استفاده با ادامه در
مي کنيم: بيان را زير لم ابتدا منظور، بدين برد. بهره Φ(C) بودن غيرخطي يا و بودن

داريم: ،x١,x٢, . . . ,xm,w ∈ Zn
٩ براي .۵ .٢ لم

(
m∑
i=١

xi)⊛w =
m∑
i=١

(xi ⊛w)⊕
∑

١≤j<l≤m

٣(xj � xl �w). (٢. ٢)

نمود. اثبات طبيعي صورت به Zn
٩ براي را آن مي توان کنيم، ثابت n = ١ حالت براي را (؟؟) است کافي اثبات.

m روي استقرا با را (؟؟) باشند. w و v ،u سه سه اي بسط ترتيب به [w٠, w٣[١ و [v٠, v٣[١ ،[u٠, u٣[١ کنيد فرض
رابطه بردن کار به با ،m = ٢ براي مي کنيم. ثابت

[u+ v]٣ = [u]٣ ⊕ [v]٣ ⊕ [u⊛ v]٣ = [u٠ ⊕ v٠, u١ ⊕ v١ ⊕ ٢(u٢٠v٠ ⊕ u٠v
٢
٠ ⊕ u٠v٣[(٠

داشت: خواهيم ،“⊛” عملگر از استفاده با و
[(u+ v)⊛ w]٣ =

[٠, ٢(u٠ ⊕ v٠)
٢w٠ ⊕ ٢(u٠ ⊕ v٠)w

٢
٠ ⊕ ٢(u٠ ⊕ v٠)w٣[٠ =

[٠, ٢u٢٠w٠ ⊕ ۴u٠v٠w٠ ⊕ ٢v٢٠w٠ ⊕ ٢u٠w٢
٠ ⊕ ٢v٠w٢

٠ ⊕ ٢u٠w٠ ⊕ ٢v٠w٣[٠ =

[٠, ٢u٢٠w٠ ⊕ ٢u٠w٢
٠ ⊕ ٢u٠w٣[٠ ⊕ [٠, ٢v٢٠w٠ ⊕ ٢v٠w٢

٠ ⊕ ٢v٠w٣[٠ ⊕ [٠, u٠v٠w٣[٠ =

[u⊛ w]٣ ⊕ [v ⊛ w]٣ ⊕ [٣(u� v � w)]٣.

که: مي گيريم نتيجه ،m = k براي باشد. برقرار m = k − ١ براي استقرا فرض کنيد فرض
(x١ + x٢ + · · ·+ xk−١ + xk)⊛ w =

((x١ + x٢ + · · ·+ xk−١)⊛ w)⊕ (xk ⊛ w)⊕ ٣((x١ + · · ·+ xk−١)� xk � w).
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مي کنيم: ثابت استقرا از استفاده با اکنون

٣((x١ + · · ·+ xk−١)� xk � w) =
k−١∑
i=١

٣(xi � xk � w).

نظر در x٣ و x٢ ،x١ سه سه اي بسط ترتيب به را [x٣٠, x٣[٣١ و [x٢٠, x٣[٢١ ،[x١٠, x٣[١١ و ،k = ٣ مي دهيم قرار
داريم: “�” عملگر از استفاده با مي گيريم.

[٣((x١ + x٢)� x٣ � w)]٣ = [٠, (x١٠ ⊕ x٢٠)x٣٠w٣[٠

= [٠, x١٠x٣٠w٣[٠ ⊕ [٠, x٢٠x٣٠w٣[٠

= [٣(x١ � x٣ � w)]٣ ⊕ [٣(x٢ � x٣ � w)]٣.

داريم: ،k − ١ براي باشد. برقرار k − ٢ براي استقرا فرض کنيد فرض حال
٣((x١ + · · ·+ xk−٢ + xk−١)� xk �w) = ٣((x١ + · · ·+ xk−٢)� xk �w)⊕ ٣(xk−١ � xk �w).

مي گيريم: نتيجه ،(k − ٢ (يعني استقرا فرض به توجه با
٣((x١ + · · ·+ xk−٢ + xk−١)� xk � w) =

٣((x١ + · · ·+ xk−٢)� xk � w)⊕ ٣(xk−١ � xk � w) =

٣(x١ � xk � w)⊕ ٣(x٢ � xk � w)⊕ · · · ⊕ ٣(xk−٢ � xk � w)⊕ ٣(xk−١ � xk � w) =

k−١∑
i=١

٣(xi � xk � w).

داريم: ،(m = k − ١ (يعني استقرا فرض از استفاده با ديگر، سوي از

(x١ + · · ·+ xk−١)⊛ w =
k−١∑
i=١

(xi ⊛ w)⊕
∑

١≤j<l≤k−١

٣(xj � xl � w).

درنتيجه:
(

m∑
i=١

xi)⊛ w =
m∑
i=١

(xi ⊛ w)⊕
∑

١≤j<l≤m

٣(xj � xl � w).

بردارهايي ui و vj آن در که  باشد (١. ١) مولد  ماتريس با   Z٩ روي n طول به خطي کد يک C کنيد فرض .۶ .٢ نتيجه
،١ ≤ t ≤ l ≤ k٠ هر براي اگر تنها و اگر است خطي Φ(C) صورت اين در هستند. ٣ و ٩ مرتبه از ترتيب به Zn

٩ در
.٣(vα � vβ � vγ) ∈ C ،١ ≤ α < β ≤ γ ≤ k٠ هر براي و vt ⊛ vl ∈ C

به کد واژه هر صورت اين در باشد، (١. ١) مولد ماتريس با Z٩ روي n طول به خطي کد يک C کنيد فرض اثبات.
،١ ≤ j ≤ k٠ براي بهطوري که است، نمايش قابل ∑k٠

j=١ µjvj +
∑k١

i=١ λiui شکل به منحصربهفردي صورت
باشند، ٣ مرتبه از w يا v ،u بردارهاي از يکي اگر که کنيد توجه .λi ∈ F٣ ،١ ≤ i ≤ k١ براي و ،µj ∈ Z٩
هر براي اگر تنها و اگر است خطي Φ(C) ؟؟، لم و ؟؟ قضيه بر بنا لذا .٣(u � v � w) = u ⊛ v = ٠ آنگاه
شرط در که γ و β ،α هر براي همچنين و ،vt ⊛ vl ∈ C مي کند، صدق ١ ≤ t ≤ l ≤ k٠ شرط در که l و t

.٣(vα � vβ � vγ) ∈ C مي کند، صدق ١ ≤ α < β ≤ γ ≤ k٠

مولد ماتريس با Z٩ روي ٧ طول به خطي کد يک C کنيد فرض .٢. ٧ مثال

G =


v١
v٢
v٣
u١
u٢

 =


١ ٠ ٠ ١ ٠ ۴ ٧
٠ ١ ٠ ٠ ٢ ١ ٨
٠ ٠ ١ ١ ١ ۵ ١
٠ ٠ ٠ ٣ ٠ ۶ ٣
٠ ٠ ٠ ٠ ٣ ٣ ۶


نيست. خطي Φ(C) لذا ،v١ ⊛ v٢ = ٠٠٠٠٠٠٣ /∈ C که آنجا از باشد.
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باشد: زير مولد ماتريس با Z٩ روي ١٠ طول به خطي کد يک C کنيد فرض .٢. ٨ مثال

G =


v١
v٢
v٣
v۴

 =


١ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٣ ۶ ۶ ٣
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ۶ ٣ ۶ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٣ ۶ ٣ ۶
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٣ ٣ ٣ ۶

 .

،v١ ⊛ v۴ ،v١ ⊛ v٣ ،v١ ⊛ v٢ ،v۴ ⊛ v۴ ،v٣ ⊛ v٣ ،v٢ ⊛ v٢ ،v١ ⊛ v١ که داد نشان مي توان سادگي به
،٣(v٢�v٢�v١) ،٣(v١�v١�v۴) ،٣(v١�v١�v٣) ،٣(v١�v١�v٢) ،v٣⊛v۴ ،v٢⊛v۴ ،v٢⊛v٣
،٣(v٣ � v٣ � v۴) ،٣(v٣ � v٣ � v٢) ،٣(v٣ � v٣ � v١) ،٣(v٢ � v٢ � v۴) ،٣(v٢ � v٢ � v٣)
،٣(v١ � v٢ � v۴) ،٣(v١ � v٢ � v٣) ،٣(v۴ � v۴ � v٣) ،٣(v۴ � v۴ � v٢) ،٣(v۴ � v۴ � v١)

است. خطي Φ(C) لذا هستند؛ C به متعلق ٣(v٢ � v٣ � v۴) و ٣(v١ � v٣ � v۴)

Z٩ روي دوري کدهاي همگن گري تصوير ٣

([؟ است شده شناسايي ولفمن توسط است، خطي آنها گري تصوير که Z۴ روي فرد طول به دوري کدهاي همه
با ترتيب به F٣[x]

⟨xn−١⟩ و Z٩[x]
⟨xn−١⟩ قسمتي خارج حلقه هاي .gcd(n, ٣) = ١ مي کنيم فرض بخش اين سرتاسر در .([

به مي توان را ،c٠ + ٣c١ 7−→ c٠ ضابطه :¯با Z٩ −→ F٣ طبيعي همريختي مي شوند. داده نشان R١,n و R٢,n
داد: گسترش زير ضابطه با F٣[x] به Z٩[x] از حلقهاي بروريختي يک

¯: Z٩[x] −→ F٣[x] (٣. ١)
a٠ + a١x+ · · ·+ anx

n 7−→ ā٠ + ā١x+ · · ·+ ānx
n.

باشند، R١,n به متعلق v̄(x) و ū(x) اگر .٣r(x) = ٣r̄(x) ،r(x) ∈ Z٩[x] هر براي که ديد مي توان سادگي به
ايده آل 〈r̄(x)〉٣ ،r̄(x) ∈ R١,n هر براي .ū(x) = v̄(x) که مي دهد نتيجه R٢,n در ٣ū(x) = ٣v̄(x) آنگاه
نگاشت با ،Rn چندجمله اي نمايش باشد. F٣ ميدان يا Z٩ حلقه ،R کنيد فرض است. r̄(x) توسط شده توليد اصلي
کنيد توجه مي شود. داده نشان P(a٠, a١, . . . , an−١) =

∑n−١
i=٠ aix

i ضابطه با R٢,n يا R١,n به Rn از P
به نسبت f٢(x) و f١(x) چندجمله اي هاي هستند. Zn

٩ و Fn
٣ چندجمله اي هاي نمايش ترتيب به Pn

٩ و Pn
٣ که

بهطوري که باشند؛ داشته وجود Z٩[x] در λ٢(x) و λ١(x) چندجمله اي هاي اگر مي شوند، ناميده Z٩[x] در اول هم
ايده بخش، اين در .Z٩[x]f١(x) + Z٩[x]f٢(x) = Z٩[x] معادل طور به يا ،λ١(x)f١(x) + λ٢(x)f٢(x) = ١
دوري n طول به C خطي کد يک که مي کنيم يادآوري مي دهيم. تعميم Z٩ روي n طول به کدهاي براي را ولفمن
حلقه يک R٢,n که کنيد توجه .(cn−١, . . . , cn−٢) ∈ C دهد نتيجه (c٠, . . . , cn−١) ∈ C اگر مي شود، ناميده

.([ ([؟ است اصلي ايده آل

مي کنيم: بيان زير گزاره در را Z٩ حلقه در دوري کد ساختار ابتدا، در
از مجموعه اي صورت، اين در باشد. Z٩ روي n طول به دوري کد يک C کنيد فرض ([ ([؟ .٣. ١ گزاره
بهطوري که دارد وجود (١ با برابر (احتمالا f٢(x) و f١(x) ،f٠(x) اول هم به نسبت دو به دو چندجمله اي هاي
f̂i(x) ،١ ≤ i ≤ ٢ براي بهطوري که مي شود، توليد {f̂٢(x), ٣f̂١(x)} توسط C و ،f٠(x)f٢(x)f١(x) = xn−١

. C = 〈f٠(x)f١(x), ٣f٠(x)f٢(x)〉 يعني، fi(x)؛ بجز ها، fj(x) همه حاصلضرب از است عبارت
نمايش اگر تنها و اگر است، Z٩ روي n طول به خطي دوري کد يک Zn

٩ از زير مجموعه يک ([ ([؟ .٣. ٢ گزاره
باشد. R٢,n از ايده آل يک آن چندجمله اي
داريم: [ [؟ در ۶ لم و ۴ قضيه همانند

گرفت: نتيجه ميتوان ؟؟، گزاره شرايط بودن برقرار فرض با .٣. ٣ لم
.C = 〈f٠(x)f١(x), ٣f٠(x)〉 = 〈f٠(x)f١(x) + ٣f٠(x)〉 (i)
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.C ∩ ٣R٢,n = 〈٣f٠(x)〉 (ii)

قرار .xn − ١ = f٠(x)f٢(x)f١(x) و C = 〈f٠(x)f١(x), ٣f٠(x)f٢(x)〉 ؟؟، گزاره از استفاده با (i) اثبات.
و r١(x) ،gcd(f١(x), f٢(x)) = ١ که آنجا از .C ⊆ C ′ وضوح به ،C ′ = 〈f٠(x)f١(x), ٣f٠(x)〉 دهيد

بهطوري که: دارند وجود Z٩[x] به متعلق r٢(x)
r١(x)f١(x) + r٢(x)f٢(x) = ١.

داريم: ،٣f٠(x) در بالا معادله طرف دو ضرب با

٣f٠(x) = ٣r١(x)f٠(x)f١(x) + ٣r٢(x)f٠(x)f٢(x) ∈ C.

.C ′ ⊆ C بنابراين
.g(x) = f٠(x)f١(x) + ٣f٠(x) آن در که ،C ⊆ 〈g(x)〉 که دهيم نشان است کافي آخر، تساوي براي

بهطوري که: دارند وجود Z٩[x] به متعلق r٢(x) و r١(x) ،gcd(f١(x), ٣) = ١ که آنجا از
٣r٢(x) + r١(x)f١(x) = ١.

داريم: ،f٠(x)f١(x) در اخير تساوي طرف دو ضرب با

f٠(x)f١(x) = ٣f٠(x)f١(x)r٢(x) + f٠(x)(f١(x))
٢r١(x) ∈ 〈g(x)〉.

بهطوري که: دارند وجود s٠(x), s١(x) ∈ Z٩[x] بنابر اين ،gcd(f٠(x), f١(x)) = ١ ديگر، سوي از
s٠(x)f٠(x) + s١(x)f١(x) = ١.

داريم: ،٣f٠(x) در بالا تساوي طرف دو ضرب با

٣f٠(x) = ٣s٠(x)(f٠(x))٢ + ٣s١(x)f٠(x)f١(x) ∈ 〈g(x)〉

.C = 〈g(x)〉 درنتيجه
r(x) ∈ R٢,n بنابر اين، ،b(x) ∈ C ∩٣R٢,n کنيد فرض .〈٣f٠(x)〉 ⊆ C ∩٣R٢,n ديد مي توان سادگي به (ii)
به دارد وجود r′(x) ∈ R٢,n لذا ،b(x) = r(x)f٠(x)f١(x) + ٣r(x)f٠(x) بهطوري که دارد وجود

.b(x) = ٣r′(x)f٠(x)f١(x) ∈ 〈٣f٠(x)〉 درنتيجه، .r(x) = ٣r′(x) گونه اي که

.〈f̄٠(x)f̄١(x)〉٣ ∗′ 〈f̄٠(x)f̄١(x)〉٣ ⊆ 〈f̄٠(x)〉٣ اگر تنها و اگر است خطي Φ(C) .۴ .٣ گزاره
C به متعلق u ⊛ v ،C به متعلق v و u هر براي اگر تنها و اگر است خطي Φ(C) ؟؟ قضيه به توجه با اثبات.
خطي Φ(C) بنابراين، .٣(u ∗′ v) ∈ C ،u,v ∈ C هر براي اگر تنها و اگر است خطي Φ(C) رو، اين از باشد.
که آنجا از .٣(m١(x)g(x) ∗′ m٢(x)g(x)) ∈ C ،m١(x),m٢(x) ∈ R٢,n هر براي اگر تنها و اگر است

داريم: ،R٢,n به متعلق m٢(x) و m١(x) هر براي ،٣(m١(x)g(x) ∗′ m٢(x)g(x)) ∈ ٣R٢,n

٣(m١(x)g(x) ∗′ m٢(x)g(x)) ∈ C ∩ ٣R٢,n = 〈٣f٠(x)〉.

،m١(x),m٢(x) ∈ R٢,n هر براي اگر تنها و اگر است؛ خطي Φ(C) پس
٣(m١(x)g(x) ∗′ m٢(x)g(x)) ∈ 〈٣f٠(x)〉,

،m١(x),m٢(x) ∈ R١,n هر براي اگر تنها و اگر
m̄١(x)ḡ(x) ∗′ m̄٢(x)ḡ(x) ∈ 〈f̄٠(x)〉٣,
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،m١(x),m٢(x) ∈ R١,n هر براي اگر تنها و اگر
m̄١(x)f̄٠(x)f̄١(x) ∗′ m̄٢(x)f̄٠(x)f̄١(x) ∈ 〈f̄٠(x)〉٣.

تبديل باشد. F٣t در واحد اوليه ام n ريشه يک β و F٣ روي xn − ١ تجزيه گر ميدان F٣t کنيد فرض .۵ .٣ ملاحظه
گونه اي که: به مي کنيم تعريف T :

F٣t [x]
⟨xn−١⟩ −→

F٣t [x]
⟨xn−١⟩ تابع صورت به را سالومون متسون -

U(x) = T (u(x)) =
n−١∑
k=٠

u(β−k)xk.

مي شود: تعريف زير صورت به نيز T وارون تبديل است. دوسويي T که کرد بررسي مي توان سادگي به

u(x) = T −١(U(x)) =
n−١∑
k=٠

U(βk)xk.

آنگاه: باشند، F٣t [x]
⟨xn−١⟩ به متعلق V (x) و U(x) کنيد فرض .۶ .٣ لم

T −١(U(x) ∗′ V (x)) = ٢T −١(U(x))T −١(U(x)V (x) + (V (x))٢ + V (x)).

مي دهيم: نشان ،u(x), v(x) ∈ F٣t [x]
⟨xn−١⟩ براي ابتدا در اثبات.

T (u(x)) ∗′ T (v(x)) = ٢T (u(x)(u(x)v(x) + (v(x))٢ + v(x))).

T (u(x)) ∗′ T (v(x)) =

u(١) ∗′ v(١) + (u(β−١) ∗′ v(β−١))x+ · · ·+ (u(β−(n−١)) ∗′ v(β−(n−١)))xn−١ =

٢((u(١))٢v(١) + u(١)(v(١))٢ + u(١)v(١))
+ (٢((u(β−١))٢v(β−١) + u(β−١)(v(β−١))٢ + u(β−١)v(β−١)))x

+ · · ·+
(٢((u(β−(n−١)))٢v(β−(n−١)) + u(β−(n−١))(v(β−(n−١)))٢ + u(β−(n−١))v(β−(n−١))))xn−١ =

٢(u(١)(u(١)v(١) + v(١)v(١) + v(١))
+ (u(β−١)(u(β−١)v(β−١) + v(β−١)v(β−١) + v(β−١))x

+ · · ·+
(u(β−(n−١))(u(β−(n−١))v(β−(n−١)) + v(β−(n−١))v(β−(n−١)) + v(β−(n−١))))xn−١) =

٢T (u(x)(u(x)v(x) + (v(x))٢ + v(x))).

داريم: درنتيجه

T −١(U(x) ∗′ V (x)) = ٢T −١(U(x))T −١(U(x)V (x) + (V (x))٢ + V (x)).

صورت، اين در باشد. F٣ روي واحد اوليه ام n ريشه يک β و F٣ روي xn − ١ شمارنده يک ū(x) کنيد فرض
هستند. ū(x) ريشه هاي βj و βi بهطوري که است؛ βiβj ريشه هاي با F٣ روي xn − ١ شمارنده (ū⊗ ū)(x)
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همچنين و ،xn − ١ = d̄(x)c̄(x) بهطوري که باشند F٣[x] در چندجمله اي هايي c̄(x) و d̄(x) کنيد فرض .٣. ٧ لم
.〈d̄(x)〉٣ ∗′ 〈d̄(x)〉٣ ⊆ 〈ē(x)〉٣ صورت، اين در .xn − ١ = (c̄⊗ c̄)(x)ē(x) که باشد گونه اي به ē(x)

آن در که باشد، 〈d̄(x)〉٣ ∗′ 〈d̄(x)〉٣ به متعلق s̄(x) = m̄١(x)d̄(x) ∗′ m̄٢(x)d̄(x) کنيد فرض اثبات.
m١(x),m٢(x) ∈ R٢,n.

داريم: سالومون متسون - تبديل وارون از استفاده با
T −١(s̄(x)) = T −١(m̄١(x)d̄(x) ∗′ m̄٢(x)d̄(x))

= ٢T −١(m̄١(x)d̄(x))T −١(m̄١(x)d̄(x)m̄٢(x)d̄(x) + m̄٢
٢(x)d̄

٢(x) + m̄٢(x)d̄(x)).

درنتيجه:
n−١∑
k=٠

s̄(βk)xk =

٢((
n−١∑
i=٠

m̄١(β
i)d̄(βi)xi)(

n−١∑
j=٠

(m̄١(β
j)m̄٢(β

j)d̄٢(βj) + m̄٢
٢(β

j)d̄٢(βj) + m̄٢(β
j)d̄(βj))xj)).

بنابراين: .c̄(βt) = ٠ اگر تنها و اگر d̄(βt) 6= ٠ که کنيد توجه
n−١∑
k=٠

s̄(βk)xk = ((
∑

c̄(βi)=٠

m̄١(β
i)d̄(βi)xi)(

∑
c̄(βj)=٠

(m̄١(β
j)m̄٢(β

j)d̄٢(βj) + m̄٢
٢(β

j)d̄٢(βj) + m̄٢

(βj)d̄(βj))xj)) = ٢
∑

(c̄⊗c̄)(βk)=٠

∑
i+j=k

((m̄١(β
i)d̄(βi))((m̄١(β

j)m̄٢(β
j)d̄٢(βj) + m̄٢

٢(β
j)d̄٢(βj)+

m̄٢(β
j)d̄(βj)))xk.

نتيجه لذا .s̄(βk) = ٠ آنگاه ،ē(βk) = ٠ اگر معادل، طور به يا ⊗c̄)؛ c̄)(βk) = ٠ داريم ،s̄(βk) 6= ٠ فرض با
.s̄(x) ∈ 〈ē(x)〉٣ بنابر اين .ē(x) | s̄(x) که مي گيريم

.xn − ١ = f٠(x)f٢(x)f١(x) بهطوري که بگيريد نظر در را f٢(x) و f١(x) ،f٠(x) چند جمله اي هاي .٣. ٨ قضيه
باشد گونه اي به ē(x) و باشد، Z٩ روي n طول به خطي دوري کد يک C = 〈f٠(x)f١(x)+٣f٠(x)〉 کنيد فرض

.f̄٠(x) | ē(x) ،F٣[x] در اگر تنها و اگر است خطي Φ(C) صورت، اين در .xn − ١ = (f̄٢ ⊗ f̄٢)(x)ē(x) که
دهيد: قرار .f̄٢(x) 6= ١ و f̄٠(x) 6= ١ کنيد فرض لذا .f̄٠(x) | ē(x) آنگاه ،f̄٢(x) = ١ يا f̄٠(x) = ١ اگر اثبات.

K = {k : (f̄٢ ⊗ f̄٢)(β
k) = ٠, ٠ ≤ k ≤ n− ١},

J(k) = {j : f̄٢(βj) = f̄٢(β
k−j) = ٠, ٠ ≤ j ≤ n− ١}.

هر براي ؟؟، گزاره به توجه با .J(k) 6= ∅ داريم ،k ∈ K اگر .K 6= ∅ مي گيريم نتيجه ،f̄٢(x) 6= ١ که آنجا از
استفاده با .f̄٠(x)f̄١(x) ∗′ xmf̄٠(x)f̄١(x) = λ̄m(x)f̄٠(x) بهطوري که دارد وجود λm(x) ،٠ ≤ j ≤ n − ١

داريم: ،d̄(x) = f̄٠(x)f̄١(x) فرض با و سالومون متسون - تبديل وارون از
n−١∑
k=٠

λ̄m(β
k)f̄٠(β

k)xk =

T −١(f̄٠(x)f̄١(x) ∗′ xmf̄٠(x)f̄١(x)) =

٢T −١(f̄٠(x)f̄١(x))T −١((f̄٠(x)f̄١(x))
٢xm + (xmf̄٠(x)f̄١(x))

٢ + xmf̄٠(x)f̄١(x)) =

٢((
n−١∑
i=٠

d̄(βi)xi)(
n−١∑
j=٠

(d̄٢(βj)(βm)j + d̄٢(βj)(βm)٢j + d̄(βj)(βm)j)xj)).
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∑بنابر اين:
k∈K

λ̄m(β
k)f̄٠(β

k)xk =

٢
∑
k∈K

(
∑

j∈J(k)

(d̄(βi)d̄٢(βj)(βm)j + d̄(βi)d̄٢(βj)(βm)٢j + d̄(βi)d̄(βj)(βm)j))xk. (٣. ٢)

لذا ،Sk(X) =
∑

j∈J(K) ٢(d̄(βi)d̄٢(βj) + d̄(βi)d̄٢(βj)(βm)j + d̄(βi)d̄(βj))Xj و k ∈ K کنيد فرض
بنابر اين، ،٢(d̄(βi)d̄٢(βj) + d̄(βi)d̄٢(βj)(βm)j + d̄(βi)d̄(βj)) 6= ٠ داريم ،j ∈ J(K) و k ∈ K هر براي
٠ ≤ لذا است، (n − ١ (يعني، Sk(X) ريشه هاي تعداد با برابر حد اکثر Sk(X) درجه که آنجا از .Sk(X) 6= ٠
،λ̄m(β

k)f̄٠(β
k) 6= ٠ که مي گيريم نتيجه (؟؟) از استفاده با .Sk(β

m) 6= ٠ بهطوري که دارد وجود m ≤ n− ١
طور به يا ،f̄٠(βk) 6= ٠ اينکه بر دارد دلالت (f̄٢ ⊗ f̄٢)(β

k) = ٠ بنابر اين .f̄٠(βk) 6= ٠ که مي دهد نتيجه اين
ē(βk)؛ = ٠ آنگاه ،f̄٠(βk) = ٠ اگر ديگر، بيان به .(f̄٢ ⊗ f̄٢)(β

k) 6= ٠ که مي دهد نتيجه f̄٠(βk) = ٠ معادل
.f̄٠(x) | ē(x) يعني

لذا ،〈d̄(x)〉 ∗′ 〈d̄(x)〉 ⊆ 〈ē(x)〉 ؟؟، لم از استفاده با ،〈ē(x)〉 ⊆ 〈f̄٠(x)〉 آنگاه ،f̄٠(x) | ē(x) اگر برعکس،
.〈f̄٠(x)f̄١(x)〉 ∗′ 〈f̄٠(x)f̄١(x)〉 ⊆ 〈ē(x)〉 ⊆ 〈f̄٠(x)〉 بنابر اين ،d̄(x) = f̄٠(x)f̄١(x) دهيم قرار است کافي

است. خطي Φ(C) که مي گيريم نتيجه ؟؟، گزاره از استفاده با
بهطوري که باشد، Z٩ روي n طول به دوري کد يک C = 〈f٠(x)f١(x) + ٣f٠(x)〉 کنيد فرض .٣. ٩ نتيجه

صورت: اين در .xn − ١ = f٠(x)f٢(x)f١(x)

است. خطي Φ(C) آنگاه ،f٠(x) = ١ اگر (i)
است. خطي Φ(C) آنگاه ،f٢(x) = ١ اگر (ii)

است. خطي Φ(C) آنگاه ،f٢(x) = x− ١ اگر (iii)
است: زير صورت به x۴ − ١ تجزيه ،Z٩[x] در .٣. ١٠ مثال

(x− ٨)(x٢ + ١)(x+ ٨) = f٠(x)f٢(x)f١(x),

f٢(x) ،f٠(x) که داد نشان مي توان سادگي به .f١(x) = x+ ٨ و f٢(x) = x٢+ ١ ،f٠(x) = x− ٨ آن در که
مولد چندجمله اي با Z٩ روي ۴ طول به دوري کد يک C کنيد فرض هستند. اول هم به نسبت دو به دو f١(x) و
بنا مي شمارد. F٣[x] در را ē(x) = (x+ ١)(x+ ٢) ،f̄٠(x) وضوح، به باشد. g(x) = f٠(x)f١(x) + ٣f٠(x)

است. خطي Φ(C) ؟؟، قضيه بر
ناباقيمانده و مربعي باقيمانده ناتهي مجموعه هاي ترتيب به Np و Qp و اول، عدد يک p کنيد فرض .٣. ١١ مثال

مولد چند جمله اي با Z٩ روي p طول به دوري کد يک C کنيد فرض باشند. p پيمانه به مربعي
g(x) = f٠(x)f١(x) + ٣f٠(x)

از .T = {i + j : f̄٢(β
i) = f̄٢(β

j) = ٠, ٠ ≤ i, j ≤ n − ١} دهيد قرار .f١(x) = ١ آن در که باشد،
اين است. ناتهي T ∩ Qp لذا ،|T | > p

٢ گرفت نتيجه مي توان ،T = {i + j : i, j ∈ Np ∪ {٠}} که آنجا
يک C = 〈f٠(x)〉 ديد مي توان سادگي به نيست. خطي Φ(C) لذا، .f̄٠(x) ∤ ē(x) ،F٣[x] در که مي دهد نتيجه
Z٩ روي مربعي باقيمانده کد يک همگن گري تصوير درنتيجه، .([ ([؟ است Z٩ روي p طول به مربعي باقيمانده کد

است. غيرخطي

نتيجه ۴

هر براي اگر تنها و اگر است خطي C همگن گري تصوير که داديم نشان ،Z٩ روي C خطي کد يک براي
دوري کد يک همگن گري تصوير بودن خطي براي کافي و لازم شرط يک همچنين، .u ⊛ v ∈ C ،u,v ∈ C
تحقيقات منظور به کرديم. ارائه کد آن مولد چندجمله اي از استفاده با Z٩ روي است) اول ٣ به نسبت n)n طول به
استفاده با ترتيب به ،(s > ٢) Z٣s روي دوري کد يک و خطي کد يک همگن گري تصوير بودن خطي بررسي بيشتر،

بود. خواهند جالب کدها اين مولد چندجمله اي و مولد ماتريس از
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Abstract: The Z9-additive codes of length n are subgroups of Zn
9 . Let C be a linear code of length

n over Z9 and Φ be the Homogeneous Gray map on Zn
9 . In this paper, we show that Φ(C) is linear

if and only if for every u,v ∈ C, (u ⊛ v) ∈ C. When C is cyclic and  n is relatively prime
to 3, using  the generator  polynomial  a  necessary  and  sufficient  condition  is  given  for  linearity  its 
 homogeneous  Gray  image. As a result, it is shown that the Homogeneous Gray image of a quadratic
residue code over Z9 is not linear.
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