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در کرد. خواهيم مشخصه سازي را Cn فضاي در باز واحد گوي روي وزن دار برگمن فضاهاي مقاله، اين در چکيده:
حسب بر مشخصه سازي اين مي شود. برگمن فضاهاي عضو تابع شرايط آن، تحت که مي آوريم بدست را شرايطي واقع

شد. خواهد انجام |f(z)− f(w)|/|z − w| و |f(z)− f(w)|/|١− ⟨z, w⟩| توابع دوگانه انتگرال
اقليدسي. متر دوگانه، انتگرال برگمن، فضاهاي مشخصه سازي، کليدي: واژه هاي

.32A36 رياضي: ردهبندي

مقدماتي مفاهيم و تعاريف ١

فضاي عضو تابع يک آن، تحت که شرايطي يافتن يعني است، آنها مشخصه سازي تحليلي، توابع فضاهاي بحث در موضوعات مهمترين از يکي
بالابر عملگر مانند عملگرهايي مطالعه ء در مشخصه سازي اين فضا. اصلي نرم معادل نرم هاي کردن پيدا يا مي شود تحليلي توابع از خاصي
ابزارهاي با مي تواند مشخصه سازي دارد. کاربرد تحليلي توابع فضاهاي اين روي تعميم يافته ترکيبي عملگرهاي و ترکيبي عملگرهاي متقارن،
همه ء بين از گيرد. انجام غيره و دوگانه انتگرال تحليلي، توابع مشتق برگمن)، و هذلولوي شبه اقليدسي، خاص(متر مترهاي مانند مختلفي
کرد. خواهيم تعريف را برگمن فضاهاي ادامه در که است شده استفاده موضوع اين در بلاخ و برگمن فضاهاي بيشتر تحليلي، توابع فضاهاي

يعني باشد n-بعدي مختلط اقليدسي فضاي در باز واحد گوي Bn و C مختلط صفحه ء در واحد ديسک D کنيد فرض

D = {z ∈ C : |z| < ١}, Bn = {z ∈ Cn : |z| < ١}.

شده تعريف زير به صورت داخلي ضرب Cn فضاي از w = (w١, · · · , wn) و z = (z١, · · · , zn) مانند دلخواه عضو دو هر براي
است:

⟨z, w⟩ = z١w١ + · · ·+ znwn, |z| =
√
|z٢|١ + · · ·+ |zn|٢,

است. wi مختلط مزدوج wi آن در که
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است: زير به صورت مي شود داده نشان φa با که † برگشتي خودريختي نگاشت a ∈ Bn − {٠} هر براي .١. ١ تعريف

φa(z) =
a− Pa(z)− saQa(z)

١− ⟨z, a⟩
z ∈ Bn,

بروي Cn از متعامد تصوير Qa و (a توسط شده (توليد [a] فضاي زير بروي Cn از متعامد تصوير Pa ،sa =
√
١− |a|٢ آن در که

است. Cn − [a]

.φa(z) = −z ،a = ٠ براي که است آشکار

زير به صورت مي دهند نشان β(z, w) با را آن که هذلولوي يا برگمن متر باشند. Cn از دلخواه عضو دو w و z کنيد فرض .١. ٢ تعريف
مي شود: تعريف

β(z, w) =
١
٢
log

١+ |φz(w)|
١− |φz(w)|

.

يعني مي شود داده نشان D(z, r) نماد با r > ٠ شعاع و z ∈ Cn مرکز به باز گوي برگمن، متر در

D(z, r) = {w ∈ Bn : β(z, w) < r}.

ضابطه ء با z نقطه در Bn روي f تحليلي تابع ‡ مختلط گراديان همچنين

|∇f(z)| =

[
n∑

k=١

∣∣∣∣ ∂f∂zk (z)
∣∣∣∣٢
]١/٢

.

مي شود. داده
حاصل Lp فضاهاي و تحليلي توابع فضاي اشتراک از برگمن فضاهاي باشد. Bn روي تحليلي توابع همه ء فضاي H(Bn) کنيد فرض

که Bn روي f تحليلي توابع همه ء از عبارتست Ap
α = Ap

α(Bn) وزن دار برگمن فضاي p > ٠ و α > −١ براي شد. خواهد

∥f∥p
Ap

α
=

∫
Bn

|f(z)|pdvα(z) < ∞,

آن در که
dvα(z) = cα(١− |z|٢)αdv(z)

.vα(Bn) = ١ به طوري که است مثبتي ثابت cα و بوده Bn روي نرمال شده حجم اندازه dv(z) و
متر با Ap

α آنگاه ٠ < p < ١ اگر و باناخ فضاي يک فوق نرم با Ap
α آنگاه ١ ≤ p < ∞ اگر

توابع فضاهاي ساير و آنها خواص و فضاها اين مورد در کامل و جامع اطلاعات است. کامل متري فضاي يک d(f, g) = ∥f − g∥Ap
α

يافت. [٨ ،٢] مراجع در مي توان را Bn روي تحليلي
حالت در و n = ١ حالت در برگمن فضاهاي براي اقليدسي و شبه هذلولوي برگمن، مترهاي برحسب ليپ شيتس نوع از مشخصه سازي
است. شده انجام پايا گراديان و تحليلي گراديان شعاعي، مشتق حسب بر مشخصه سازي [۶] مرجع در است. شده انجام [٧] مرجع در n کلي
p > n + ١ + α حالت در |f(z) − f(w)|/|١ − ⟨z, w⟩| تابع دوگانه انتگرال حسب بر همکاران و لي توسط موضوع اين
تابع دوگانه انتگرال حسب بر مشخصه سازي همچنين است. شده بررسي [۵] مرجع در p < n + ١ + α حالت در و [۴] مرجع در

است. گرفته قرار مطالعه ء مورد مختلف حالت هاي در [۵–٣ ،١] مراجع در |f(z)− f(w)|/|z − w|
p = n+ ١+ α حالت در |f(z)− f(w)|/|١− ⟨z, w⟩| تابع دوگانه انتگرال از استفاده با را مشخصه سازي مقاله، اين در
کرد. خواهيم پيدا |f(z)− f(w)|/|z−w| مقدار مورد در را جديدي نتايج قبلي، کارهاي گرفتن نظر در با همچنين داد. خواهيم انجام
همه ء مقاله اين سرتاسر در .C١A ≤ B ≤ C٢A به طوري که دارند وجود C٢ و C١ مانند ثابتي اعداد يعني A ∼ B نماد
که لم هايي از برخي ادامه در باشند. داشته فرق ديگر موقعيت به موقعيتي از است ممکن که مي دهيم نشان C واحد نماد با را مثبت ثابت هاي

مي کنيم. بيان را شد خواهند واقع استفاده مورد اصلي قضاياي اثبات در
†Involutive automorphism
‡Complex gradient
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w ∈ D(z, r) و z ∈ Bn هر براي آنگاه .r > ٠ کنيد فرض [۴] .١. ٣ لم

١− |z|٢ ∼ ١− |w|٢ ∼ |١− ⟨z, w⟩|.

f ∈ H(Bn) و z ∈ Bn هر براي به طوري که دارد وجود C > ٠ ثابت آنگاه ٠ < p < ∞ هرگاه همچنين

(١− |z|٢)p|∇f(z)|p ≤ C

(١− |z|٢)n+١

∫
D(z,r)

|f(w)− f(z)|pdv(w).

و بوده t, s > −١ شرط با حقيقي عد دو t و s کنيد فرض [٨] .۴ .١ لم

I(z) =

∫
Bn

(١− |w|٢)s

|١− ⟨z, w⟩|n+١+s+t
dv(w), z ∈ Bn.

.t > ٠ هرگاه دارد (١− |z|٢)−t بالاي کران I(z) و t < ٠ هرگاه است کراندار Bn روي I(z) آنگاه

اصلي نتايج ٢
برگمن فضاي عضو Bn روي تحليلي تابع يک شرايط آن، تحت که آورد خواهيم به دست دوگانه انتگرال حسب بر را شرايطي فصل اين در
خواهد ارائه دوگانه انتگرال از استفاده با جديدي مشخصه سازي Ap

α فضاي عضو توابع براي خاص، حالت هاي در همچنين شود. Ap
α وزن دار

شد.

و بوده Bn روي تحليلي تابع يک f اگر .p = n+ ١+ α و p > ٠ ،α > −١ کنيم فرض .٢. ١ ∫قضيه
Bn

∫
Bn

|f(z)− f(w)|p

|١− ⟨z, w⟩|p
dvα(z)dvα(w) < ∞,

.f ∈ Ap
α آنگاه

به طوري که دارد وجود C مثبت ثابت ١. ٣ لم به توجه با اثبات.

(١− |z|٢)p|∇f(z)|p ≤ C

(١− |z|٢)n+١

∫
D(z,r)

|f(z)− f(w)|pdv(w)

≤ C(١− |z|٢)−α

cα(١− |z|٢)n+١

∫
D(z,r)

|f(z)− f(w)|pdvα(w).

داشت خواهيم ١. ٣ لم اول قسمت از استفاده با دوباره

(١− |z|٢)p|∇f(z)|p ≤C(١− |z|٢)p−α

cα(١− |z|٢)n+١

∫
D(z,r)

|f(z)− f(w)|p

|١− ⟨z, w⟩|p
dvα(w)

=
C

cα

∫
D(z,r)

|f(z)− f(w)|p

|١− ⟨z, w⟩|p
dvα(w)

≤C

cα

∫
Bn

|f(z)− f(w)|p

|١− ⟨z, w⟩|p
dvα(w).

داريم فوبيني قضيه ء از استفاده و dvα(z) از استفاده با طرفين از انتگرال گيري ∫با
Bn

(١− |z|٢)p|∇f(z)|pdvα(z) ≤
C

cα

∫
Bn

∫
Bn

|f(z)− f(w)|p

|١− ⟨z, w⟩|p
dvα(w)dvα(z)

=
C

cα

∫
Bn

∫
Bn

|f(z)− f(w)|p

|١− ⟨z, w⟩|p
dvα(z)dvα(w) < ∞.

شد. خواهد حاصل قضيه حکم [٨] از ١۶ .٢ قضيه ء طبق و (١− |z|٢)|∇f(z)| ∈ Ap
α نتيجه در
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است. برقرار γ > α هر براي فقط قبل قضيه ء عکس که مي کنيم ثابت زير قضيه ء در

داريم: β ≥ α و γ > α هر براي آنگاه f ∈ Ap
α اگر .p = n+ ١+ α و p > ٠ ،α > −١ کنيم فرض .٢. ٢ ∫قضيه

Bn

∫
Bn

|f(z)− f(w)|p

|١− ⟨z, w⟩|p
dvβ(z)dvγ(w) < ∞.

داشت خواهيم مثلثي نامساوي از استفاده با ∫اثبات.
Bn

∫
Bn

|f(z)− f(w)|p

|١− ⟨z, w⟩|p
dvβ(z)dvγ(w) ≤ ٢p

∫
Bn

∫
Bn

|f(z)|p + |f(w)|p

|١− ⟨z, w⟩|p
dvβ(z)dvγ(w).

که کنيم ثابت است کافي نتيجه ∫در
Bn

∫
Bn

|f(z)|p

|١− ⟨z, w⟩|p
dvβ(z)dvγ(w) < ∞.

داشت خواهيم p = n+ ١+ α به توجه ∫با
Bn

|f(z)|pdvβ(z)
∫
Bn

١
|١− ⟨z, w⟩|p

dvγ(w) =

∫
Bn

|f(z)|pdvβ(z)
∫
Bn

dvγ(w)

|١− ⟨z, w⟩|n+١+γ+α−γ
.

به طوري که دارد وجود C مثبت ثابت پس است کراندار انتگرال آخرين ۴ .١ لم به توجه ∫با
Bn

|f(z)|pdvβ(z)
∫
Bn

١
|١− ⟨z, w⟩|p

dvγ(w) ≤ C

∫
Bn

|f(z)|pdvβ(z).

پس β ≥ α ∫چون
Bn

|f(z)|pdvβ(z) < ∞

شد. خواهد حاصل حکم نتيجه در و

کرد. ثابت را فوق قضيه ء مي توان β + γ ≥ ٢α شرط با آنگاه بگيريم نظر در را γ < α فرض که صورتي در

روي تحليلي تابع يک f اگر .β + γ = α − n− ١ که باشند حقيقي اعداد γ, β و p > ٠ ،α > −١ کنيم فرض .٢. ٣ قضيه
به طوري که باشد Bn∫

Bn

∫
Bn

|f(z)− f(w)|p

|z − w|p
dvβ(z)dvγ(w) < ∞

.f ∈ Ap
α آنگاه

به طوري که دارد وجود C مثبت ثابت ١. ٣ لم به توجه با اثبات.

(١− |z|٢)p|∇f(z)|p ≤ C

(١− |z|٢)n+١

∫
D(z,r)

|f(z)− f(w)|pdv(w)

=
C(١− |z|٢)−γ

cγ(١− |z|٢)n+١

∫
D(z,r)

|f(z)− f(w)|pdvγ(w)

≤C٢p+١)١− |z|٢)−γ

cγ(١− |z|٢)n+١

∫
D(z,r)

|f(z)− f(w)|p

|z − w|p
dvγ(w)

≤C٢p+١)١− |z|٢)−γ

cγ(١− |z|٢)n+١

∫
Bn

|f(z)− f(w)|p

|z − w|p
dvγ(w).
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داريم: dvα(z) برحسب طرفين از انتگرال گيري ∫با
Bn

(١− |z|٢)p|∇f(z)|pdvα(z) ≤
∫
Bn

C٢p+١)١− |z|٢)−γ

cγ(١− |z|٢)n+١

∫
Bn

|f(z)− f(w)|p

|z − w|p
dvγ(w)dvα(z)

=

∫
Bn

C٢p+١)١− |z|٢)−γ+α

cγ(١− |z|٢)n+١

∫
Bn

|f(z)− f(w)|p

|z − w|p
dvγ(w)dv(z)

=
C٢p+١

cγ

∫
Bn

(١− |z|٢)−γ+α−n−١
∫
Bn

|f(z)− f(w)|p

|z − w|p
dvγ(w)dv(z)

=
C٢p+١

cγ

∫
Bn

∫
Bn

|f(z)− f(w)|p

|z − w|p
dvγ(w)dvβ(z) < ∞.

حکم ،[٨] از ١۶ .٢ قضيه ء طبق و (١− |z|٢)|∇f(z)| ∈ Ap
α نتيجه در است. فوبيني قضيه ء دليل به شد متناهي فوق عبارت اينکه

شد. خواهد حاصل
داريم: β > p− n− ١ هر براي آنگاه f ∈ Ap

α اگر .p > n+ ١+ α و α > −١ کنيم فرض .۴ .٢ ∫قضيه
Bn

∫
Bn

|f(z)− f(w)|p

|z − w|p
dvβ(z)dvα(w) < ∞.

داشت خواهيم [۵] از ٣. ١ لم به توجه با ∫اثبات.
Bn

∫
Bn

|f(z)− f(w)|p

|z − w|p
dvβ(z)dvα(w) ≤ C

∫
Bn

∫
Bn

|f(z)− f(w)|p

|١− ⟨z, w⟩|p
dvβ(z)dvα(w),

داريم: مثلثي نامساوي از است. متناهي فوق نامساوي دوم طرف مي کنيم ثابت حال است. مثبت ثابتي C آن در ∫که
Bn

∫
Bn

|f(z)− f(w)|p

|١− ⟨z − w⟩|p
dvβ(z)dvα(w) ≤

∫
Bn

∫
Bn

(|f(z)|+ |f(w)|)p

|١− ⟨z, w⟩|p
dvβ(z)dvα(w)

≤٢p
∫
Bn

∫
Bn

|f(z)|p + |f(w)|p

|١− ⟨z, w⟩|p
dvβ(z)dvα(w)

=٢p
∫
Bn

∫
Bn

|f(z)|p

|١− ⟨z, w⟩|p
dvβ(z)dvα(w)

+ ٢p
∫
Bn

∫
Bn

|f(w)|p

|١− ⟨z, w⟩|p
dvβ(z)dvα(w).

انتگرال که کنيم ثابت است کافي ∫لذا
Bn

∫
Bn

|f(z)|p

|١− ⟨z, w⟩|p
dvβ(z)dvα(w)

داريم: ۴ .١ لم و فوبيني قضيه ء از استفاده با است. ∫متناهي
Bn

∫
Bn

|f(z)|p

|١− ⟨z, w⟩|p
dvβ(z)dvα(w) =

∫
Bn

|f(z)|pdvβ(z)
∫
Bn

١
|١− ⟨z, w⟩|p

dvα(w)

=

∫
Bn

|f(z)|pdvβ(z)
∫
Bn

١
|١− ⟨z, w⟩|n+١+α+p−n−١−α

dvα(w)

≤Ccα

∫
Bn

|f(z)|p(١− |z|٢)−p+n+١+αdvβ(z)

=Ccαcβ

∫
Bn

|f(z)|p(١− |z|٢)β−p+n+١+αdv(z)

≤Ccβ

∫
Bn

|f(z)|pdvα(z) < ∞.

است. تمام اثبات بنابراين،
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٧ برگمن فضاهاي مشخصه سازي

Characterization of weighted Bergman spaces on the open unit ball
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Abstract: In this paper, we characterize the weighted Bergman spaces on the open unit ball ofCn. Indeed
we find some conditions under which a function belongs to Bergman spaces. This characterization will be
done by using double integral of the functions |f(z)−f(w)|/|1−⟨z, w⟩| and |f(z)−f(w)|/|z−w|.
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