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معادله ء جواب هاي مي کنيم، سعي مربعي، و -همگن Q جمعي ، توابع  رده هاي ويژگي هاي کمک  به  مقاله، اين در چکيده:
پکسيدر تابعي

f١(x+ y) + f٢(x+ y) + f٢(x− y) = f١(x) + f١(y) + ٢f٢(x) + ٢f٢(y)

متغيره دو مقيد چندجمله اي گرفتن  نظر در و معادله   براي تابعي  معادله ء  شرط با ،(x, y) ∈ R٢ زوج هر براي
f٢ و f١ توابع  خواص مقيد، چندجمله اي براي تواني  يا خطي  ضابطه هاي انتخاب با مي آوريم . به دست  P (x, y) = ٠
مربعي  جمعي ، توابع  رده هاي شامل  تابعي  معادلات در را مشابه  نتايج  همچنين  مي دهيم . ارائه  پکسيدر، تابعي  معادله  در را

کرد. خواهيم  اثبات اشتقاق و

مربعي. تابع ، دوجمعي تابع جمعي، تابع اشتقاق، کليدي: واژه هاي
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پايه مفاهيم و مقدمه ١
نقش و بوده رياضي دانان توجه مورد پيش قرن ها از رياضيات شاخه ء اين مي باشد. رياضيات در اهميت با شاخه هاي از يکي تابعي معادلات
نظري، فيزيک مهندسي، جمله از مختلفي زمينه هاي در تابعي معادلات است. داشته عملي کاربردهاي و رياضي نظريه هاي توسعهء در مهمي

است. مهم و جذاب تابعي معادلات جواب هاي کردن پيدا بنابراين دارند. کاربرد ديگر علوم ساير و اقتصاد کامپيوتر، علوم
در داده اند. انجام تحقيقاتي باشند، پيوسته مربعي، و جمعي توابع آن ها تحت که شرايطي روي رياضي دانان از تعدادي اخير سالهاي در
را آن ها ارتباط يا کرد اثبات مشخصي نواحي بر را آن ها پيوستگي بتوان تا است جمعي توابع بر اضافه شرايطي افزودن بر تمرکز زير، قضاياي
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بررسي امکان خاص، ناحيه هاي در تابع رفتار دقيق شناخت زيرا است خاصي اهميت داراي رياضي لحاظ از فرآيند، اين نمود. بررسي اشتقاق با
.( ببينيد را [١٠–۶] ) مي کند فراهم را آن بنيادي ويژگي هاي

معادله اگر مي شود ناميده جمعي A : R → R تابع

A(x+ y) = A(x) + A(y), (١. ١)

يعني است. همگن - Q تابعي A آن گاه باشد، جمعي تابع يک A : R → R اگر باشد. برقرار x, y ∈ R هر براي

A(rx) = rA(x), (١. ٢)

سال در [١٣] همکاران و (Nishiyama) ياما نيشي زير در کنيد). مشاهده را [٢. ١ .۵ قضيهء ،١١] ) r ∈ Q هر و x ∈ R هر براي
گرفتند. نتيجه را (١. ١) تابعي معادلهء جواب پيوستگي شرط يک کردن اضافه با ١٩۶٨

معادلهء در A اگر باشد. جمعي تابع يک A : R → R و m ∈ Z کنيد فرض [١٣] .١. ١ قضيه

A(xm) = xm−١A (x) , x ∈ R\{٠},

.A(x) = A(١)x ،x ∈ R هر براي آن گاه کند، صدق

معادلهء در هرگاه مي شود ناميده مربعي δ : R → R تابع

δ(x+ y) + δ(x− y) = ٢δ(x) + ٢δ(y),

توابع که ديد مي توان راحتي به آن گاه باشند جمعي توابعي A١, A٢ : R → R اگر نمونه، براي باشد. برقرار x, y ∈ R هر براي
به نسبت اگر مي شود ناميده دوجمعي B : R× R → R تابع هستند. مربعي توابعي x ∈ R هر براي A١(x

٢) و A١(x)A٢(x)
.B(x, y) = B(y, x) ،x, y ∈ R هر براي هرگاه گوييم متقارن را B جمعي دو تابع باشد. جمعي متغير، هر

به طوري که باشد داشته Bوجود : R×R → R متقارن دوجمعي تابع اگر فقط و اگر است مربعي δ : R → R تابع [٢] .١. ٢ ملاحظه
يکتاست. B اين هم چنين .δ(x) = B(x, x) ،x ∈ R هر براي

متقارن و دوجمعي تابع ،δ : R → R مربعي تابع هر به متناظر که داد نشان [١] (Aczel) اکزل ،١٩۶۵ سال در
صورت به که دارد وجود B : R× R → R

B(x, y) =
١
٢
[δ(x+ y)− δ(x)− δ(y)], x, y ∈ R, (١. ٣)

،r, s ∈ Q هر و x, y ∈ R هر براي که ديد مي توان جمعي توابع همگني - Q خاصيت بردن بکار با مي شود. تعريف

B(rx, sy) = rsB(x, y), δ(rx) = B(rx, rx) = r٢δ(x).

داريم ν٠, · · · , νn ∈ R و n ∈ N هر براي که ديد مي توان n روي استقراء و (١. ٣) از استفاده با هم چنين

δ

(
n∑

i=٠

νi

)
=

n∑
i=٠

δ (νi) + ٢
∑

٠≤j<k≤n

B (νj, νk) . (۴ .١)

مي دهد نتيجه اين .θ(xy) = xθ(y) + θ(x)y ،x, y ∈ R هر براي هرگاه مي شود ناميده اشتقاق θ : R → R جمعي تابع
است. شده ثابت ناصفر اشتقاق هاي وجود زير گزارهء در است. صفر با متحد خطي اشتقاق هر بنابراين .θ(١) = ٠ که

شرط در که باشد جمعي تابع يک A : R → R و L ∈ R کنيد فرض [٩] .١. ٣ گزاره

A
(
x٢
)
= LxA(x), x ∈ R,

و است ثابت c ∈ R جايي که A(x) = cx آن گاه ، L = ١ اگر اين بر L. علاوه  ∈ {١, ٢} يا A = ٠ صورت اين در کند. صدق
است. اشتقاق A آن گاه ، L = ٢ اگر
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نگاشت هاي x ∈ R هر براي اگر مي شود ناميده دو-اشتقاق H : R× R → R تابع

t 7→ H(t, x), t 7→ H(x, t), t ∈ R,

باشند. اشتقاق
باشد داشته وجود H : R × R → R متقارن دو-اشتقاق تابع هرگاه گوييم ٢ مرتبهء از اشتقاق را A : R → R جمعي تابع

،x, y ∈ R هر براي که به طوري

A(xy)− xA(y)− A(x)y = H(x, y).

مي دهيم. نشان D٢(R) نماد با را ٢ مرتبهء از اشتقاق هاي تمام مجموعه ء
شرطي معادلهء در که مربعي توابع ٢٠١٨ سال در [۶] (Garda) گاردا و (Boros) بوروس

x٢δ(y) = y٢δ(x), (۵ .١)

معادلهء جواب [١٠] گاردا ٢٠١٩ سال در دادند. قرار مطالعه مورد را هستند تواني تابع يک گراف روي نقاطي (x, y) ∈ R٢ آن در که
مي کنند برآورده x٢ + y٢ = ١ شرط يا x٢ − y٢ = ١ شرط (x, y) ∈ R٢ زوج آن در که (۵ .١) اضافي شرط تحت را مربعي تابعي

است. داده قرار بررسي مورد
xy = ١ شرط تحت را (۵ .١) اضافي معادلهء که δ : R → R مربعي توابع براي را لازم شرايط ٢٠٢٣ سال در [٧] گاردا و بوروس

دادند. قرار بررسي مورد مي کنند، برآورده
دريگاس تابعي معادلهء جواب [٨] همکاران و دهقانيان

f(x+ y) + f(x− y) = ٢f(x) + f(y) + f(−y),

اضافي شرط در که
(y٢ + y)f(x) = (x٢ + x)f(y),

تابعي معادلهء جواب هاي نويسندگان [١٢] در هم چنين کرده اند. تعيين را هستند تواني تابع يک گراف روي نقاطي (x, y) ∈ R٢ آن در که
کرده اند. تعيين محدود دامنه يک روي را مربعي پکسيدر

شرطي معادلهء در δ : R → R مربعي تابع اگر .L ∈ R کنيد فرض [۶] .۴ .١ قضيه

δ
(
x٢
)
= Lx٢δ(x), x ∈ R, (۶ .١)

شده اند. ارائه زير نمايش هاي δ براي حالت ها اين در .L ∈ {١, ٢, ۴} يا δ = ٠ آن گاه کند، صدق

اگر فقط و اگر مي کند صدق (۶ .١) شرط در L = ١ ازاي به δ مربعي تابع (i)

δ(x) = x٢δ(١), x ∈ R.

به طوري که باشد داشته وجود ψ ∈ D٢(R) اگر فقط و اگر مي کند صدق (۶ .١) شرط در L = ٢ ازاي به δ مربعي تابع (ii)

δ(x) = ۴xψ(x)− ψ(x٢), x ∈ R.

آنگاه باشد، متقارن دو-اشتقاق يک H : R× R → R اگر (iii)

δ(x) = H(x, x), x ∈ R,

مي کند. صدق L = ۴ ازاي به (۶ .١) معادلهء در که مي باشد مربعي تابعي معادلهء براي جوابي
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پکسيدر تابعي معادلهء جواب هاي مقاله اين در

f١(x+ y) + f٢(x+ y) + f٢(x− y) = f١(x) + f١(y) + ٢f٢(x) + ٢f٢(y), (١. ٧)

شرطي معادلهء در که

yf١(x) + y٢f٢(x) = xf١(y) + x٢f٢(y), (١. ٨)

گرفته اند. قرار بررسي و بحث مورد مي کنند صدق P (x, y) = ٠ متغيرهء دو چندجمله اي شرط در که (x, y) ∈ R٢ زوج هر براي
و طبيعي عدد n که P (x, y) = xn − y يا هستند ناصفر حقيقي اعداد c و b ،a جايي که P (x, y) = ax+ by + c اگر
جمعي، توابع پيرامون نتايجي هم چنين .f٢(x) = x٢f(١)٢ و f١(x) = xf(١)١ ،x ∈ R هر براي که مي دهيم نشان ،n ≥ ٢

مي شود. ارائه اشتقاق و مربعي
مي کنيم. ارائه را مي گيرند قرار استفاده مورد بعد بخش در که قضيه چند ادامه در

صورت اين در کنند. صدق (١. ٧) معادلهء در x ∈ R هر براي f١, f٢ : R → R توابع کنيد فرض [٣] .۵ .١ قضيه

f١(x) = A(x)− ٢c, f٢(x) = B(x, x) + c,

است. حقيقي ثابت يک c و دوجمعي تابعي B : R× R → R جمعي، تابعي A : R → R آن در که

عضو m+ ١ حداقل شامل W ⊂ F و دلخواه مجموعهء يک E کنيد فرض باشد. ميدان يک F و m ∈ N کنيد فرض [۶] .۶ .١ لم
معادلهء در j = ٠, ١, ...,m براي Pj : E → F هرگاه باشد.

m∑
j=٠

Pj(x)r
j = ٠,

.Pj(x) = ٠ ،٠ ≤ j ≤ m و x ∈ E هر براي آنگاه کند، صدق r ∈ W و x ∈ E هر براي

مي کنيم تعريف
S = {(x, y) ∈ R٢ : x٢ + y٢ = ١}.

مي بريم. به کار بعدي بخش در را آن و مي دهيم ارائه را کردند ثابت [۵] (Erdei) اردي و بوروس که قضيه اي ادامه در

معادلهء در و باشد جمعي تابع يک A : R → R کنيد فرض .١. ٧ قضيه

xA(x) + yA(y) = k,

است. اشتقاق x ∈ R هر براي F(x) = A(x)− kx آن گاه کند. صدق k ثابت و حقيقي عدد و (x, y) ∈ S هر براي

اصلي نتايج ٢
گرديده اند. تعيين اضافي شرايط تحت (١. ٧) پکسيدر تابعي معادلهء جواب هاي بخش اين در

(١. ٧) معادله در h١, h٢ : R → R و f١, f٢ : R → R توابع کنيد فرض هستند. ناصفر حقيقي اعداد b و a کنيد فرض .٢. ١ قضيه
معادلهء صورت اين در .f(٠)١ = h(٠)١ = ٠ و کنند صدق

y(f١ + h١)(x) + y٢f٢(x) = x(f١ + h١)(y) + x٢h٢(y), (٢. ١)

هر براي به طوري که باشند داشته وجود c٢ و c١ ثابت هاي اگر فقط و اگر است برقرار y = ax + b که (x, y) ∈ R٢ زوج هر براي
،x ∈ R

f١(x) + h١(x) = c١x, f٢(x) = h٢(x) = c٢x
٢.
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B١, B٢ : متقارن دوجمعي توابع و A١, A٢ : R → R جمعي توابع ۵ .١ قضيهء به بنا پس f(٠)١ = h(٠)١ = ٠ چون اثبات.
،x ∈ R هر براي طوري که به دارند وجود R× R → R

f١(x) = A١(x), f٢(x) = B١(x, x),

h١(x) = A٢(x), h٢(x) = B٢(x, x).

داشت خواهيم معادله اين در rx با x جايگزيني و (٢. ١) معادلهء در y = ax+ b دادن قرار با .r ∈ Q کنيد فرض

(rax+ b)(f١ + h١)(rx) + (rax+ b)٢f٢(rx) = rx(f١ + h١)(arx+ b) + r٢x٢h٢(arx+ b).

،x ∈ R هر براي اين رو از

(rax+ b)[A١(rx) + A٢(rx)] + (rax+ b)٢B١(rx, rx)

= rx[A١(arx+ b) + A٢(arx+ b)] + r٢x٢B٢(rax+ b, rax+ b).

به مي توان را x ∈ R هر براي بالا معادلهء B٢, B١ دوجمعي و A٢, A١ جمعي توابع همگني - Q ويژگي به توجه با بنابراين
نوشت زير صورت

r۴
[
a٢x٢B١(x, x)− x٢B٢(ax, ax)

]
+ r٣

[
٢abxB١(x, x)− ٢x٢B٢(ax, b)

]
+ r٢

[
ax(A١ + A٢)(x) + b٢B١(x, x)− x(A١ + A٢)(ax)− x٢B٢(b, b)

]
+ r [b(A١ + A٢)(x)− x(A١ + A٢)(b)] = ٠.

که مي بينيم r١ ضريب از باشد. صفر برابر بايد x ∈ R هر براي جمله اي چند اين از ضريب هر ،۶ .١ لم طبق اکنون

b(A١ + A٢)(x) = x(A١ + A٢)(b),

داشت خواهيم x ∈ R هر براي نتيجه در و

A١(x) + A٢(x) = c١x, (٢. ٢)

يا
f١(x) + h١(x) = c١x,

داشت خواهيم (٢. ٢) و r٢ ضريب نظرگرفتن در با .c١ = (A١+A٢)(b)
b

آن در که

B١(x, x) = c٢x
٢, x ∈ R,

.c٢ = B٢(b,b)
b

آن در که
که مي شود نتيجه ،B٠)١, ٠) = B٠)٢, ٠) = ٠ اين که به توجه و x٢ بر طرفين تقسيم x 6= ٠ فرض با و r۴ ضريب براساس

B٢(ax, ax) = a٢B١(x, x).

داريم بالا معادلهء در x
a

با x جايگذاري با

h٢(x) = B٢(x, x) = a٢B١

(x
a
,
x

a

)
= c٢x

٢ = f٢(x),

.c٢ = B٢(b,b)
b

آن در که

و باشند (١. ٧) تابعي معادلهء جواب هاي f١, f٢ : R → R توابع کنيد فرض و بوده ناصفر حقيقي اعداد b و a کنيد فرض .٢. ٢ نتيجه
اگر فقط و اگر است برقرار y = ax+ b که (x, y) ∈ R٢ زوج هر براي (١. ٨) معادلهء صورت اين در .f(٠)١ = ٠

f١(x) = xf(١)١, f٢(x) = x٢f(١)٢, x ∈ R.
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است. (٢. ١) قضيهء از نتيجه اي اين اثبات.

باشند. ناپيوسته مي توانند f٢ و f١ توابع b = ٠ اگر يعني است. الزامي b 6= ٠ شرط بالا نتيجهء در
صورت به y = ax براي (١. ٨) آنگاه باشد، b = ٠ اگر زيرا

axf١(x) + a٢x٢f٢(x) = xf١(ax) + x٢f٢(ax), x ∈ R,

f٢(x) = (A(x))٢ و f١(x) = A(x) مي دهيم قرار .f٢(ax) = a٢f٢(x) و f١(ax) = af١(x) داريم بنابراين مي آيد. در
تابع f١ نتيجه در .( ببينيد را [١١] ) A(ax) = aA(x) ،x ∈ R هر براي و است ناپيوسته اي جمعي تابع A : R → R جايي که

مي کنند. صدق (١. ٨) شرط در که مي باشند ناپيوسته مربعي تابع f٢ و ناپيوسته جمعي

در .f(٠)١ = ٠ و کنند صدق (١. ٧) معادله در f١, f٢ : R → R توابع کنيد فرض و n ≥ ٢ و n ∈ N کنيد فرض .٢. ٣ قضيه
اگر فقط و اگر است برقرار y = xn که (x, y) ∈ R زوج هر براي (١. ٨) معادلهء صورت اين

f١(x) = xf(١)١, f٢(x) = x٢f(١)٢, x ∈ R.

مي آوريم به دست ( f(٠)١ = ٠ (چون x 6= ٠ بر طرفين تقسيم و (١. ٨) در y = xn جايگذاري با اثبات.

f١(x
n) + xf٢(x

n) = xn−١f١(x) + x٢n−١f٢(x). (٢. ٣)

داريم (٢. ٣) در x جاي به x+ r جايگذاري با اکنون .r ∈ Q کنيد فرض

f١ ((x+ r)n) + (x+ r)f٢ ((x+ r)n) = (x+ r)٢n−١f٢(x+ r) + (x+ r)n−١f١(x+ r). (۴ .٢)

بنابراين

f١

(
n∑

m٠=١

(
n

m١

)
xm١rn−m١

)
+ (x+ r)f٢

(
n∑

m٠=٢

(
n

m٢

)
xm٢rn−m٢

)
(۵ .٢)

=

[
٢n−١∑
l=٠

(
٢n− ١
l

)
xlr٢n−l−١f٢(x+ r) +

n−١∑
k=٠

(
n− ١
k

)
xkrn−k−١

]
f١(x+ r).

نوشت مي توان ۵ .١ قضيهء بنابر

f١(x) = A(x), f٢(x) = B(x, x),

.( f(٠)١ = ٠ (چون است متقارن دوجمعي تابعي B : R× R → R و جمعي تابعي A : R → R آن در که
مي آيد در زير صورت به (۵ .٢) معادلهء اين رو از

n∑
m٠=١

(
n

m١

)
rn−m١A(xm١) + (x+ r)

( n∑
m٠=٢

(
n

m٢

)٢

r٢n−٢m٢B(xm٢ , xm٢)

+ ٢
∑

٠≤i<j≤n

(
n

i

)(
n

j

)
r٢n−i−jB(xi, xj)

)

−
٢n−١∑
l=٠

(
٢n− ١
l

)
xlr٢n−l−١ (B(x, x) + r٢B(١, ١) + ٢rB(x, ١)

)
−

n−١∑
k=٠

(
n− ١
k

)
xkrn−k−١(A(x) + rA(١)) = ٠.
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r برحسب چندجمله اي اين از ضريب هر ۶ .١ لم طبق بنابراين است. ٢n+ ١ حداکثر درجه از بالا چندجمله اي ثابت، و حقيقي x هر براي
کوچک تر بالا چندجمله اي ضريب مي گويد ما به اين .B(١, ١)−B(١, ١) = ٠ با است برابر r٢n+١ ضريب اين رو از است. صفر برابر

که مي بينيم r٢n ضريب از هم چنين است. ٢n+ ١ از

xB(١, ١) + ٢nB(x, ١)− ٢B(x, ١)− (٢n− ١)xB(١, ١) = ٠, x ∈ R.

.B(x, ١) = xB(١, ١) ،x ∈ R هر براي نتيجه در
که ديد خواهيم r٢n−١ ضريب به توجه )با

n

١

)٢

B(x, x) + ٢nxB(x, ١) + ٢
(
n

٢

)
B(x٢, ١)

= B(x, x) + ٢)٢n− ١)xB(x, ١) +
(
٢n− ١

٢

)
x٢B(١, ١).

(۶ .٢)

که ديد توان مي بالا معادلهء از پس ،B(x, ١) = xB(١, ١) ،x ∈ R هر براي )چون
n٢ − ١

)
B(x, x) =

(
n٢ − ١

)
B(١, ١), x ∈ R.

داريم n ≥ ٢ که آن جا از
f٢(x) = B(x, x) = x٢B(١, ١), x ∈ R.

که مي گيريم نتيجه ،١. ١ قضيهء بنابر درنتيجه .A(xn) = xn−١A(x) که مي بينيم (٢. ٣) معادلهء در f٢ جايگذاري با

A(x) = xA(١), x ∈ R.

است. بديهي قضيه عکس اثبات

معادلهء اگر .f(٠)١ = ٠ و کنند صدق (١. ٧) معادلهء در f١, f٢ : R → R توابع کنيد فرض .۴ .٢ قضيه

x(f١ + f٢)(x) + y(f١ + f٢)(y) = k, (٢. ٧)

و f٢(x) = ٠ آنگاه باشد، برقرار k حقيقي ثابت عدد و (x, y) ∈ S هر براي

F(x) = f١(x)− kx,

است. اشتقاق x ∈ R هر براي

مي آيد. در زير صورت به (٢. ٧) معادلهء ،f(٠)١ = ٠ اين که و (۵ .١) قضيهء از استفاده با اثبات.

xA(x) + xB(x, x) + yA(y) + yB(y, y) = k, (٢. ٨)

است. دوجمعي تابعي B و جمعي تابعي A و (x, y) ∈ S آن در که
داريم (x, y) ∈ S زوج هر براي B و A همگني - Q ويژگي از استفاده و (٢. ٨) معادلهء در −y با y و −x با x جايگذاري با

xA(x)− xB(x, x) + yA(y) + yB(y, y) = k, (٢. ٩)

و

xA(x) + xB(x, x) + yA(y)− yB(y, y) = k. (٢. ١٠)

که مي گيريم نتيجه (٢. ٩) و (٢. ٨) معادلات جمع از

xA(x) + yA(y) = k, (x, y) ∈ S. (٢. ١١)

است. اشتقاق F(x) = f١(x)− kx تابع x ∈ R هر براي (١. ٧) قضيهء طبق بنابراين
.f٢(x) = B(x, x) = ٠ ،x ∈ R هر براي که مي بينيم (٢. ١١) بردن کار به و (٢. ١٠) و (٢. ٨) معادلات جمع از هم چنين
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که (x, y) ∈ R زوج هر براي (١. ٨) معادلهء و f(٠) = ٠ کنند، صدق (١. ٧) معادلهء در f١, f٢ : R → R توابع اگر
مي آيد در زير صورت به (١. ٨) معادلهء آنگاه باشد، برقرار xy = ١

xf١(x) + f٢(x) = x٣f١

(
١
x

)
+ x۴f٢

(
١
x

)
, x ∈ R\{٠}. (٢. ١٢)

بنابراين است). شده ثابت [١١] در تابعي چنين (وجود باشد ناصفر اشتقاق تابع يک θ : R → R کنيد فرض

θ

(
١
x

)
= − ١

x٢
θ(x), x ∈ R\{٠}. (٢. ١٣)

حالي در مي کنند صدق (٢. ١٣) و (٢. ١٢) در c حقيقي ثابت عدد و x ∈ R هر براي f٢(x) = (θ(x))٢ و f١(x) = cx اين رو از
است. ناپيوسته تابعي f٢ که

شرطي معادلهء در f٢ و f١ اگر کنند. صدق (١. ٧) معادلهء در f١, f٢ : R → R توابع کنيد فرض .L ∈ R کنيد فرض .۵ .٢ قضيه

(f١ + f٢)
(
x٢
)
= Lx(f١ + xf٢)(x), x ∈ R, (١۴ .٢)

است. برقرار زير گزاره هاي از يکي آنگاه کنند، صدق

.f٢(x) = x٢f(١)٢ و f١(x) = xf(١)١ ،x ∈ R هر براي اگر فقط و اگر است برقرار L = ١ ازاي به (١۴ .٢) معادلهء (i)

باشد داشته وجود ψ ∈ D٢(R) تابع و باشد اشتقاق يک f١ تابع اگر فقط و اگر است برقرار L = ٢ ازاي به (١۴ .٢) معادلهء (ii)
به طوري که

f٢(x) = ۴xψ(x)− ψ(x٢), x ∈ R.

است. متقارن دو-اشتقاق تابعي H : R× R → R جايي که f٢(x) = H(x, x) و f١ = ٠ داريم L = ۴ ازاي به (iii)

.f١ = f٢ = ٠ اگر فقط و اگر است برقرار L /∈ {١, ٢, ۴} ازاي به (١۴ .٢) معادله (iv)

مي آوريم به دست (١۴ .٢) در rx با x جايگزيني با .r ∈ Q کنيد فرض اثبات.

f١
(
r٢x٢

)
+ f٢

(
r٢x٢

)
= Lrxf١(rx) + Lr٢x٢f٢(rx), x ∈ R. (١۵ .٢)

،x ∈ R هر براي که مي بينيم ۵ .١ قضيهء بنابر

f١(x) = A(x)− ٢c, f٢(x) = B(x, x) + c,

خاصيت از استفاده با بنابراين است. ثابت يک c و متقارن دوجمعي تابعي B : R× R → R و جمعي تابعي A : R → R آن در که
مي آيد در زير صورت به (١۵ .٢) معادلهء جمعي دو و جمعي توابع -همگني Q

r٢A
(
x٢
)
− ٢c+ r۴B

(
x٢, x٢

)
+ c = Lr٢xA(x)− ٢Lcrx+ Lr۴x٢B(x, x) + Lcr٢x٢.

اين رو ]از
B
(
x٢, x٢

)
− Lx٢B(x, x)

]
r۴ +

[
A
(
x٢
)
− LxA(x)− Lcx٢

]
r٢ + ٢Lcxr − c = ٠.

مي آوريم به دست را زير معادلات ترتيب به r۴ و r٢ ضرايب از هم چنين و c = ٠ که مي بينيم ۶ .١ لم بردن به کار با

f١
(
x٢
)
= Lxf١(x),

f٢
(
x٢
)
= Lx٢f١(x).

مي شود. حاصل مطلوب نتيجهء ۴ .١ قضيهء و ١. ٣ گزارهء از استفاده با اکنون
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نتيجه گيري ٣
جمعي، توابع با مرتبط نتايج اين، بر علاوه کرده ايم. مشخص شرطي معادلات تحت را (١. ٧) پکسيدر تابعي معادلهء جواب هاي مقاله اين در

شده اند. استخراج نيز اشتقاق و مربعي
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Conditional equations for Pexider functional equations
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Abstract: In this paper, with the help of the properties of the classes of additive functions,Q-homogeneous
and quadratic, we try to obtain the solutions of the Pexider functional equation

f1(x+ y) + f2(x+ y) + f2(x− y) = f1(x) + f1(y) + 2f2(x) + 2f2(y)

for the pairs (x, y) ∈ R2, by the condition of functional equation for the equation and considering a
constrained polynomial of two variables P (x, y) = 0. By choosing linear or power criteria for the
constrained polynomial, we present the properties of the functions f1 and f2 in the Pexider functional
equation. We will also prove similar results in functional equations involving the classes of additive,
quadratic, and derivation functions.

Keywords: Derivation, additive functional equation, bi-additive functional equation, quadratic
functional equation.
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