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توان با يك معادله  همچنين مدل گسسته را نيز مي. شود سازي مي ل مد )در حالت پيوسته(غيرخطي 

براي حل معادلات  كارلو در اين مقاله با استفاده از روش مونت .ديفرانسيل با مشتقات نسبي تقريب نمود
  .دست خواهيم آورده ديفرانسيل سهموي، تقريبي براي جواب به فرم پيوسته اين معادلات را ب
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  2 .........................متوسط مونومر ثابت دورين با - كارلو براي حل معادلات بكر روش مونت

 

  مقدمه - 1
 باشند گيري انبوهي از ذرات با حجم و نوع يكسان مي دورين مربوط به شكل -مدل معادلات بكر

هـا بـا    زمـان قالـب    در طـول . اند، مانند ذرات اتم در قالـب مولكـول   جمع شدههايي  كه در قالب
تواند از  مي )شود گفته مي كه مونومر(يك ذره  ،هاي مشخصي برخورد نموده و طبق نرخ يكديگر

) اگر. جذب شود در قالب ديگري يك قالب جدا و يا )lc t هـاي شـامل   متوسط تعداد قالب l 
ايـن   به ترتيـب نـرخ ادغـام و تلاشـي ذرات در     lbو la بوده و tذره در واحد حجم در زمان 

) گاه تغييرات ها باشند، آن قالب )lc t        در يك دسـتگاه معـادلات ديفرانسـيل معمـولي بـا بعـد
  :شود بيان مي صورت زيره نامتناهي، ب

)1       (              ( )
( ) ( ); , ,l

l l
dc t

J t J t l
dt   1 2 3  

)2      (                   ( ) ( ) ( ) ( ).l l l l lJ t a c t c t b c t  1 1 1  
)براي )c t1 و دانكن و سهيلي،  1986و همكاران،  بال(است   در اين مدل دو حالت بررسي شده

2001(:  

cثابت                   :           حالت اول 1        يا( )dc t

dt
1   

)ثابت                          :       حالت دوم ) ( )l
l

t lc t



 

1
 

  .كنيم براي اين مدل بررسي مي ما فقط حالت اول را ،كه در اين مقاله
) در اين مدل )lJ t نرخ تبديل يك قالب با l  ذره به قالبي بـاl 1   ؛دهـد  ذره را نشـان مـي 
lدر هم ادغـام و قـالبي بـا     lc و c1دو قالب  laيعني با نرخ  1   و  دهنـد   ذره تشـكيل مـي
lهاي  برخي قالب 1 اي نيز با نرخ  ذرهlb 1     هـاي   تلاشي پيـدا كـرده و بـه قالـبc1 و lc 
)ها  شود كه تفاضل آن تجزيه مي )lJ t باشد مي.  

 يـك سيسـتم متنـاهي از    دورين را بـا اسـتفاده از   -تقريب معادلات بكر  در بخش دوم اين مقاله
كنيم، در بخش سوم تقريب پيوسته براي اين معادلات، در بخش چهارم روش  معادلات بيان مي

در بخـش   كارلو براي حل معادلات ديفرانسيل سهموي و كارلو، در بخش پنجم روش مونت نتمو
  .كنيم دورين را بيان مي-كارلو براي معادلات بكر سازي مونت آخر نتايج شبيه
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  تقريب به وسيله يك سيستم متناهي از معادلات-2
سازي شـده   ديفرانسيل مدلاهي از معادلات ندورين توسط يك سيستم نامت -چون سيستم بكر

است، لذا براي تقريب عددي جواب سيستم بايد مدل را با يك سيستم متناهي به انـدازه كـافي   
يك عدد ثابت بزرگ باشد در ايـن صـورت سيسـتم متنـاهي      nفرض كنيد . بزرگ برش دهيم

  :شود برش يافته به صورت زير در نظر گرفته مي

)3(        
( )

( ) ( )( )
( ) ( ). , ,   

n
n nl

l l

dc t
J t J t l

dt 1 2 3  

)4(      , , ,l n 1 2     
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ).n n n n

l ll l lJ t a c t c t b c t   11 1  

)5       (                  ( ) ( ) , ,n
lJ t l n n    1 2  

)6                  (                                 
( )( )ndc t

dt
 1  

تـر   هايي با حجمي بـزرگ  تشكيل قالبي زهكه در فرآيند برخورد، اجا دهد نشان مي) 5( يهرابط
nيا مساوي  1 هـاي   رياضـي حالـت   نظريـه  تـري از  بـراي جزئيـات بـيش   ( شود ذره داده نمي

 انـد نشان داده) 1986(بال و همكاران ). مراجعه شود 1989پنرز، به   نامتناهي و متناهي مسئله
nهنگامي كه        اسـت  ، جواب مدل برش داده شـده بـه جـواب مـدل نامتنـاهي همگـرا .

 .اندكردهبيان را ها  تلاشي قالب چگونگي انتخاب نرخ ادغام و )2001(دانكن و سهيلي همچنين 
  :عبارت است ازكنند  يك انتخاب مناسب براي اين مقادير ثابت كه در شرايط مسئله صدق مي

)7 (           , exp( ( ) ).l la b l l l    
2 2
3 311 1 1 

دوريـن وجـود يـا عـدم وجـود       -هاي اخير معادلات بكـر  خاصيت اساسي مورد علاقه در مطالعه
 ـ پس از مدت زمان طولاني اسـت كـه ايـن مـي      هاي تعادلي و رفتار جواب جواب بـال و  در  دتوان

گـاه   آن اگر يك جواب تعادلي وجود داشـته باشـد  . ديده شود )1989(پنرز و ) 1986(همكاران 
اي در  ذره lهـاي   هاي نامتناهي و بـرش داده شـده، متوسـط قالـب     با حالت لهبراي هر دو مسئ

;حالت تعادل، مستقل از زمان بوده و به صورت  ll lc Q c1 جا در اين. باشد مي Q   به صـورت
  :شود زير تعريف مي

)8            (                  
( , , ).l

l
l

Q

a a a
Q l

b b b




 
 


1
1 2 1
2 3

1

0 2 3  
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l; شـود كـه   نتيجه مي) 8(حال با توجه به  l lQ b Q 1 .   8(در ) 7(گـذاري   سـپس بـا جـاي (

)exp، داريم ( ) )lQ l  
2
دوريـن بـراي هـر     -سيسـتم متنـاهي بكـر   شود كـه   ثابت مي. 31

t   بفرد با داراي جواب منحصر ( )rc t   ، , , ,r n 1 بـال و   2.1لـم  ( باشـد  مـي 2
ايـم   جا در نظـر گرفتـه   لذا خاصيت ساده و فيزيكي سيستم برشي كه در اين و )1986همكاران، 

)نامنفي بودن  )lc t1986بال و همكاران، ( باشد ها مي.(  

  دورين -تقريب پيوسته براي معادلات بكر -3
دورين كه يك سيسـتم از معـادلات ديفرانسـيل     -شود معادلات بكر داده مي  در اين بخش نشان

بيـان كـرد    )PDE( توان به صورت يك معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي معمولي بودند را مي
 tو lكنيم كه پردازيم و لذا فرض مي به طور پيوسته مي lJحال به محاسبه .)2004سهيلي، (

  :دو متغير مستقل پيوسته باشند

,         

,      

l l
l l l l l l

l

ll l l l
l l l l l l ll l l l l

a Q
J a c c b c b

Q

ca Q J c
J a c c c

Q a Q c Q c Q c

 
 


   

  

   

1 11 1 1

11 1 1 11 1 1 1 1

 

)9          (                                                ( )l l
l l l l

l

c
J a Q c

l Q c

 
 


11

1
  

هسـتند، بـه    lيسـته هايي از متغير غيرمنفي پيو پارامترهاي سيستم تابع يهدر اين حالت هم
  : عبارت ديگر

( , )
( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )

( ) ( , )

l
l

c l t
J l t a l Q l c t

l Q l c t

 
 


11

1
 

   :نيز داريم) 1(و با استفاده از 

)10             (                                 ( , ) ( , ) 
 

 
c l t J l t

t l
 

 ـ  سادگي نتايج مشابه را براي سيستم متناهي برش يافته نيـز مـي  ه ب و لـذا   دسـت آورد ه تـوان ب
دوريـن بـرش    -معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي زير را به عنوان تقريبي براي معادلات بكر

  :بريم ميكار  يافته به
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)11(                  
( , ) ( , )

( , )
( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )

( ) ( , )

l
l

c l t J l t
l n

t l
c l t

J l t a l Q l c t
l Q l c t



 
   

 


 


1

1

1
1

  

  كارلو روش مونت -4
تخمينـي بـراي يـك مقـدار مشـخص بـا اسـتفاده از         يهكارلو محاسـب  اصلي روش مونت يهايد

سـازي شـده    قادير اميد رياضي آن براي تعداد زيـادي از مسـيرهاي مسـتقل شـبيه    ي مهمحاسب
ميانگين روي تعـداد بـه    كند روش روي قانون اعداد بزرگ است كه بيان مي اين يهپاي. باشد مي
  مقدار .هاست تقريباً برابر ميانگين آن ،ها افي بزرگ از نمونهي كهانداز

)12               (                              ( )
M

Y w rM r



1
1

 

)كه. را در نظر بگيريد )rY w متغير تصـادفي  يهمسير نمونY  حـد مركـزي    يهقضـي . اسـت

و واريــانس   داراي توزيــع نرمــال بــا ميــانگين تقريبــاً) 12(گويــد كــه  مــي
M

2
 اســت كــه 

( )E Y   و( )Var Y 2 . بنابراين وقتيM   داريم :  

( ) ( )
M

Y w E YrM r
 



1
1

 

)تواند براي تقريب  مي) 12(بدين ترتيب  )E Y اين روش براي تقريب مقادير . به كار برده شود
 Mرا روي Y،)12( يهرابط ـ تر به عبارت ساده. شود اميد رياضي، روش مونت كارلو ناميده مي

 Yرياضـي  ميانگين نمونه را به عنوان تقريبي براي مقادير اميـد  و كند مسير نمونه محاسبه مي
 سازي را به تعداد نامتنـاهي انجـام   سازي كامپيوتري امكان ندارد كه شبيه در شبيه. كند بيان مي

 سـازي را بـا ايـن عـدد     انتخاب كـرده و شـبيه  كه عدد خيلي بزرگي است را  Mدهيم بنابراين
  .دهيم انتخابي انجام مي

  كارلو براي حل معادلات ديفرانسيل سهموي روش مونت -5
باشـد؛   دورين به صورت معادلات ديفرانسيل سهموي قابل بيان مـي  -كه معادلات بكر جائي از آن

كارلو براي تقريب معـادلات ديفرانسـيل سـهموي مـورد مطالعـه قـرار        در اين بخش روش مونت
  طبـق اپراتـور سـهموي    در اين روش يك سيستم از معادلات ديفرانسيل تصادفي را بر. گيرد مي



  6 .........................متوسط مونومر ثابت دورين با - كارلو براي حل معادلات بكر روش مونت

 

 -مقدار اوليه  يهمسئل .شود بيان مي  استفاده از اين سيستمسهموي با ي هنوشته و جواب معادل
  :)2004گوسو، ( زي زير را در نظر گيريدمر

)13 (                    

( , , ) ( , ),

( , , ) ( , )

( , , )

Lu f t x p t T x G

u T x p x p x G

u t x p x G


   

  
  

 


  

,آن  در  كه
,

( , , ) ( , , )
d d

i i j
i i ji i j

L a t x p b t x p
t x x x 

  
  
    

2

1 1

1
گر يك عمل 2

) چنين هم. سهموي است , , ) ( , , )ijB t x p b t x p         يك مـاتريس مثبـت معـين متقـارن
dG است و R منظم دار شده با مرز راني كهدامنG است.   

فرآيند تصادفي  .1تعريف  ( ),W t t   است اگر )فرآيند وينر( يك حركت براوني استاندارد   

)) الف ( ) )P W  0 1  
ntبراي ) ب t t    1 نموهاي 

( ) ( ), , ( ) ( ), ( ) ( )n nW t W t W t W t W t W t  1 2 1 1 0  به عبارتي(مستقل باشند ( )W t 
  ).داراي نموهاي مستقل است 

))ج ) ( )W t W s  برايs t   داراي توزيع نرمال با ميانگين صـفر و واريـانس t s  باشـد 
  ).2002بوراگ و بوراگ، (

ــف  ــاه  .2تعري هرگ ( ),W t t 0   ــد ــر باش ــد وين ــك فراين ــادفي   آن ،ي ــد تص ــاه فرآين گ
 ( ),z t t 0 را نوفه سفيد نامند اگر   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b

a a
g t z t dt g b W b g a w a w t g t dz t     

)كه در آن )g t پـذير در  تابع دلخواه و مشتق[ , ]a b  يعنـي  . )2001بـوراگ و بـوراگ،   ( اسـت
  :قابل بيان است زير صورتباشد كه به   مشتق يك فرآيند وينر، يك فرآيند نوفه سفيد مي

( ) ( )
t

z u du W t يا       ( )
( )

dW t
z t

dt
  

  :شود  هاي ديناميكي تصادفي اغلب منجر به معادلاتي به فرم ذيل مي تجزيه و تحليل سيستم
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)14  (              ( , ) ( , ) ,t
t t t t

dX
a X t b X t z X X

dt
  

  

Xو aجا  در اين. را نوفه سفيد گويند tz آن در  كه t   توابـع بـرداري و ( , ) ijb X t b   يـك
dماتريس با بعد  m طبعاً. باشد ميtz همm بـه . باشـد  بعدي مي a   يـا ( ضـريب رانـدگي 

  :توان نوشت را به صورت زير مي) 14( يهمعادل. ضريب انتشار گويند bبه و) رانش
)15         (                ( , ) ( , )t t t tdX a X t dt b X t dW   

  .است يك معادله ديفرانسيل تصادفي  كه

nU فرض كنيد .3تعريف  R گاه اولين زمان خروج از  باز باشد، آني يك مجموعهU  را
كه به صورت  نشان داده Uبا  inf :  U tt X U    شود تعريف مي:  

جواب را داشته باشـد،   يكتاييشرايط لازم براي وجود و ي ههم) 13( يهحال فرض كنيد مسئل
توانـد نوشـته شـود بـه      رانسيل تصادفي كه بر طبق اپرا تور سهموي ميفرم انتگرالي معادله ديف

   :)2004گوسو، ( صورت زير است

)16 ( ( ) ( , ( )) ( , ( )) ( ), [ , ], ( )
s s

t t
y s x a v y v dv v y v dW v t T y t x        

)جا  در اين  كه , )t y    ـ  ) يهماتريسـي اسـت كـه در معادل , ) ( , ) ( , )TB t y t y t y  
سازي مسـيرهاي   با شبيه و) 16(جواب  يكتاييبا فرض شرايط لازم براي وجود و  .كند صدق مي

  :)2004گوسو، (به صورت زيراست ) 13( يهبراي جواب مسئل آن، يك تخمين مونت كارلو

)17     (     ,( , ) ( ( ( )) ( ) ( , ( )) )
T

t x t
u t x E y T T f v y v dv


  


     

)،Gاز y(.) اولين زمان خروج كه )A ةتابع مشخصA و نماد,t xE  اميد شرطي روي
) شرط )y t x 2004گوسو، ( كند است را بيان مي.(  

  دورين -كارلو براي معادلات بكر سازي مونت نتايج شبيه -6
)فرض شده است كه ) 13(مرزي  -مقدار اوليهي هدر مسئل , , )u t x p    معلوم باشـد، در مـدل

) دوريــن فــرض مــي كنــيم كــه  -بكــر , )c l t  ــر وضــعيت تعــادلي باشــد  :داريــم يعنــي. براب
( )( , ) ( , )l lc l T e c T 

231   :گيريم را به صورت زير در نظر مي J همچنين. 1
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( )
( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )

( ) ( , )

l
l

c l
J l t a l Q l c t

l Q l c t

 



11

1
 

آيد به  دست ميه اي كه ب معادله ،قرار دهيم )10( مشتق گرفته و در lنسبت به J حال اگر از
  :صورت زيرخواهد بود

)18 (  ( log( ( , ))( ) ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )

( ) ( )

c c t l c c c t
c t c t c l t

t l l
l l

 
     

    
   

   



1
23

1 2 4
3 3

9 1 1 6 2 11 1 9
9 1 1

  

دانكـن و  ( گيريم را با شرايط زير در نظر مي) 18( يهكارلو معادل پس براي تقريب با روش مونت
  : )2001سهيلي، 

)19   (                 
( )( , ) ( , )

( , ) , , ,

( , ) Constant

l lc l T e c T

c l l

c

 


  
 


  


231 1
2 3

1
  

مي توانيم به دست بياوريم ) 16(با استفاده از ) 18(سيستم معادله ديفرانسيل تصادفي كه براي 
  :به صورت زير خواهد بود

( ) ( log( , , )) ( ) ) ( , ) ( , ) ( )
s s

t t
y s l c v l c v dv c v dW v


      

2
321 3 1 1 2 13  

  : فوق برابر خواهد بود با يهمعادلبراي ) 17(بنابراين تخمين جواب با استفاده از 

( ) ( , )
( , ) [ ( , ) ( ) ( , ) ]

( )

Tl l
t

c v
c l T E e c T T c l v dv

l


 

    




231
4
3

121 9
1

  

)در اين بخش جواب  , )c l t  را براي, ,l  2 3 و مقادير مختلفt يهروي باز ( , )T ه ب
  .آوريم دست مي

   نتايج عددي -7
جـا بـا بـه كـار بـردن فرمـول        در ايـن . را در نظـر بگيريـد  ) 19( يهبا شرايط اولي ـ) 18( همعادل
)كارلو براي مونت , , ) ( , )l c l t 2 3 در اين دو حالت . نتايج رابراي دو حالت خواهيم داشت

)كه   كنيم  فرض مي , ) /c l t 1    :باشد 069
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t فرض كنيد )حالت اول   ،T 100 ،N  2500 ،M  nو  500   باشـد  2000
] يهتعداد افرازهاي باز N جا كه در اين ,  ]t T وM    اسـت  كـارلو  تعـداد تكرارهـاي مونـت .

  .آمده است) 1(نتايج مربوط به اين حالت در شكل 
  
  
  
  
  
 

)شكل سمت راست  :1شكل  , )c l t ) متوسط
)و شكل سمت چپ) ها تعداد قالب )t 

دورين تعريف شده  - را براي معادله بكر) چگالي(
 .دهدنشان ميN=2500با) 18(در 

)شكل سمت راست  :2شكل  , )c l t ) متوسط
)ها و شكل سمت چپ تعداد قالب )t )چگالي (

با ) 18(دورين تعريف شده در -را براي معادله بكر
700=Nدهدنشان مي.  

t كنــيم فــرض مــي )حالــت دوم   ،T 100 ،N  700 ،M  nو  500  2000 
  .بينيم مي) 2(و نتايج مربوط به اين حالت را نيز در شكل  باشد

) تغييرات )2(و ) 1(هاي  لدر نمودارهاي سمت راست شك , )c l t  در طول زمان بررسي
انتخاب نرخ ادغام و ي هتوان نتيج اين موضوع را مي. باشد كه اين تغييرات نزولي مي شود مي

laتلاشي دانست كه نرخ ادغام  1 باشد در حالي كه مي exp( ( ) )lb l l   
2 2
3 31 يك  1

limكه  باشد مي lتابع نزولي بر حسب l
l

b


1 .در آن   سيستم كه يهبا توجه به شرايط اولي
و لذا به سرعت از  گردد تر تشكيل مي هايي با ذرات بزرگ ، ابتدا قالبفقط مونومر وجود دارد

. گردد تر تشكيل مي هايي با حجم بزرگ و قالب يابد تعداد مونومرها تا حد صفر كاهش مي
عريف ي تهباشد كه قرين در بخش قبل مي lJبايد در نظر گرفت تعريفموضوع ديگري كه 

به يك  lbپس از مدت زمان طولاني كه )10(و ) 1(ولي در سيستم واقعي مدل . اصلي است
و سيستم به وضعيتي  شود  ها يكسان مي گاه تقريباً نرخ ادغام و تلاشي قالب شود آن تر مي نزديك

  .كند متعادل و مستقل از زمان ميل مي
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چگالي .آورده شده است Nكارلو براي دو مقدار متفاوت سازي به روش مونت  نتايج شبيه
 يهبه شرايط اولي سيستم در هر دو حالت رفتار يكساني دارد كه به طور مسلم منحني

t يهعموماً سيستم در لحظ. سيستم وابسته است   شود با مقدار ثابتي مونومر شروع مي 
و  1986بال و همكاران، كه در اين تجربه عددي متوسط مقدار مونومرها در واحد حجم مشابه (

1/برابر 2001دانكن و سهيلي،  مدل مورد بحث اين مقاله،  در). استدر نظر گرفته شده  069
متوسط مونومرها در طول زمان ثابت فرض شده است و لذا در طول زمان افزايش چگالي 

مقدار . كنيم مشاهده مي) 2(و ) 1(هاي  را در نمودارهاي سمت چپ شكل )( سيستم
( ) ( , )l c l t1 مشابه باشد كه اين موضوع به طور  در طول زمان يك تابع افزايشي مي

) براي تغييرات )4(و ) 3(هاي  مثال در شكل , )c t2 از طرفي رفتار تغييرات . است  گرديده  رسم
( ) ( , )l c l t1  بستگي به نوع انتخاب نرخ ادغام و تلاشي يعنيla  وlb دارد.   

  
  
  
  
  
  

)شكل سمت راست : 3شكل  , )c n t  و شكل
)سمت چپ  , )c t2 دورين - را براي معادله بكر

 .دهدنشان ميN=2500با)18(تعريف شده در

)شكل سمت راست  :4شكل  , )c n t  و شكل
)سمت چپ  , )c t2 دورين - را براي معادله بكر

  .دهدنشان ميN=700با ) 18(تعريف شده در 

lدر اين مقاله براي مقادير متناهي l ،داريم   lb a  يعني در سيستم نرخ تلاشي  ؛1
اين موضوع (چگالي سيستم در طول زمان افزايشي است  از نرخ ادغام بوده و لذا هرچند تر بيش
هايي با  ، ولي قالب)در طول زمان به سيستم تعبير نمود تر توان به تزريق مونومر بيش را مي
l تعداد 1 ر به طور نمونه نمودارهاي سمت راست د. گيرد ذره در سيستم شكل نمي
Tكه تا زمان نهايي   دهند نشان مي) 4(و ) 3(هاي  شكل 100  نيز قالبي باn-  ذره تشكيل

رسد اگر سيستم براي مدت  به نظر مي. نگرديده است و مقدار شرايط اوليه صفر ثابت مانده است
) كه مقدار طول زمان براي اينگاه در  آن سازي شود زمان خيلي طولاني شبيه , )c t1  مستقل

  . تري تزريق گردد بيش بايد به سيستم، مونومر از زمان باشد
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هايي با تعداد مونومرهاي زياد تشكيل  قالب به مرور كه سيستم به حالت اشباع برسد در حالتي
)ديك شدهكه معمولاً در اين حالت نرخ تلاشي به نرخ ادغام نز شود مي lim )l l

l
b a


 1 .

آل تعادل، ديگر نيازي به  كه در حالت ايده نمايد بنابراين سيستم به وضعيت تعادل ميل مي
) نتيجه چگالي سيستم در. باشد تزريق مونومر به سيستم نمي )t  نيز در اين حالت مقداري

llثابت و مستقل از زمان دارد، كه همان lc 
  1 هد بودخوا.  
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Abstract  

Stochastic differential equations (SDE) play a relevant role in many 
application areas such as collision, population and polymer dynamics, 
genetic regulation, investment finance and biology. The procedure of 
collision among particles was modeled by an infinite dimensional differential 
system (in the discrete case) and a nonlinear partial integro-differential 
equation (in the continuous case). The discrete case may be approximated 
with a parabolic partial differential equation. In this paper, using the Monte-
Carlo method, we obtain an approximation for solving the parabolic 
differential equation in the continuous form.  
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