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ارائه روشي براي تعيين همزمان توابع كنترل و مسير در يك مسأله كنترل بهينه هدايت شده  :چكيده
ابتدا با . مختصات قطبي، هدف اصلي اين مقاله است توسط يك سيستم غشا مرتعض مستدير در دستگاه

-سازي ميها ، مساله خطيسازي و سپس استفاده از خواص اندازهتعيين نوع تابع مسير و انجام گسسته

آنگاه با انجام چند گام تقريب زوج توابع كنترل و مسير تقريباً بهينه به همراه مقدار بهينه تابع . شود
مثال عددي نيز ارائه گرديده . ريزي خطي متناهي بدست مي آيدله برنامههدف از طريق حل يك مسأ

  .است

  .مرتعش مستدير، گسسته سازي، كنترل بهينه، برنامه ريزي خطيغشا  :هاي كليدي واژه
 .25D49 و 33D76  :كد موضوع بندي رياضي
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  مقدمه - 1
هاي استفاده از دستگاههمواره در مسائل مقدار مرزي متضمن معادلات با مشتقات جزئي، 
اي باشد، اصلي كلي است مختصاتي كه نسبت به آنها دامنه مسأله مورد نظر داراي نمايش ساده

همين اساس است كه استفاده از دستگاه مختصات قطبي براي مسائل مربوط به غشاهاي بر. 
ان كرانه غشا توب خواهد بود، زيرا ميسمنا) اي شكلهاي بدون ضخامت و دايرهپوسته(مستدير

  .نمايش داد )r=ثابت(را توسط معادله ساده 
مسائل كنترل بهينه است كه با معادله موج دو بعدي در  هدف ما در اين مقاله حل آن دسته از
ايده ما براي حل اين رده . شونداي دايره شكل هدايت ميدستگاه مختصات قطبي و در دامنه

ابتدا سيستم معادله موج با شرايط خاص  .ازي استسمسائل يك ايده تركيبي بر مبناي گسسته
گردد، سپس با يافتن جوابي كلاسيك و ارائه يك راه حل تركيبي بر مبناي استفاده از مطرح مي

شود مقدار تابع هدف و هم چنين توابع كنترل و فرم جواب كلاسيك و روش نشاندن، سعي مي
سازي در جهت اين مراحل از قدرت گسسته در تمام. زمان به دست آورده شوندطور هممسير به

  .له استفاده خواهيم نمودأسازي مسسازي و سادهخطي
هاي كنترلي هدايت شده توسط معادلات موج همواره بنا بر نياز تحقيقات در زمينه سيستم
به عنوان نمونه . است دانان در طي چند سال اخير در جريان بودهتوسط مهندسين و رياضي

توسط وزيري و منظور تحقيق روي مدل تحليلي براي ساختن معادله موج دو بعدي  اي بهمقاله
گردتس هاي عددي براي متغيرهاي حالت و كنترل بهينه مرتبه تقريب .چاپ شد) 2006(ريجو 

مورد مطالعه قرار گرفته است كه در آن روش عددي انتخاب شده براي  )2006(و همكاران 
 توان بههاي ديگر ميعنوان نمونههمچنين به. تفاضلات متناهي استساله مورد نظر بر مبناي م

ارائه روشي تركيبي براي حل مسأله كنترل  .اشاره كرد) 2008(ونواكفسكي ) 2008(كارلسن 
منظور بيان به. اله استبعدي دستگاه مختصات قطبي هدف اين مق 2بهينه متضمن معادله موج 

اي شكل در دستگاه اي دايرهم موج در دامنهستمعرفي سي له، ابتدا در بخش بعد بهأمباني مس
  .شودمختصات قطبي پرداخته مي

  له در دستگاه مختصات قطبيأنمايش مس- 2
؛ له كنترل بهينه، ابتدا لازم است مفاهيم بنيادي مرتبط با آن بيان گردندأبراي معرفي يك مس

)كنيد فرض )v t  پذير لبگ بر بازهاندازهتابعي كراندار و [ , ]T كه تمامي مقادير خود را  باشد
) پوسته مرتعش(معادله موج دو بعدي . گيردمي از  V در يك زير مجموعه بسته و كراندار

  :باشدصورت زيرميدر دستگاه مختصات قطبي به
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)1(                      ( ),tt rr ru c u u u
r r   2

2
1 1   

  :كندصدق مي ،هاي كانتورصورت منحنيزير به اوليه كه در شرايط

)2(                 ( , , ) ( ), ( , , ) ( );tu r f r u r g r    

)جادر اين )f r مبين مكان اوليه و ( )g r در زمان(گر سرعت اوليه غشا بيانt   ( هستند؛
tدر اصل در لحظه   همچنين به دليل . ي تقارن محوري استافرض شده است كه موج دار

  ، صفر است؛ يعنيRاي شكل به شعاع روي مرز دايره) 1(هاي پوسته ، معادله ثابت شدن لبه

)3(                                  ( , , )u R t    
-علاوه فرض ميهب .اندمعرفي گرديده)1983(ويل و برت  چنين معادلاتي در مراجع زيادي نظير

)شود كنترل در , )r   اي درون منحني كه نقطهr R توسط تابع  باشد،مي( )v t  اعمال
)تابع كنترل  .گرددمي )v t عنوان اعمال نيرو در نقطه توان بهرا مي( , )r   تعبير نمود:  

( , , ) ( ).tu r t v t    

صورت زير معادلات يك غشا مرتعش بهوسيله هله كنترل بهينه هدايت شده بأاز اين رو مس
  :است

   I ( , , , )

. : ( );

( , , ) ;

( , , ) ( );

( , , ) ( );

( , , ) ( ).

D

tt rr r

t

t

Min f r t v dA

S to u C u u u
r r

u R t

u r f r

u r g r

u r t v t












  







2

2
1 1



 





)4   (                

fكه در آن    يك تابع پيوسته بر مجموعD V جايي كه (باشد مي
( [ , ] [ , ] [ , ]D R T  2   . يافتن زوج ) 4(منظور از حل مساله( , )u v اي است گونهبه

اين هدف (  بع هدف به بهترين صورت ممكن كمينه گردداكه ضمن برقراري شرايط مسأله، ت
  ).تواند مبين انرژي يا خطايي مورد نظر از سيستم باشد كه بايستي كمينه گرددمي

)زوج مسير و كنترل : 1تعريف  , )p u v 4(له أبل قبول گويند هرگاه در شرايط مسرا قا (
-نمايش مي Fهاي قابل قبول را با وجزمجموعه تمام . كراندار باشد جوابي uصدق كرده و 
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تعيين زوج قابل قبول  )4(مساله  منظور از حل. دهيم ,u v F )به ) زمانصورت همبه
)طوري كه تابعي اي تركيبي است بهشيوه )I p  رويF منظور ما از راه حل . كمينه گردد

مثلاً يك ) (1(صورت جوابي كلاسيك از اين است كه با در نظر گرفتن تابع مسير به تركيبي
استفاده  ،)4(له كنترل بهينه أاز روش نشاندن براي حل مس ،)سري مثلثاتي با ضرايب مجهول

  .نماييم

  جواب كلاسيك وجود 2-1

توان در مراجعي اثبات وجود جواب معادله موج در دستگاه مختصات قطبي و چگونگي آن را مي
سمت راست در دانيم كه مي .، ملاحظه كرد)1972(سايمون و  )1983(ويل و برت  نظير

اين واقعيت  ؛باشندمي r,اما سمت چپ آنها توابعي از . هستند r توابعي از) 2(شرايط اوليه 
) 1(بنابراين معادله . وابسته باشند توانند به هاي غشا مستدير نميمبين آن است كه جواب

  :گيردتر زير را به خود ميشكل ساده

)5(                                   1
( ).tt rr ru C u u

r
 2  

اين اساس و  شود برمعمولاً از روش جداسازي متغيرها استفاده مي ،)5(براي يافتن جواب 
) 5(، جواب ارائه گرديده است) 1983(ويل و برت  مطابق آنچه كه در مراجع مختلف نظير

  :استچنين 

)6(   ( , ) ( ) ( )= [ cos( ) sin( ) )] ( ).n n n
n n n n

n n

u r t W r G t a c t b c t J r
R R R

   

 

   
1 1

  

Jو  هستند مجهول nbو  naصورت يك سري نامتناهي است كه در آن ضرايب به) 6(تابع   
t توان با قرار دادنمي. باشدتابع بسل نوع اول مي   مطابق با آنچه كه در ) 2(ود يو اعمال ق

فوريه اي  –را كه ضرايب سري بسل  nbو  naآمده  ،)1983(ويل و برت و  )1972(سايمون 
  :صورت زير محاسبه نمودباشند، بهمي) 6(

( ) ( ) ,      , , ...
( )

R
n

n
n

a rf r J r dr n
RR J




 2 2
1

2 1 2
 

( ) ( ) ( )       , , ...
R

n n
n nb c R J rg r J r dr n

R R

 


     
1

2 2
12 1 2
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صورت يك شويم كه گرچه تاكنون صرفاً جوابي كلاسيك براي معادله غشا مستدير، بهيادآور مي
شده نتضمين ) 4(، ليكن هنوز برقراري شرط آخر است سري مثلثاتي نامتناهي تعيين گرديده

  .در بخش بعد به اين موضوع خواهيم پرداخت .است

  سازي در حل تركيبيگسسته - 3
ائق آمدن به مشكلات و فمنظور به) 4(تركيبي براي مساله وه حل سعي ما بر ارائه يك شي

-بدين منظور با استفاده از جواب ارائه شده در بخش قبل به. رسيدن به اهداف ذكر شده است
ها براي حل مسائل كنترل هي و استفاده توام از روش اندازهصورت يك سري مثلثاتي متنا

  .خواهد بود) 4(ائه راه حلي براي مساله ايده اصلي ار ،اي جديدبهينه، به شيوه
مطرح ) 1969(ها براي حل مسايل كنترل بهينه، اولين بار توسط يانگ ايده استفاده از اندازه

سپس ربيو  .ه استارائه گرديد )1952( روزنبلوم وسيلهبههايي از كاربرد اين ايده نمونه. گرديد
- در كتابش منتشركرد و بر مبناي آن استفاده 1986اين ايده را به صورت يك نظريه در سال 

، )1383( و همكاران فخارزاده جهرميتوسط هاي متعددي از اين روش براي اهداف مختلف 
، فخارزاده و روبيو )1996(، فراهي )2003(فخارزاده  )1384(فخارزاده جهرمي، صاحبي 

اين روش كه نشاندن ناميده شده است،  .انجام گرفت) 2008(ظمي و همكاران و نا) 2009(
اثبات وجود : ها عبارتند از از جمله آن .باشدها ميداراي مزاياي اساسي در مقايسه با ساير روش

بدين ( جواب به صورتي خودكار، خطي بودن مساله جديد عليرغم غير خطي بودن مساله اوليه 
 .و قابليت دستيابي به جوابي كلي) بود از قدرت آناليز خطي بهره مند شويم ترتيب قادر خواهيم

هاي كنترلي خطي و غير خطي ين بار اين روش را براي حل سيستمبراي اول )1996( فراهي
در تعيين دامنه بهينه يك  )1383(همكاران سپس فخار زاده و . متضمن معادله موج بكار برد
  .اده كردندمعادله موج از اين روش استف

استفاده تركيبي از روش نشاندن و ساختار جواب كلاسيك بصورت سري مثلثاتي در دستگاه 
فخارزاده دكارتي براي معادلات يك بعدي و دو بعدي موج در گزارش دو طرح تحقيقاتي 

روش . مطرح شده است) 1384(و فخارزاده جهرمي و صاحبي ) 1383(جهرمي و همكاران 
صورت يك سري ضمن اين كه تابع مسير به ،كار بردن روش نشاندنهز بتركيبي عبارت است ا

در مقاله حاضر، اين روش در مختصات قطبي . شودمثلثاتي با ضرايب مجهولي در نظر گرفته مي
  .رودكار ميهاي بو مرز دايره rبراي معادله موج با شرايط اوليه وابسته به متغير

است؛ ) 6(صورت سري نامتناهي شد كه جواب معادله موج با شرايط داده شده بهمشاهده 
توان تقريبي از بنابراين مي. اثبات گرديده است) 1978(ميخايلف هايي در همگرايي چنين سري
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صورت به) 6(را صرفاً با تركيب خطي تعدادي متناهي از جملات اول سري ) 5(جواب معادله 
  :زير ارائه داد

)7(              ( , ) [ cos( ) sin( )] ( ).
N

n n n
n n

n

u r t a c t b c t J r
R R R

  



 
1

  

شود؛ بدين عدد صحيح ثابتي فرض مي Nها ضرايبي مجهول بوده و nbو naكه در آن 
در محاسبه مقادير ضرايب مجهول لحاظ ) 6(ترتيب در عمل خطاي حاصل از حذف دم سري 

  .خواهد شد
 .طور خودكار لحاظ خواهند شدبه) 4(قيود اول و دوم  ،)7(صورت با در نظر گرفتن تابع مسير به

  :صورت زير قابل بيان هستندلذا قيود سوم و چهارم به
N

n

( ) ( ) ,       ( ) ( ).
N

n n n
n n

n

a J r f r b c J r g r
R R R

  

 

  
1 1

   

  :داشتخواهيم ) 4(له أد آخر مسيگيري از طريق قكارگيري روش نشاندن، با انتگرالهمنظور ببه

)8( ( ) ( , , ) [ (cos( ) ) sin( )] ( ).
T T N n n n

t n nn
v t dt u r t dt a c T b c T J r

R R R

  


         1 1  

  :با توجه به مطالب ذكر شده داريم

صورت يك سري ، به)3(با شرط مرزي) 1(با در نظر گرفتن جواب معادله غشا مستدير : 1گزاره 
  .يكي خواهند شد) 4(له أ، جواب مسأله زير با جواب مس)7( تقريبي

)9(

  

T

: ( ) ( , , , )

. : ( ) ( );

        ( ) ( ) ( );

         ( ) [ (cos( ) ) sin( )] ( ).

D

N n
nn

N n n
nn

N n n n
n nn

Min I p f r v t dA

S to a J r f r
R

b c J r g r
R R

v t dt a c T b c T J r
R R R





 
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
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







  








1

1

1 1
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


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)سمت راست قيود اول و دوم يعني ) 9(در مساله  )f r  و( )g r  مقادير ثابتي نيستند و از
له به سوي يك مساله خطي و أمنظور سوق مسبه. يندآبه حساب مي) 9(عوامل غير خطي 

...كنيم استفاده از مزاياي آن، فرض مي lr r r R    1 2  عناصري از يك زير دنباله
چگال در , R  را با جواب مساله زير ) 9(صورت جواب مساله در اين .)مثلاً اعداد گويا( باشند
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بزرگتر باشد، اين تقريب دقيق تر  lلازم به ذكر است كه هر چقدر . توان تقريب نمودمي
  :خواهد بود

: ( ) [ ( , , , ) ] ( , )   
j i

j i

T r Tl ll

i j r
Min I p f r v t drd dt F v t dt




 

 
 

       1 11 1  

)10(        . : ( ) ( ),    , ..., ;
N n

n i in
S to a J r f r i l

R



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و naدر اصل براي تعيين ضرايب ) 10(لازم به يادآوري است كه دسته شروط اول و دوم در 
nb در نقاط معيني برقرار باشند، كافي هستند؛ زيرا با قبول يك خطاي ) 2(طوري كه شروط به
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سازي، حداقل را به نوعي به تابع هدف اضافه نمود كه در جريان عمل كمينه آنگاه خطاي 
  .شدن اين خطا نيز برآورد شود

  هاسازي در فضاي اندازهخطي-4
ريزي توسط يك مسأله از نوع برنامه) 10(در اين بخش از نظريه اندازه براي تقريب جواب 

سازي قوي انجام داشت كه نوعي خطي توان اذعانعبارت ديگر ميبه. شودخطي، استفاده مي
]با تعريف. خواهد گرفت ,  ]T V  ، تابعي: ( )v C R    با ضابطه

( ) ( , )
T

v f f t v dt    از . ك تابعي خطي، مثبت و پيوسته استي ،)1986(روبيو مطابق با
روبيو تعريف شده است، پس مطابق  vبر حسب كنترل قابل قبول  vا كه نگاشت جنآ
vvانتقال ) 1986(  هاي قابل قبول در از زوجF هاي خطي، انتقالي يك به به نگاشت

  :مساله زير تقريب شودتواند با جواب مي) 10(رو جواب مساله از اين. يك است
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- ايم تا زوجاكنون آماده. يك فضاي هاسدورف است توان نشان داد كه با متر اقليدسي، مي
روبيو هاي رادن مثبت معرفي نماييم؛ بنا به قضيه نمايش ريس در هاي قابل قبول را با اندازه

)روي فضاي  v، اندازه رادن مثبت و يكتاي )1986( )M   )هاي رادن مجموعه اندازه
  :چنان موجود است كه) مثبت بر 

( ) ( ) ,     C( )v vf f fd f       . 

اي در نظريه لهأصورت مستواند بهمي) 16(، مساله vو اندازه  vبا توجه به تعريف تابعي 
  :ها بيان شوداندازه
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vvتحت انتقال  Fهاي قابل قبول در تصوير تمام زوج  هاي شامل تمام اندازه
( )v M   اين تصوير را به تنهايي مي. سازندرا برآورد مي) 12(هاي باشد كه معادلهمي -

اما . باشديك مي گونه كه ذكر گرديد اين انتقال يك بهنمايش داد، زيرا همان Fتوان مجدداً با 
ند و لذا عملاً تغييري در هست اها معادلضزيرا ف ،همين دليل، تمام مشكلات قبلي موجودندبه

مساله غير كلاسيك  دهيم ورا گسترش مي Fاكنون تصوير . ها ايجاد نشده استماهيت آن
)رادن مثبت موجود در  هاياز ميان تمام اندازه: كنيمجديد را چنين تعريف مي )M   ) نه

نماييم، را جستجو مي *اندازه ) ناشي شده از قضيه نمايش ريس vهاي به فرم لزوماً اندازه
)ساز تابع را برقرار نموده و كمينه) 12(كه روابط  )F    باشد؛ فضاي جواب جديد راQ 

رساند؛ زيرا فضاي جواب بزرگتر خواهد شد و تر مياين گسترش ما را به جوابي كلي .ناميممي
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اي مقدار اينفيموم يك تابع بر يك مجموعه بزرگتر همواره از مقدار اينفيموم آن بر مجموعه
*در اين راستا به دنبال تعيين آن اندازه بنابراين، . كمتر خواهد بود ،تركوچك ( )M   

باشيم كه ديگر لزوماً از طريق قضيه نمايش ريس معرفي نشده باشد، بلكه صرفاً در شروط مي
صدق كرده ) رل بهينهبراي مشخص كردن كنت(همراه با يك مجموعه شروط جديد ) 12(مساله 
كنند كه تصوير اندازه بهينه مجموعه شروط جديد تضمين ميكمينه سازد؛ اين  هدف راو تابع 
]بر بازه  ,  ]T، له جديد براي حل چنين استالذا مس .اي لبگ باشداندازه:  
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Tكه در آن 
a dt    اندازه لبگ  بر بوده و ( )C 1  مجموعه توابع پيوسته روي

  است كه صرفاً به متغيرt كنيم فرض مي. اندبستهاوQ ناتهي  ،)13(له أفضاي شدني مس
با توجه  .)تهي باشد و اين يكي از مزاياي روش نشاندن است Fهر چند كه ممكن است (باشد 

كه در دو بخش پيشين (توسط دو دسته اول از شروط  nbو  naبه امكان تعيين ضرايب 
يك توپولوژي هاسدورف بنا نهاد كه  Qتوان روي مي )1986(روبيو  ، مانند)توضيح داده شد

)تحت آن فضاي جواب فشرده بوده و همچنين تابع  )F   از .نيم پيوسته پايين باشد
  .كندآيد كه وجود جواب را اثبات مياين رو قضيه مهم زير بدست مي

*اندازه بهينه  .2قضيه ( )M   را برآورده مي) 13(كه معادلات طوريهموجود است ب-

)*سازد و رابطه  ) ( )F F    براي هر( )M   نيز برقرار باشد.  
دقيق صورت گرچه تاكنون وجود جواب بهينه به اثبات رسيده است، ليكن تعيين آن حتي به

اي جهت تعيين ارائه شيوه. له داراي بعد نامتناهي استأوز ميسر نيست؛ زيرا فضاي جواب مسهن
  .چنين جوابي هدف ما در بخش بعدي است

  
  



 نديمه جعفرپور، پرويز الهي، عليرضا فخار زاده جهرمي                              36

 

  راهكار تعيين جواب بهينه- 5
له داراي اين خاصيت بزرگ است أليكن مس ،داراي بعد نامتناهي است) 13(گرچه فضاي جواب 

خطي است و لذا تعيين جواب آن از طريق ) ها و اندازه nbها، na(كه نسبت به مجهولات
بازاراو نظير (و يا متناهي  )1998گابرنا و لوپز، ( ريزي خطي نيم نامتناهيبرنامه مسألهحل يك 

هاي كاملاً شناخته شده و كارايي براي وشربسيار مناسب خواهد بود؛ زيرا ) 1990همكاران، 
را با جواب ) 13(در اين بخش مايليم كه مساله . حل اين رده از مسائل خطي وجود دارند

در گام ابتدايي تعداد قيود و سپس در . ريزي خطي متناهي تقريب كنيماي از نوع برنامهمساله
  .نماييمگام دوم، بعد مساله را به نوعي متناهي مي

و سپس انتخاب تعداد متناهي از  1C)(را از فضاي  اي چگال شمازير مجموعه برگزيدنبا 
اين مجموعه توابع . را داشت) 13(توان تعداد متناهي از قيود دسته آخر مساله عناصر آن، مي

Nkبراي تمام   توانند به صورت توابع مشخصه مي  
,
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k
k

t J
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]تقسيمات بازه  تعداد , ]T توابع  ).باشدميk گرچه پيوسته نيستند اما داراي دو خاصيت ها
را  1C)(تواند هر عضو مي ،هاKها براي تمام كه تركيبات خطي آنباشند؛ يكي اينمهم مي

و ديگر اينكه مطابق روش ارائه شده در  )1990كانوي و همكاران، ( به خوبي تقريب نمايد
  .اي ثابت استطور قطعههصورت يك تابع بهها بابل شناسايي توسط آنكنترل بهينه ق

روبيو  از A.5از قضيه  ،)13(از دو مجموعه قيود اول  nbو  naباتوجه به امكان تعيين ضرايب 

* داراي فرم نمايشيشود كه اندازه بهينه نتيجه مي) 1986( ( )
M

r r
r

z  



1

اما . است 
خطي برحسب ضرايب اي غيرلهأآن را به مس) 31(در   جايهجايگذاري اين فرم نمايشي ب

r ،naوnb گاهيو نقاط تكيه rz اما. باشدرسد مناسب اهداف ما نمينظر ميهكند كه بمي 
ريزي خطي اين جايگذاري گامي است در جهت تعيين جواب از طريق حل يك مساله برنامه

rمتناهي كه در آن  R ، نقاطrz اي چگال از فضاي به زير مجموعه  متعلق بوده و
)( rz  اندازه اتمي واحد با جرم متمركز در rz گاهي تعيين نقاط تكيه .باشدميrz  بايد

از آن  ،سازي روي فضاي گسسته براي اين منظور با انجام يك .به طريقي مناسب انجام شود
-صورت تفاضلها را به nو  nbضرايب ) 13(كه براي اين. كنيمگره را انتخاب مي Mتعداد 
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nدو متغير مثبت به شكل n na a a   و n n nb b b  ،  در آنكه
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  :ريزي خطي زير تقريب نمودبرنامهمسأله  جواب

r

N

=

n

r r

: ( , )  

. : ( ) ( ) ( ),       , ,..., ;

  (b ) ( ) ( ),     , ,..., ;                                       ( )

    [( )(cos(

1

1

1

12

12 14

M

r rr

n
n n i in

N n n
n i in

n
n n

Min F t v

S to a a J r f r i l
R

b c J r g r i l
R R

v a c T
R





 

 



 

 


 

  

  

 












N

=

M

r=

- -
r n n n

) ) ( )sin( )] ( );

     ( ) ,        , ,..., ;

          , , ,..., ,    , , ,  , , ..., .

1 1

1

1

12
12 12,

N n n
n nn n

k r kr

n

b b c T J r
R R

t a k K

r M a a b b n N

 

 



 


 

  

 

     

 




 

 

lريزي خطي با له برنامهأله فوق يك مسأمس K 2 Nقيد و  1 M4 باشدكه مجهول مي
. قابل حل است) 1990همكاران، بازاراو( راحتي از روش سيمپلكس يا سيمپلكس اصلاح شدهبه

nb ،,nو naبا تعيين بهينه مجهولات  N1,2, ) 7(توان تابع مسير بهينه را از رابطه مي، ...
Mrو  rو با مشخص شدن ضرايب بهينه  ,...,1  قادر به تعيين تابع كنترل بهينه از

بدين ترتيب علاوه بر مقدار بهينه تابع هدف، . خواهيم بود) 1986(توسط روبيو روش ذكر شده 
با توجه به خاصيت چگال بودن،  .آمد دست خواهندزمان بهطور همكنترل بهينه به توابع مسير و

  و، l ،M ،N اديرهر چه مق K و بيشتر به جواب بيشتر ) 14(افزايش يابند، جواب حاصل از
  .له اصلي نزديك خواهند بودأمس

  يشبيه سازي عدد -6
كار برده شده را بهتر به نمايش روش به كنيم كاراييدر اين بخش با ارائه مثالي سعي مي

نوشته ) 14(ريزي خطي متناظر با ابتدا با معرفي پارامترها و توابع لازم، مساله برنامه. بگذاريم
مساله مذكور از روش سيمپلكس اصلاح شده MATLAB7.4  گاه به كمك نرم افزارشده و آن

، تابع مسير تقريباً nbو naيبهاي بهينه حاصل براي ضراكمك جواببه. حل گرديده است
صورت تقريبي توسط همچنين تابع كنترل بهينه به. مشخص گرديده است) 7(بهينه از رابطه 

، تابعي از uتابع مسير  .رسم گرديده است rاي ثابت به كمك ضرايب طور قطعهيك تابع به
لذا براي رسم ارتعاشات آن با در نظر گرفتن نقاط مشخصي از بازه  ؛استو t ، سه متغير

),,( زمان، tru  در دستگاه مختصات سه بعدي رسم ) كانتورگونه(صورت تابعي با دو متغير هب
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هاي مختلف، قادر به مشاهده بدين ترتيب با نمايش پياپي شكل تابع موج براي زمان. گرددمي
  .موجب بهينه خواهيم بود

) ، پارامترهاي)4(براي  )J r 2  ،( )f r 0/1 ،R 1 و c 1  را در نظر گرفته و تابع را
)همچنين . گزينيمعنوان انتگرالده تابع هدف برميبه ,  ) ( ,  )r  

 0/ 5 اي درون نقطه 3
]براي اعمال كنترل اختيار كرده و  1دايره به شعاع  ,  ] [ ]T  , 1  را بازه زمان و[ ]V  , 1 

]ها، فضاي نقطه از هر كدام از آن 30گزينيم و با انتخاب را بازه كنترل بر مي ] [ ] ,1 ,1  
)نقطه  900با  , )j j jz t v شودسازي ميگسسته.  

  بهينه حاصل از حل برنامه ريزي خطي nbوnaمقادير :1جدول 

nb   na  n
nb na n 

/  31 841 10  0068/1  6 /  35 608 10 1541/159 1  
/  36 499 10  0350/1  7 /  41 385 10 0360/1 2  
/  31 855 10  8499/0 -  8 /  39 568 10 0196/0 3  

156/214  0102/0 -  9 /  41 694 10 6269/0- 4  
    /  34 910 10  0102/0 5  

  
  نمودار تابع كنترل :1شكل 

صفر مثبت تابع بسل، براي سري مبين تابع مسير، سه جمله اول انتخاب  3با در نظر گرفتن 
) مي گردد )N  را ) 0و 25/0و 5/0و 1(نقطه  4. متغيرخواهد داشت 920بنابراين مساله . 3

]از ],1  براي مقاديرr  بر مي) 14(جهت ايجاد هشت قيد براي دسته قيود اول و دوم مساله
تابع  10نماييم و براساس آن تعداد م مييتقس 1/0زير بازه به طول  10گزينيم، بازه زماني را به 

)وkمشخصه  )k 1,2, . سازيمريزي خطي ميرا براي دسته قيود آخر از مساله برنامه 10,...
پس از حل، مقدار  .خواهدبود 920قيد و  19داراي ) 14(لذا براي اين مثال مساله متناظر با 
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جا كه از آن(  بدست آمد كه بسيار به صفر نزديك است 2056/2× 10 -5تابع هدف برابر با 
 .)مثبت بودن تابع هدف، اين مقدار قابل انتظار بود سازي است و با توجه بهمساله كمينه

  ضرايب بهينههمچنين  naوnb علاوه مقادير بهينه هب. ارائه شده است) 1( حاصل در جدول
r اندآورده شده )2( جدولته به آن در و مقادير كنترل بهينه وابس .  

  و كنترل متناظر rمقادير بهينه ضرايب :2جدول

   r r   r r 
3448/0  1  521 0 1 1 
3793/0  1  552 0345/0 1 152 
5172/0  1  646 0960/0 1 243 
6897/0  1  741 1379/0 1 335 
1 1  900 1724/0 1 366 

برمبناي اين نتايج، مطابق آنچه كه شرح داده شد، تابع كنترل تقريبا بهينه و تابع وضعيت 
1/0t, 3/0, 5/0, 7/0, 1هاي بهينه در زمان  اندترسيم شده 6-2 هايترتيب در شكلبه.  

  
  نمودار تابع وضعيت و جهت در لحظه  :2شكل 

  
  نمودارتابع وضعيت و جهت در لحظه :3شكل

  

  
  
  
  

  وضعيت و جهت در لحظهنمودار تابع : 5شكل               نمودار تابع وضعيت و جهت در لحظه :4شكل 
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  نمودار تابع وضعيت و جهت در لحظه :6شكل 

  نتيجه-7
براي حل مسئله  ايسازي، در اين مقاله شيوههاي نشاندن و گسستهبا استفاده از تركيب روش

اين شيوه كه مبتني بر كاربرد شكل . كنترل بهينه متضمن غشا مستدير مرتعش ارائه شد
زمان صورت همهها بنا شده است، قادر است بهاي اندازهاستفاده از تواناييكلاسيك نوع جواب و 

هاي شكل كلاسيك جواب ما را قادر علاوه تواناييهب .معرفي نمايدوضعيت و كنترل بهينه را 
. ها و نتايج حاصل پيشين آن براي تحليل و آناليز سيستم استفاده كنيمسازد تا از تواناييمي

اي خطي و ساده، حل مسئله غيرخطي به شيوه صورتبه جواب و تعيين آنن دست يافتني بود
  .اثبات وجود جواب و وضعيت بهينه از جمله مزاياي متعدد اين روش حل است
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Simultaneously determining the optimal control and state in an 
vibrating circular surface system by a discretization method 
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Abstract 

Presenting a new method for simultaneous determination of the control and 
trajectory functions in an optimal control problem governed by a vibrating 
circular surface system, is the main purpose of this paper. First, by 
identifying the form of the trajectory function, doing discretization and using 
the properties of measure, the problem is linearized. Then, by doing some 
approximation steps, the nearly optimal pair of trajectory and control with 
the optimal value of the objective function are obtained via solving a finite 
linear programming problem. A numerical example is also presented. 

Keywords: Vibrating circular surface, Discretization, Optimal control, 
Measure, Linear programming.   
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