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  αهاي با بعد كرول حداكثر لومد
  1نسرين شيرعلي

  دانشگاه شهيد چمران اهواز ،رياضي گروه
 8/12/1390 :تاريخ پذيرش  10/4/1390 :تاريخ دريافت

ل با بعد كرول، داراي بعد كرول حداكثر وهايي است كه هر مددر اين مقاله هدف بررسي حلقه :يدهچك
α لبي راجع به بعد كرول و زنجير لووي مطرح كرده و سپس حلقه ابراي اين منظور ابتدا مط. استα -

 كنيم، كه در حالتلووي را تعريف مي   دهيم كه اگر نشان مي. همان حلقه لووي استR  حلقه
α– لووي باشد هر–Rمدول با بعد كرول، داراي بعد كرول حداكثر α چنين خواهيم ديد كه هم. است

 لووي، براي يك ها داراي بعد گلدي متناهي وهايي كه هر خارج قسمت آنمدول   ،است
  .هستند αداراي بعد كرول حداكثر 

  .لووي- α مدول ،بحراني- α مدول كرول، گلدي، بعد بعد :هاي كليديواژه

  60P16 :كد موضوع بندي رياضي
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  ـ مقدمه 1
براي اعداد ترتيبي متناهي تعريف ) 1967( رنتس چلر و گابريلابتدا توسط  مفهوم بعد كرول

مورد  يك مشبكه براي  ،به ازاي  هر عدد ترتيبي دلخواه) 1972(توسط لمونيه شد و  سپس 
، اعمال كنيم Mمدول -Rهاي مدولي تمام زيركهبكه اگر آن را براي مش ،بررسي قرار گرفت

بعد كرول يك مدول انحراف . است) 1973(كراس همان مفهوم بعد كرول تعريف شده توسط 
يافتن خاصيتي براي يك حلقه كه در آن هر مدول با بعد كرول، . آن مدول از آرتيني بودن است

. اي برخوردار استاز اهميت ويژه باشد، )αبراي عدد ترتيبي (αداراي بعد كرول حداكثر 
، آرتيني است اگر و تنها اگر لووي M مدولR–نشان دادند كه ) 2002( كرمزاده و ساجدي

تر ثابت كنيم كه اين مطلب را در حالت كليدر اين مقاله سعي مي. مدول با بعد كرول باشد
 ها رويلوهمان گونه كه از عنوان مقاله پيداست، هدف تعيين كراني براي بعد كرول مد. كنيم

نشان و سپس  كنيملووي را تعريف ميα–براي اين منظور ابتدا حلقه . ها استقهكلاسي از حل
 αمدول با بعد كرول، داراي بعد كرول حداكثر R–لووي باشد، هر α–حلقه  Rدهيم كه اگر مي

است، كه در حالت    در اين مقاله منظور از يك  .همان قضيه كرمزاده و ساجدي است
–چنين منظور از هم. باشدپذير نميپذير واحددار است كه لزوماً تعويضشركت حلقهحلقه، 

R ،مدول–Rمدول راست يكاني است.  

 اگر. مدول باشد R–يك  Mكنيم فرض مي .1 تعريف M   بعد كرول  ،كنيمتعريف مي
M  و با  -1برابرdim K M  1 گوييم دهيم و به استقرا مينمايش مي

dim  –K M )α ܭ ، هرگاه)يك عدد ترتيبي െ dimܯ ث و براي هر زنجير نزولي  ߙ
nM به شكل Mهاي مدول از زير M M   1 2   عدد طبيعيk  موجود باشد

i براي تمام طوري كهبه k، i i   1dim– ( / )K M M    وα  كوچكترين عدد ترتيبي
، به جز يك تعداد متناهي، Mهاي يعني، هر زنجير نزولي از زيرمدول(با اين خاصيت باشد

  ).ها داراي بعد كرول هستندهاي خارج قسمت آنمدول
)بعد كرول حلقه  dim K R ) R  را بعد كرول–R مدول راستR اين . گيريمدر نظر مي

dimيافت نشود به طوري كه  αامكان وجود دارد كه هيچ عدد ترتيبي   –K M  در اين ،
dimاگر . داراي بعد كرول نيست Mگوييم صورت مي >K M   نزوليگاه زنجير ، آن 

nM M M   1 2   هاي مدولاز زيرM طوري كه براي هروجود دارد به i، 
 dim– ( / )i iK M M  1.  

نيز داري بعد كرول است و  Mگاه داراي بعد كرول باشد، آن Mاگر هر زيرمدول سره  .1 لم
 :داريم dim Sup dim K M K A A M   { – :  }.  
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 .مراجعه كنيد )1987(رابسون كتاب  مك كانل و به  :اثبات

  :داريم Mاز  Nمدول باشد، براي هر زيرمدول R–يك  Mكنيم فرض مي .1 گزاره

dim Sup dim N dimK M K K M N  { – , / } . 

Mو  Nكنيم فرض مي :اثبات

N
 دهيمقرار مي. داراي بعد كرول باشند 

Sup dim N dimK K M N  { – , / داراي بعد كرول  M نشان خواهيم داد كه. {
اگر . كنيمبا استقرا عمل مي. است كمتر يا مساوي   1 پسN   Mو   

N
   كه

dimKدر نتيجه  M  1 .كنيم به ازاي هر مدول فرض ميL  اگرdimk L    حكم
nA اگر. برقرار باشد A A A  1 2   هاي يك زنجير كاهنده از زيرمدولM لذا  .باشد  

nA N A N A N A N  1 2       

Aو  N A N A N

N N N

  
  1 2  هايبه ترتيب زنجيرهايي از زيرمدولN   وM

N
 

kپس  .باشندمي iوجود دارد كه براي هر  1 k 1، dim dimi

i

A N
K K N

A N

  
1




به . 

kهمين ترتيب  iوجود دارد كه براي هر  2 k 2، dim dimi

i

A N M
K K

A N N


  

1
 .

}maxدهيم قرار مي , }n k k 1 iپس به ازاي هر  2 n ،
dim dimi

i

A N M
K K

A N N


  

1
dimو   dimi

i

A N
K K N

A N

  
1




.  

iريختي طبيعي حال هم i

i i

A A N

A A N 




1 1
)داراي هسته   )i i

i

A A N

A




1

1

 است و هم-

)ريختي طبيعي  )i i
i

i

A A N
A N

A





 1

1

  هسته آن پوشاست وiN A 1 است .

)بنابراين  )i i i

i i

A N A A N

A N A


 


 1

1 1

 


  از اين رو دنباله . 

i i i

i i i

A N A A N

A N A A N  


   

1 1 1

 


 
  كامل است و در نتيجه 

dim Sup dim dimi i i

i i i

A A N A N
K K K

A A N A N  


   


{ , }

1 1 1



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dimKو   M  .  

1 .1تيجهن 2

1 2 n

dim 

                                    Sup dim  dim    dim 
nK M M M

K M K M K M

   
  

– ( )

{ , , , }




  

  .واضح است  1با توجه به گزاره  :اثبات 

dim dimK گامدول متناهي توليد شده باشد، آن M ، –R اگر .2 نتيجه M K R  .  

) مدول آزادR–يك  F، به طوري كه M؄F/Kچون  .اثبات )
n

i

F R



1

 و بنابه . است
  ،1نتيجه 

   dim dim F =Sup dim  dim dim– / – ,  – – .K M K K K R K K K R    
داراي بعد  M/A يا M، Aاز  Aو براي هر زيرمدول  مدولM، –Rكنيم فرض مي .2 گزاره

  .نيز داراي بعد كرول است  Mگاه آن ،كرول باشد
M...كنيم فرض مي .اثبات A A  1  Mهاي زنجير كاهنده نامتناهي از زير مدول 2

Kگاه براي تمام آن ،كرول باشدبعد داراي  i، Aiباشد، اگر براي يك  i، k k/A A 1  داراي
داراي بعد كرول نباشد،  i ،Aiاگر براي هر . داراي بعد كرول است Mبعد كرول است و در نتيجه 

/،iگاه براي هر آن iM A   و در نتيجه/i iA A1طرفي هر زنجير از . داراي بعد كرول هستند
 Mباشد، بنابراين ي همه زنجيرها يك مجموعه ميها يك مجموعه است و گردايهلواز زيرمد

  .داراي بعد كرول است

  .هر مدول با بعد كرول داراي بعد گلدي متناهي است .3 گزاره
  .مراجعه كنيد )1987(كتاب  مك كانل و رابسون به  .اثبات

داراي بعد كرول است و  Mگاه داراي بعد كرول باشد، آن Mاگر هر عامل سره مدول   .2 لم
 داريم   dim  Sup dim +  K M K M A A M    { / : }1.  
M اگر .اثبات M M  1 2  هاي زنجير نامتناهي از زيرمدولM گاه براي باشد، آن

i چون i هر i iM M M M  /  /1    پس. 1
   dim dimi i iK M M K M M – / – /1 1 . 
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 اگر قرار دهيم   Sup dim{ – / : }K M A A M    1  گيريم كهنتيجه مي 0
dim–K M  1.  

  گاهداراي بعد كرول، آن Mمدول R–اگر  .4 گزاره
 dim Sup dim E{ / : }K M K M E M    1 . 

  .مراجعه كنيد )1973(گوردون و رابسون  ،18به صفحه  .اثبات

iiكنيم فرض مي. 1 قضيه I
M M


   يك–R مدول و براي هرi، dim K M   

dim K  گاهوجود داشته باشد، آن  Mاگر بعد كرول. باشد M  .  
  . مراجعه كنيد )1987(كتاب مك كانل و رابسون به  .اثبات

dim K گاههر ،ناميمبحراني ميα–را  Mمدول R– .2 تعريف M    و براي هر
) M، dimاز  Nزيرمدول ناصفر  / )K M N   اگر براي يك . ناميمميو آن را بحراني

هاي ساده مدولR–بحراني دقيقاً هاي واضح است كه مدول. ، بحراني باشدαعدد ترتيبي 
  .هستند

  .است بحرانيα– بحراني،α–هر زيرمدول ناصفر يك مدول  . 3لم 
گاه چونزيرمدول ناصفر از آن باشد، آن Nبحراني و α–مدول  Mكنيم فرض مي .اثبات

dim ( / )K M N  بنابراين بايدdim K N   ܣ   ، حال اگر  ് ሺ0ሻ مدول  زير
N گاهباشد، آن   

   dim dim/ /K N A K M A     . 

  .داراي زيرمدولي بحراني استل ناصفر با بعد كرول، وهر مد .5 گزاره
– ،Aباشد، اگر  αبا كوچكترين بعد كرول  Mزيرمدول ناصفري از  Aكنيم فرض مي .اثبات

αبحراني نباشد، پس زيرمدول     A A   طوري كهوجود دارد به 1
dim ( / )K A A  1 dim K كنيم كهو توجه مي   A  1.  حال اگرA1 ،–α بحراني
A نباشد، پس زيرمدول A 2 1 طوري كهوجود دارد، به dim ( / )K A A  1 و  2

dim K A  2در نتيجه A A A  1 2  A هاي يك زنجير نامتناهي از زيرمدولM 
 است كه i idim /K A A  1 يك تناقض است.  
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  مدول و زنجير لوويR–ساكل - 2

 و زنجير لووي  مدولR–يك مربوط به ساكل  بيان بعضي از مطالب مورد نيازبا در اين بخش 
  .پردازيممي لووي هايبه بررسي حلقه

را ساكل  Mهاي ساده مجموع تمام زير مدول. مدول باشدR–يك  Mكنيم فرض مي. 3 تعريف
M ناميم و بامي  Soc M اگر . نمايش مي دهيمM  دهيمفاقد زيرمدول ساده باشد قرار مي 

 Soc M   .M هرگاه  يم،گويساده ميرا نيم Soc M M . حلقهR را نيم ساده مي
  .باشدساده مدول نيمR–ناميم، اگر به عنوان 

   به شكل Mمدول R–براي ) يا سري لووي(زنجير لووي .4 تعريف

( ) S S S S S      1 2 1   
  :گرددصورت استقرايي تعريف ميباشد و بهمي

( )S    و S =Soc M1  و براي عدد ترتيبيα، =Soc
S M

S S


 

  
 
 

ترتيبي عدد  αو اگر  1
BS باشد، حدي U S  .  زير مدولي مانند ܯيك زيرمدول لووي ،ܵλ است كه در آن  

S كوچكترين عدد ترتيبي است كه S  ناميم و آن مي ܯ   را طول لووي   عدد ترتيبي 1
) را با )L M اگر .دهيمنمايش مي M S ܴي حلقه. ناميمرا مدول لووي مي   ܯگاه ، آن ،
  .مدول راست لووي در نظر گرفته شودR– عنوان،شود، هرگاه بهي راست لووي ناميده ميحلقه

خارج قسمتي ناصفر آن داراي هر مدول  اگر گوييم،آرتيني ميرا نيم M مدولR– .5 تعريف
  .ساكل ناصفر باشد

  .ل لووي استو، مدܯآرتيني مدول نيم ܴ–هر  .4 لم

α، M يبيتبراي هر عدد تر .اثبات

S 

است و در نتيجه  ܯيك مدول خارج قسمتي از  

=Soc
S M

S S


 

    
 

1 ،  يعني؛ براي هر عدد ترتيبيα داريم S S  دهد ، اين نشان مي1
هاي اين زنجير عددهاي موجود است، اما انديس Mهاي كه زنجير اكيداً فزاينده از زيرمدول

- ختم مي Mتواند ادامه يابد و يك جايي به نهايت نميترتيبي هستند، پس سري لووي تا بي

  .، مدول لووي استMدر نتيجه  ،شود
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  .يك مدول لووي، يك مدول لووي استهر زيرمدول . 5 لم
  . مراجعه كنيد )1987(كتاب  مك كانل و رابسون به  .اثبات

  .باشدهاي لووي ميمدولR–قضيه زير محكي براي 

داراي  Mريخت ناصفر ، مدول لووي است اگر و فقط اگر هر تصوير همMمدول R– .2 قضيه
  .ساكل ناصفر باشد

  .مراجعه كنيد )1987(مك كانل و رابسون كتاب به  .اثبات
مدول دوري آن داراي ساكل ناصفر  R–لووي است اگر و فقط اگر هر راست  حلقه R .3 قضيه
  .باشد
 قضيه  ريخت است و در نتيجهيك Rبراي ايدآل راست  I/Rمدول دوري با R–هر  .اثبات

  .برقرار است

  :ارزند، شرايط زير همRبراي هر حلقه  .4 قضيه
1(R  حلقه لووي است.  
  .مدول، مدول لووي استR–هر  )2
  .مدول ناصفر، داراي ساكل ناصفر استR–هر  )3

 . مراجعه كنيد )1987(مك كانل و رابسون كتاب به  .اثبات

N و مدولM ، –R كنيمفرض مي .6 گزاره M طوري كه باشد، بهN  يا/M N مدول -
  .نيز مدول لووي است Mگاه هاي لووي باشند، آن

N كنيمفرض مي .اثبات M  اگر N N گاه، آن /

/

M M N

N N N 
 ريخت تصوير هم

M/ از N  است و اگر/M N 2 به قضيه باشد، بنا مدول لووي ،/M N   داراي ساكل
N اگر. مدول لووي است Mناصفر است و در نتيجه  N گاه، آن N N N  و 

/N N N  چون ( داراي ساكل ناصفر استN اما ).مدول لووي است 
N N N

N N N


 
 N پس  N M

N N




 
M و در نتيجه  N  /  داراي ساكل ناصفر

  .، مدول لووي استMدر اين صورت  است و
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i كنيمفرض مي .5 قضيه  A i I{ : . باشد Mمدول R–هاي لووي گردايه تمام زيرمدول {
ii I اگر

A A


، گاه آنA ترين زيرمدول لووي بزرگM  است و/M A داراي زيرمدول
  . لووي ناصفر نيست

B كنيمفرض مي .اثبات Aگاه، آن i I iA طوري كهموجود است به  B بنابراين 

i iB A A  و i i

i

A A B A

A B B B





 و iA ، مدول لووي است، پسB/A  شامل

  .است M، زيرمدول لووي  Aبنابراين. باشدزيرمدول ساده مي

  لووي–αهاي حلقه- 3

هاي تعميم داده و با اثبات قضيه αدر اين قسمت مفهوم لووي مدول را براي هر عدد ترتيبي 
 كنيم، كه در حالتها پيدا ميمهمي شناخت بهتري راجع به اين مدول   هاي همان قضيه

داراي بعد  Mمدول R–كه  ندنشان داد) 2005(پور كرمزاده و رحيم. باشندمي هاي لوويمدول
داراي زيرمدول اساسي با بعد  Mريختي و تنها اگر هر تصوير هماست اگر  αكرول حداكثر 
–كه  دهيملووي، نشان مي -αهاي در اين بخش ضمن معرفي حلقه .باشد αكرول حداكثر 

R مدولM  داراي بعد كرول حداكثرα  است، اگر هر مدول خارج قسمتM  داراي زيرمدول با
   .باشد αبعد كرول حداكثر 

داراي زيرمدولي  Mناميم، اگر هر مدول خارج قسمت لووي مي-αرا  Mمدول  R– .6 تعريف
مدول، R–گوييم اگر هر لووي مي-αرا  R چنين حلقهباشد هم αبا بعد كرول كوچكتر يا برابر 

α- لووي باشد وR باشدلووي -0ناميم، اگر را حلقه لووي مي.  

 لووي مدول، براي يك-αهر زيرمدول و هر مدول خارج قسمت  .6 لم ،–β مدول  لووي
  .است
بنابراين . است M، خارج قسمتي از Mچون هر مدول خارج قسمت از هر خارج قسمت  .اثبات

كP. كنيمفرض مي. لووي مدول باشد، هر خارج قسمت آن نيز چنين است-M ،αاگر  ، ܯ
را در  P/Nمدول . ، داراي زيرمدول با بعد كرول استPخارج قسمتي از هر نشان مي دهيم كه 

N چون. گيريمنظر مي M مدول ،M/N  داراي زيرمدول با بعد كرول حداكثرα از . است
N رواين N  طوري كهموجود است به  dimK N N  '/.  سه حالت را مورد

 .بررسي قرار مي دهيم

N اولحالت P ؛درنتيجه   dim dimK N N K P N  / /.  
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P .حالت دوم N ؛ چون P N N N/    ، پس/
   dim dimK P N K N N  / /  . 

P .حالت سوم N   وN P  نچو؛   
   dim dimK P N N K N N      / /  

/ و /P N N P N   بنابراينP/N داراي زيرمدولي با بعد كرول است.   

M و Aزيرمدول آن باشد به طوري كه  Aو  مدولR–يك M اگر  .6 قضيه

A
 ،α-باشند،  لووي

، براي يك Mگاه آن ،β  لووي است.    

B كنيمفرض مي .اثبات M .اگر A B گاهباشد، آن /

/

M M A

B B A
 تصوير هم -

Mريخت مدول 

A
مدول است براي يك-1 است و در نتيجه  1 Aو اگر    Bگاه، آن 

A B A  و در نتيجه A B A

B A B




  شامل زيرمدول با بعد كرول 6بنا به لم ،

M رواز اين. است

B
 براي يك  2،  }Sup  دهيمقرار مي. لووي است-2 , }   1 و  2

 لووي براي يك M ،–βاين صورت در  .  

 به ازاي Mگاه لووي باشد، آن௜ߚM،  െمدول R–اگر هر مدول خارج قسمت  .7 لم
Sup  }i i I  {، –αلووي است.  

  .واضح است .اثبات

 ، به ازاي يكMگر و تنها اگر ا لووي است௜ߚM ، െلمدوR–هر زيرمدول سره  .8 لم
Sup  I}{ i i  ،–α لووي باشد.  

  .واضح است )ฺ .اثبات
 P براي هر زيرمدول   .لووي باشد௜ߚM ،N، െاز  Nكنيم كه براي هر زيرمدول فرض مي) ู  

 Pاما اگر . ساده باشد كه داراي بعد نويتري صفر است و در نتيجه اثبات تمام است P، اگر Mدر 
A گاهساده نباشد، آن M طوري كهموجود است به P A ) زيرا اگر براي هر زيرمدول

N  درM ،P Nگاه، آن N MP N  و N M N ل ساده در وزير مدM بنا  و )است
תA/Aاما . لووي است௜ߚA، െبه فرض  ܲ ؄ ܣ ൅ תA/Aو  ܲ/ܲ ل با بعد وداراي زيرمد ܲ
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- داراي زيرمدول با بعد كرول مي M/Pبه عنوان زيرمدولي از  A + P/Pرو از اين. كرول است
Sup، به ازاي Mباشد و در نتيجه   }i i I  { ،α-لووي است.  

-ر نزولي و شمارشيهاي خود كه يكي زنجزيرمدول زا رداراي دو زنجي Mل واگر مد .7 گزاره
... پذير ...nM M M   1  عوديصو ديگري زنجير 

N N N    1 2     شمارش از اعداد ترتيبيباشد و دنباله صعودي و قابل 
...  1 طوري كهوجود داشته باشد به 2

n n nn n nN M N M N M     1 1 1  ، 
  .داراي بعد گلدي متناهي نيست   ܯريختي گاه يك تصوير همآن

  .مراجعه كنيد )1987(كتاب  مك كانل و رابسون به  .اثبات

–و   αبراي هر عدد ترتيبي. 7 تعريف iرا   ܯساكل بحراني -α يك  ܯ مدولܴ iS C   1 
}است و  Mبحراني α–مدول زير ୧ܥ كنيم كه در آن هرتعريف مي }i i IC   يك مجموعه مستقل

  .است كه بنا به لم تسورن وجود دارد Mبحراني α–هاي ماكسيمال از زيرمدول

 را  Mصورت ساكل بحرانيدر اين. باشدمدول R–يك  Mكنيم ميفرض  .8 تعريف
S S 
 كه در آن كنيم تعريف مي ترين عدد ترتيبي است به قسمي كه براي كوچك
 داريم؛ Mبحراني -αهر زيرمدول   .به عبارت ديگر  

:Sup{K-dim C = ߣ است    M  مدولزير α-بحراني C } 

-اند را يادآور مياثبات شده) 2005(پور ي زير كه توسط كرمزاده و رحيمجا دو گزارهدر اين
  .شويم

S گاهآن باشد، Mمدول R– ساكل بحراني S اگر. 8 گزاره S S     
    كه در آن

λ  كوچكترين عدد ترتيبي است به قسمي كه براي هر زيرمدولα-بحراني M  داريم؛α൑   .ߣ

ii اگر .9 گزاره  I
M N


 و براي هر i ،dim iK M – ل خارج قسمت وو هر مدM 

dim  گاهداراي بعد گلدي متناهي باشد، آن Sup– { }i i IK M  .  

در  .فرض كنيم چنين نباشد. داراي بعد كرول است Mكافي است نشان دهيم مدول  .اثبات
M ياين صورت زنجير نامتناهي كاهش M M M   1 2  هاي از زيرمدولM  وجود

iدارد به طوري كه براي هر 1 ، /i iM M 1 حال بدون اين كه از . داراي بعد كرول نيست 
} توانكليت مسأله كم شود مي }i i IA N  بديهي است كه . را يك زنجير فرض كرد
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iN A1 طوري كهوجود دارد به iN A1 اگر ( )A  ، iA N  گاهآن ،قرار دهيم 11
M حال A M A 1 1  وM A M 1 1    اين صورت زيرا در غير 2

/ ( ) / /M M A M M A A M 1 2 1 2 2 1 1 2   
M/در نتيجه  M1   . باشدداراي بعد كرول است كه تناقض مي 2

A، iNبنابراين با توجه به زنجير بودن  A2 طوري كهوجود دارد به i iN N1  و 2
( )iM N A M 21 1 2 اگر iA N ) گاهقرار دهيم، آن 22 )M A A M 1 2 1 2  اگر

) اين روش را ادامه دهيم دو زنجير ) ...A A A   1 2 و 
...M M M M   1 2 با ( )i i i iM A A M  1 1 در نتيجه. آوريمبدست مي 

( )i i i i i iM A A M A M   1 1 1   يك مدول خارج قسمت 7ه ربنابه گزا ،M  داراي
  .داراي بعد كرول است Mبنابراين مدول . شودايجاد ميبعد گلدي متناهي نيست و تناقض 

  .كنيملووي داراي بعد كرول باشد، بيان مي-ߣدر قضيه زير شرطي را كه هر مدول 

dim–K در اين صورت. مدول باشد R–يك  Mكنيم فرض مي .7 قضيه M  تنها  اگر و
 كه  ، براي يك عدد ترتيبيMاگر هر مدول خارج قسمت  ،  لووي با بعد -ߣمدول

  گلدي متناهي باشد و 
α = Sup{لووي است :ߣ െλ قسمتي خارجلوداراي مد  M}  

dim–Kكنيم فرض مي .اثبات M  در اين صورت هر مدول خارج قسمتM  داراي بعد
، براي يك عدد ترتيبي ܯاست و در نتيجه هر مدول خارج قسمت  αكرول كوچكتر يا مساوي 

كه  ߣ  ،براي اين كه ثابت كنيم . لووي است-ߣα سوپريمم چنين  هايي است كافي
 كنيم،فرض مي. قضيه را ثابت كنيماست عكس 

( ) T T T T M       1    يك زنجير صعودي درM  باشد كه براي هر
T ،ߤعدد ترتيبي 

T




1يك ساكل بحراني /M T   ߚباشد و براي هر عدد ترتيبي حدي ،
T T     كنيم حال فرض ميM  مدول  ،لووي /M T1 مدول   ولووي 1

/M T  در اين صورت چون . دنلووي باش مدول...
m

T
T C C C

T
      1

1
1 



 

 و
n

T
C C C

T
     1 1

2

1
  كهواضح است dim dim– –

T
K T K

T
 1

1 


و  

dim–
T

K
T

2
1

1
dimپس   .  max– { , }K T  2 1 .كنيم كهحال ادعا مي 
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dim sup– { }K T      براي اثبات اين موضوع، استقرا روي  براي . بريمبه كار مي
µ, حالتي كه 1 رابطه درست  µكنيم براي اعداد ترتيبي كمتر از فرض مي. واضح است  2

µاگر باشد، در اين صورت   1گاه، آن dim max dim– { , }K T K T   .  
µ،dimدهد براي عدد ترتيبي غير حدي اين رابطه نشان مي sup– { }K T      . اگرµ 

Tگاه يك عدد ترتيبي حدي باشد، آن U T    . 9با توجه به گزاره، 
dim sup dim– { }K T K T     . در نتيجه براي هر عدد ترتيبيµ ،داريم 

dim sup– { }K T      .بنابراين dim dim sup– – { }K M K T        
dim–K و چون M  گيريم كهنتيجه مي dim–K M .  

مدول  R– هر هايي را كه در آنها حلقه ،هادر اين قسمت بعد از معرفي كلاس ديگري از مدول
  .شوندرا مشخص مي است αول، داراي بعد كرول حداكثر ربا بعد ك

 ، اگرMدر  Nگاه براي هر زيرمدول ناميم، هركرول كراندار مي-αرا  Mمدول R– .9 تعريف
dim– /K M N  يا dim–K N ، گاهآن dim–K M .  

  :نداگاه شرايط زير معادلآنيك حلقه باشد،  Rاگر  .8 قضيه
  .است αول، داراي بعد كرول حداكثر رمدول با بعد كR– هر) 1
 .كرول كراندار است-αمدول، R–هر  ) 2

3 (–R ،مدول   1 وجود نداردبحراني.  
M/  يا M ،N در  Nاگر براي هر زيرمدول ) 2ฺ1. اثبات N داراي بعد كرول باشند، آن -

dim–K ،)1(به  داراي بعد كرول است و بنا Mگاه  M   .  
–1مدول M  ،-Rاگر ) 3ฺ2 باشد چون براي هر زيرمدول سره  بحرانيN  درM، 

dim– /K M N  1  2(بنا به(، dim–K M  و اين يك تناقض است.  
، داراي بعد Mكنيم كه اگر هر زيرمدول بحراني هر مدول خارج قسمت توجه مي) 3ฺ 1

، 7 بنا به قضيهلووي است و α–مدول  Mگاه باشد، آن αكرول كوچكتر يا مساوي 
dim–K M  dim–K كنيمفرض مي حال.   M كنيم ، ثابت مي 

 كنيم در نتيجهمي) خلف(فرض  1 اگر ،β كوچكترين عدد ترتيبي بزرگتر يا مساوي 
 1دهيمدو حالت را مورد بررسي قرار مي، باشد.  

 اگر. حالت اول  1هاي، زيرمدول M Nو  1 طوري كه وجود دارند به Mدر  1
/M N1 –dim ، بحراني است و1 /K M N  1 1   .    استناممكن ) 3(با توجه به  1
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اگر . دوم حالت  1در اين صورت مدول بحراني ، /M N1 با  1
dim– /K M N  1 1 M در Aچنين زيرمدول سره وجود دارد هم 1   موجود است به

–dim طوري كه /K M A   1)زيرا اگر براي هر A M  ،dim– /K M A  
dim–K گاه، آن M   1 .( اماM   مدول بحراني است و  

dim dim dim– / – –K M A K M K M      1  
–dimدر نتيجه /K M A   1 زيرا فرض كرديم . و اين تناقض استβ  كوچكترين

 عدد ترتيبي بزرگتر از 1 است.  
و هاينه و ) 2002(تعميم قضاياي كرمزاده و ساجدي  ،است 8اي از قضيه قضيه زير كه نتيجه

  . است)1990(اسميت 

مدول با بعد كرول، داراي بعد كرول حداكثر R– گاه هرلووي باشد، آنα–حلقه  Rاگر . 9 قضيه
α است.  

 مدول،R–كافي است ثابت كنيم  .اثبات 1  بحراني وجود ندارد، اگرM ،–R  مدول
 1 بحراني باشد، هر زيرمدولM نيز  1اما به دليل اين كه . است بحراني R حلقه–

αلووي است، زيرمدول M   درM طوري كهوجود دارد به dim–K M   اين تناقض  
M است، زيرا ،  1بحراني است.  
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Abstract  

In this article we have introduced and studied the notation of ࢻ-loewy 
modules (0- loewy modules is just a loewy module). Using this concept we 
extend some of the basic results of loewy modules to હ-loewy modules and 
we find a universal upper bound for Krull dimension over ߙ- loewy rings. 
In particular, we show that module M has Krull dimension ࢻ if and only if 
each factor module of M is ߣ-loewy modules for some    and has finite 
Goldie dimension.  

Keywords: Goldie dimension, Krull dimension, ࢻ-critical module, હ-
loewy module.    

Mathematics Subject Classification (2000): 16P60 

 

 




