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در این مقاله کاربرد روش مارچینگ و روش مولیفیکیشن براي حل یک مسئله کران : چکیده
صورت همراه با هاي این مسئله بهداده. گیردمتحرك مربوط به معادله گرما مورد بررسی قرار می

روش سازي براساس روش مولیفیکیشن و نیز یک روند منظم. شونداختلال در نظر گرفته می
-گردد و همگرایی و پایداري جواب این روش اثبات میمارچینگ براي حل مسئله مورد نظر ارائه می

  .گیردمنظور نشان دادن توانایی روش و نیز کارایی آن مورد بررسی قرار می چند مثال عددي به. دشو

، روش له استفانئله معکوس، مسائل کران متحرك، مسئانتقال حرارت، مس :هاي کلیدي واژه
  .مارچینگ

  05K35 ،37R35 : بندي ریاضیرده

 مقدمه -1

گذر زمان ها هاي فیزیکی مانند پدیده ذوب یخ که در آن بسیاري از پدیده ،مسائل کران متحرك
ها مانند انجماد  گونه مسائل بسیاري از پدیدهاین. کنند شوند را توجیه می موجب تغییر کران می

. ]1-3[کنند  را توصیف می... کاري، فرسایش و جوشبلور،  انجماد آب و یا غذا، رشد فلزات ،
له استفان مستقیم مربوط به ئمس. شناسندعنوان مسائل استفان میاغلب بهگونه مسائل را این

حالتی است که شرایط اولیه و مرزي موجود و همچنین خواص گرمایی و ترموفیزیکی جسم 
یم نیازمند تعیین دما و سطح کران متحرك له استفان مستقئصورت مس معلوم است، در این
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له استفان معکوس شامل تعیین شرایط اولیه و یا شرایط مرزي و یا خواص ئاما مس. است
این . است مسئلهانتقال گرماي جسم علاوه بر تابع دماي مجهول موجود در  مسئلهگرمایی 

ه کنترل تعلق دارند یي بسیار مهمی از مسائل بدوضع از نظر دسته از مسائل معکوس به دسته
عنوان مثال در تکنولوژي پالایش با مفهوم به. مهندسی استي متنوع کاربردهاکه داراي 

استفان، که شامل یافتن دما و شار گرمایی در سطح ثابت  مسئلهکریستالی، از حل  بازسازي
مین است، چیزي که مورد انتظار است این است که مسطح بودن فرآیند تشکیل کریستال را تض

  ].5 و 4[ کند می
با استفاده از یک ) معکوس استفان مسئله(معکوس کران متحرك  مسئلهدر این مقاله یک 

طور عددي مورد سازي براساس روند مولیفیکیشن گسسته و روش مارچینگ به روش منظم
هاي روش مولیفیکیشن گسسته یک فرآیند فیلترینگ بر پایه انتگرال. گیرد تحلیل قرار می

  .سازي مسائل بدوضع قابل استفاده است ی است که براي منظمتلفیق
در بخش سوم، یک . پردازیم ي معرفی شده می مسئلهبندي  در بخش دوم این مقاله به فرمول

ي ارائه شده در  مسئلهبراساس روش مولیفیکیشن و روش مارچینگ براي حل  را فرآیند عددي
لیز همگرایی و پایداري روش عددي معرفی بخش چهارم شامل آنا. کنیم معرفی می ،بخش دوم

 ،در بخش پنجم، دو مثال عددي براي روش ارائه شده ،شده در بخش سوم است و در پایان
  .د گرفتنمورد بررسی قرار خواه

 معکوس مسئلهشرح  -2

)خواهیم مرز آزادي که توسط رابطه  یک بعدي استفان مستقیم می مسئلهدر  )x s t معرفی 
شود و دماي  می ,u x t  را در دامنه ( , ) ( , ]fD s t T   که ،fT    زمان پایانی

xدر نقطه . دلخواه است، تعیین کنیم    مرز ثابتی داریم که آن را باΓU دهیم نشان می .
Γاع مرزها را با اجتم Γ ΓU S  دهیم و بستار دامنه  نشان میD  را با

[ , ( )] [ , ]fD s t T   خواهیم  اي استفان می مرحلهمستقیم تک مسئلهدر . دهیم نشان می
)جواب  , )u x t  بیابیمند، ک ر معادله یک بعدي زیر صدق میکه درا:  

     , , ,  ,  ,t xx fu x t u x t x s t t T      )1    (                               

   , ,  ( ),u x x x s     )2 (                                                          

( , ) ( ),  ,u t p t t   )3        (                                                                 

( ( ), ) ( ),  ,u s t t q t t   )4         (                                                            
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    , ,  .x
dsu s t t t t
dt

                                                               )5(  

جا که در این s t ن تابعی معلوم و همچنی s t  و( )ts t به منظور . توابعی کراندار هستند
/ابتدا با تغییر متغیر ) 5(تا ) 1(حل معادلات  ( )x s t  در این . کنیمکران را ثابت می-

  :دنشو صورت زیر بازنویسی میصورت معادلات به

   ,  ,  ,  ,  ,t f
dsT t s T t s T t T
dt         2 1  )6  (              

    , ,  ,T s     1   )7            (                                       

( ,  ) ( ),  ,T t p t t   )8         (                                                          
( ,  ) ( ),  ,T t q t t 1  )9         (                                                            
 ,   ( ),  .xT t s q t t  1  )10     (                                                         

) 10(تا ) 6( مسئلهبراي یافتن جواب را در ادامه یک روش عددي بر اساس روش مولیفیکیشن 
) طوري که کنیم به ارائه می )t و( )q t صورت تقریبی تنها به( )t  و( )q t  تحت شرط

 :اشدزیر موجود ب

( ) ( ) , ( ) ( )t t q t q t    
 

    . 

سازي  منظم] 8[با استفاده از روش مولیفیکیشن را  مسئلهها، ابتدا  دلیل وجود خطا در دادهبه
 .کنیم می

 سازي شده و روش مارچینگ منظم مسئله -2

  :شود بندي می صورت زیر فرمولسازي شده به منظم مسئله
)هدف تعیین  , ) [ , ] [ , ]v x t  1 1  طوري که در روابط زیر صدق کندهاست ب: 

   ,  ,  ,  ,  ,t f
dsv t s v t s v t T
dt         2 1  )11    (           

i i' '( ,  ) ( ( )) '( ),  ,v J s J         1   )12  (                                

M
( ,  ) ( ),  ,v t J q t t 1                                                                )13(  

   ( ,  ) ,  .xv t s t q t t  1  )14     (                                                     
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J(.)جا که در این  گر تابع مولیفایر شده توسط روش مولیفیکیشن با شعاع بیان باشد،  می
M و '

i ور خودکار توسط الگوي طبه GCV6[اند  تعیین شده.[  
Δ ،اعداد صحیح مثبت Nو  Mفرض کنیم که  /h x M 1  وΔ /k t N 1 

]ي  سازي تفاضلات متناهی از بازه پارامترهاي گسسته , ]I  1 توابع گسسته زیر را . باشند
   :کنیم معرفی می

,i nU : ( , )v ih nk شده ازتقریبات گسسته محاسبه 

,i nW : ( , )tv ih nk شده ازتقریبات گسسته محاسبه 

,i nQ :  ,xv ih nk شده ازتقریبات گسسته محاسبه 

,i nQ :  ,xv ih nk شده ازتقریبات گسسته محاسبه  
  :شود صورت زیر نوشته میالگوریتم روش مارچینگ به

1- M  و'  به کمک روش راGCV  مکنیمیانتخاب. 
qو بر توابع  -2  ي  در بازه[ , ]1  دهیممیمولیفیکیشن انجام. 

MM, , '( )( ),     ' ( ),  { , , , }
in iU J q nk n U J ih i M 

      1   

M, ( ) ( ).n tQ s nk s nk   

)از  -3 )
M

J q nk
  دهیممیقرار  .مشتق بگیریدنسبت به زمان. 

M MM, M, '( ( ))( ),     ( ( )).n t tW D J q nk n W D J 
       

iقرار دهید  -4 Mکه  ، حال تا زمانیi 1  دهیممیاعمال زیر را انجام: 

, , , ,  ( ),i n i n i nU U hQ n   1  )15    (                                                    

   , , , ,( ) k ( )i n i n i n i n
dsQ Q h s nk W s n ih nk Q
dt

     
2

1 )16 (                 

*, , ,( ).
i

i n i n t i nW W hD J Q
  1 )17  (                                                        

i,اگر  nX  تابعی گسسته باشد، از این به بعد مقدار,| |n i nmax X  را با| |iX  نمایش
  .دهیم می

)فرض هموار  , ) ( )u x t C I I 2 خطا از روش ارائه شده را در   براي بحث پایداري و آنالیز
  .گیریم نظر می
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  پایداري و آنالیز خطا -3
تا ) 15(در این بخش به تحلیل پایداري و همگرایی از روش مارچینگ معرفی شده در روابط 

  .پردازیم می) 17(

وجود دارد  Λ، ثابتی مانند )17(تا ) 15(براي روش مارچینگ معرفی شده در روابط  :1قضیه 
  طوري کهبه

{| |,| |,| |} Λ {| |,| |,| |}.M M Mmax U Q W max U Q W    

|'فرض کنیم  :اثبات | ( , )i i imin    ،[ , ]{ ( )}s tM max s t 1  و
[ , ]{ ( )}s t tK max s t 1 . خواهیم داشت] 7[از  3از قضیه:  

, ,| ( ) | | |,
| |t i n i n

CD Q Q
 

 )18   (                                                          

  :داریم) 18(و ) 17(حال با استفاده از روابط . ثابتی مثبت است C که در آن

, , ,| | {| |, | |}.
| |i n i n i n

CW h max Q W




 
  
 

1 1 )19           (                         

  :اهیم داشتخو) 16(و ) 15(همچنین از روابط 

, , ,| | ( ) {| |,| |}i n i n i nU h max U Q  1 1 ,                                             )20(  

 
 

,n , , ,

, ,

 | | | | | | | |

           ( ) {| |,| |, }.

i i n s i n s s i n f

s s s i n i n f

Q Q h M W M K Q M

M M K h max W Q M

    

   

2
1

21 1
)21(              

,دهیم  قرار می ,
| |s s s

CC max M M K
 

 
   

 
تا ) 19(صورت از روابط  ، در این211

 :شودنتیجه می) 21(

{| |,| |,| |} ( ) {| |,| |, | |},i i i i i imax U Q W hC max U Q W    1 1 1 1 )22   (        
  :خواهیم داشتبار تکرار آخرین رابطه  Mبا 

{| |,| |,| |} ( ) {| |,| |,| |}M
M M Mmax U Q W hC max U Q W 1   ,         )23(  

 دهد که نتیجه می
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{| |,| |,| |} ( ) {| |,| |,| |}.M M Mmax U Q W exp C max U Q W   )24 (             

Λبا قرار دادن  ( )exp C رسد برهان به پایان می.  

 h ثابت، هرگاه ازاي ، به)17(تا ) 15(در روابط ینگ معرفی شده براي روش مارچ: 2قضیه 
  .کند به صفر میل کنند، جواب مولیفایر شده گسسته به جواب دقیق در نقاط افراز میل می و 

 :اریماز تعاریف تابع خطاهاي گسسته د :اثبات

   , , , , , ,, , , , ( , ).i n i n i n i n x i n i n tU U v ih nk Q Q v ih nk W W v ih nk          

  :خواهیم داشتبا استفاده از سري تیلور 

 (( ) , ) ( , ) ( , ) ( ),xv i h nk v ih nk hv ih nk O h    21  

 

  (( ) , ) ( , ) [ ( , )

                           ( )( ) ( ) ( , )] ( ),
x x t

t x

v i h nk v ih nk h s nk v ih nk

s nk ih s nk v ih nk O h

  

 

2

2

1
 

 
(( ) , ) ( , ) ( , ) ( ).t t x

dv i h nk v ih nk h v ih nk O h
dt
     
 

21  

  :از طرف دیگر داریم

, , , ,

, ,

( ) ( (( ) , ) ( , ))

            ( ),
i n i n i n i n

i n i n

U U U U v i h nk v ih nk

U h Q O h
        

    
1 1

2

1
)25                (  

        
, , , ,

, , ,

( ) ( (( ) , ) ( , ))

             , ( ),

i n i n i n i n x x

i n i n t i n

Q Q Q Q v i h nk v ih nk

Q h s nk W s nk ih s nk Q O h

        

       
 

1 1
2 2

1
)26 (  

*

, , , ,

, ,

( ) ( (( ) , ) ( , ))

             ( ( ) ( , )) ( ).
i

i n i n i n i n t t

i n t i n xt

W W W W v i h nk v ih nk

W h D J Q v ih nk O h
 



       

    
1 1

2

1
)27 (               

  :شودنتیجه می] 7[از  4با استفاده از قضیه ) 27(تا ) 25(حال از روابط 

 , , ,| | | | | | ( ),i n i n i nU U h Q O h      2
1  

  , , , ,| | | | | | | | ( )i n i n s i n s s i nQ Q h M W M K Q O h       2 2
1  
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*

,
, ,

| |
| | | | ( ).

| |
i n

i n i n

Q k
W W h C C k O h






  
      

 
2 2

1  

  فرض کنیم

 , , ,{| |,| |,| |},i i n i n i nmax U W Q      

 
*, , , .

| | | |s s s
C ckC max M M K C C k


   

 
    

 
2 2

11  

  :صورت داریمدر این
( ) ( ) ( )( ) ( ),i i ihC hC O h hC C O h          2 2

1 1 11 1  )28   (    
  :خواهیم داشتتکرار  Lپس از 

( )( ).L Mexp C C    1 )29         (                                                      

- به صفر میل کنند، در این kو   ،hکنیم که هرگاه  همچنین از روابط زیر مشاهده می
)کنند، در نتیجه  نیز به صفر میل می C1و  Mصورت  )M C  صفر میل  به و نیز  1

  .کنند می

 ,| | ( ),M nU C k    

 ,| | ( ),M nQ C k    

 ,| | ( .)M n MW C k C k     2  

 نتایج عددي -4

ئه اچند مثال عددي را ار ،یند عددي ارائه شدهامنظور نشان دادن توانایی فردر این بخش به
p دن کلیت، در تمامی حالات در تعریف مولیفیکیشن، بدون از دست دا. کنیم می  را  3

هاي اولیه  داده. شود انتخاب میGCV شعاع روش مولیفیکیشن همواره توسط . کنیم اختیار می
عنوان به. دست آمده استهو مرزي با اضافه کردن خطاهاي تصادفی به مقادیر دقیق توابع ب

)اي  مثال، براي تابع داده , )h x t ،6[شود  بازسازي می سخه مختلل آن توسط رابطه زیرن[:  

  , ,, ,         , , , ,  , , , ,j n j n j nh h x t j N n T      1 1   
j, جاکه در این n ها، متغیرهاي تصادفی گاووسی با واریانس   .هستند 2
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lدار مقدار دقیق و تقریبی جواب با استفاده از نرم وزن که توسط رابطه زیر معرفی شده است  2
  :]8[ شوند سنجیده می

 

/

,
/

( / ( )( ))Σ Σ | ( , ) U |
.

( / ( )( ))Σ Σ | ( , ) |

M N
i j i j

M N
i j

M N v ih jl

M N v ih jl
 

 

    
   

1 22

1 22

1 1 1
1 1 1

 

 

 

 :شود اولین مثال شامل کرانی متحرك است که توسط رابطه زیر معرفی می :1مثال

( ) ,     [ , ].ts t t T    2 1 1
2

 )30    (                                         

 :شودصورت زیر در نظر گرفته میبه مسئلهو مرزي این علاوه شرایط اولیه هب

( , ) exp , [ , ( )], ( )xu x x s s         
 

11 1 2 1
2 2

    ,         )31(  

( ( ), ) , ( , ],u s t t t  1  )32 (                                                               

    ', , ( , ].u s t t s t t
x


    


1 1
2

 )33        (                               

  :مده استآدر رابطه زیر  مسئلهاب دقیق متناظر با این جو

( , ) exp ,     ( , ) [ , ( )] [ , ].t xu x t x t s t         
 

11 1 122 2
   

) 33(تا ) 30(ي جدید با استفاده از معادلات معرفی شده در روابط  مسئلهحال با تغییر متغیر، 
  :شود صورت زیر بازنویسی میبه

 
( ,  ) ( , ) ,  ( , ),  ( , ],t

dsT t s T t s T t
dt       2 1 1   

 ( , ) exp ,  ( , ),T    
 

      
 

 2 2 1 1 12 2
 

( ,  ) ( ),  ( , ],T t p t t  1   

 ( ,  ) ,  ( , ],T t t 1 1   

 
( ,  ) ,  ( , ].x

tT t t   
21 1 12 2   

)جواب دقیق  , )T t  صورت زیر استجدید به مسئلهمتناظر با:  
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( , ) exp t tU t   
 

       
 

2 2 1 12 2 2 2
. 

براي دو سطح مختلف از خطا  1جدول در  l2اختلاف نتایج عددي و تحلیلی با استفاده از نرم 
  .نشان داده شده است

  1براي مثال  l2خطاي نسبی  :1جدول 

M N  u tu xu 
64 64  001/0 0066424/0 01619/0 0043352/0 

128 128 001/0 006984/0 014971/0 0030744/0 
256 256 001/0 0082527/0 022248/0 0043006/0 
64 64 01/0 071742/0 01619/0 0043352/0 

128 128 01/0 074694/0 014971/0 0030744/0 
256 256 01/0 076093/0 022248/0 0043005/0 

)اختلاف بین مقدار دقیق و محاسبه شده  1شکل  )p t  اختلاف بین  2دهد و شکل  نشان میرا
)جواب دقیق و عددي  , )T t  دهد نشان میرا. 

 

)جواب عددي و دقیق شرط مرزي  :1شکل  )p t  1براي مثال  

 :شود ران متحرك توسط تابع غیر خطی زیر معرفی میدر این مثال ک :2مثال

( )  ,     , ].s t t t T    2 3 2 1 )34       (                                       
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 :شودبه صورت  زیر در نظر گرفته می مسئلهشرایط اولیه و مرزي براي این 

( , ) ,  [ , ( )],  ( )xu x x x s s      
2 12 2 12 2    ,                     )35(  

( ( ), ) ,  ( , ],u s t t t  1  )36  (                                                             

    ',  ,  ( , ].u s t t s t t t
x


    


3 2 1 )37              (                    

 

  1راست براي مثال ) شکل سمت(و عددي ) شکل سمت چپ(جواب دقیق  :2شکل 

  :ده استمآدر رابطه زیر  مسئلهجواب دقیق متناظر با این 

( , ) ,     ( , ) [ , ( )] [ , ].xu x t x t x t s t      
2 12 12 2    

) 37(تا ) 34(ي جدید با استفاده از معادلات معرفی شده در روابط  مسئلهحال با تغییر متغیر، 
  :شود صورت زیر بازنویسی میبه

 
( , ) ( , ) ,  ( , ),  ( , ],t

dsT t s T t s T t
dt       2 1 1   

 
 ( , )    ,  ( , ),T          

2
2 7 14 2 3 2 3 12 2   

 ( , ) ( ),  ( , ],T t p t t  1   

 ( , ) ,  ( , ],T t t 1 1   

 ( , )    ,  ( , ].xT t t t t    1 2 2 3 2 3 1  
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)جواب دقیق  , )T t  صورت زیر استجدید به مسئلهمتناظر با  
 ( , )      U t t t t t             

2
2 2 7 14 2 3 2 2 3 2 2 2 . 

lاختلاف بین نتایج عددي و تحلیلی با استفاده از نرم  براي دو سطح مختلف از  2در جدول  2
  .ه شده استخطا نشان داد

lخطاي نسبی : 2جدول    2براي مثال  2

M N  u 
tu  xu 

64 64 001/0 0066421/0 01619/0 0043352/0 
128 128 001/0 006984/0 014971/0 0030744/0 
256 256 001/0 0082527/0 022248/0 0043006/0 
64 64 01/0 071742/0 01619/0 0043352/0 

128 128 01/0 074694/0 014971/0 0030744/0 
256 256 01/0 076093/0 022248/0 0043005/0 

)محاسبه شده اختلاف بین مقدار دقیق و  3شکل  )p t اختلاف بین  4دهد و شکل  را نشان می
جواب دقیق و عددي  ,T t دهد را نشان می.  

 

)جواب عددي و دقیق شرط مرزي  :3شکل  )p t  2براي مثال  
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  نتیجه گیري - 6
-ههاي تقریبی بتوان این نتیجه را گرفت که جواب ه میاز نتایج عددي ارائه شده در این مقال

اً زیاد در تهاي دقیق، حتی با تغییراتی نسبدست آمده از روش مارچینگ در مقایسه با جواب
 هاي مرزي و اولیه ورودي اعمال شده بود، دقت خوبی را از خود نشان داده خطاها که بر داده

جز را در مقدار جواب تقریبی ایجاد نکرد، به تغییرات در سطح خطا تغییرات چندانی. است 
] 1-3[ این نتایج با نتایجی که پیش از این در. شود نزدیک می fTبه زمان پایانی  tحالتی که 

  .سازگار است ،دست آمده استبه

  
  2راست براي مثال  )شکل سمت(و عددي ) شکل سمت چپ(جواب دقیق  :4شکل 
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A Stable Numerical Solution of an Inverse Moving Boundary 
Problem of Heat Conduction Using Discrete Mollification 

Approach 
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Abstract 
In this paper the application of marching scheme and mollification approach 
to solve a one dimensional inverse moving boundary problem for the heat 
equation is investigated. The problem is considered with noisy data. A 
regularization method based on marching scheme and discrete mollification 
approach is developed to solve the proposed problem and the stability and 
convergence of numerical solution is proved. To show the ability and 
efficiency of the proposed method, some numerical experiments are 
investigated.  
Keywords: Heat Conduction, Inverse Problem, Moving Boundary Problems, 
Stefan Problem, Marching Scheme. 
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