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  هاي مثبت  حلقه یمن

  1رستم محمدیان

  دانشگاه شهید چمران اهواز ،گروه ریاضی

 4/5/93: تاریخ پذیرش                                   2/4/92: تاریخ دریافت

گوییم،   را مثبت می Rي  حلقه نیم(پردازیم  هاي مثبت می حلقه در این مقاله به بررسی نیم: چکیده

xهرگاه براي هر  R  عضوx1 ي اشتراك  در واقع با مشخص کردن مجموعه). پذیر باشد وارون

کنیم و ها مطرح می حلقه نیم ایدآل را در اینzهاي ماکسیمال شامل یک عضو، مفهوم  تمام ایدآل

چنین روابطی چند را میان خواص  هم. دهیم ها را مورد بررسی قرار می ي آن هاي شناخته شده ویژگی

آوریم دست می   ، بهX، یعنی توپولوژي روي ي مثبت  حلقه و خواص جبري نیم Xتوپولوژیکی فضاي 

)هاي مثبت متعارف، از جمله حلقه و نیم )C X دهیم را مورد مطالعه قرار می  .  

  .تفریقی، ایدآل قوي  ایدآل، ایدآل zحلقه مثبت،  نیم :هاي کلیدي واژه

  . 60Y16،40C54):2010(بندي ریاضی رده

  مقدمه  -1

مجموعه عناصر . دار است پذیر و یک تعویضي  حلقه نیممعرف  Rدر سرتاسر این مقاله نماد 

)را با  Rپذیر  وارون )U R نمادهاي . دهیم نشان می( )Max R  و( )Jac R  به ترتیب معرف

باشند  می Rحلقه  هاي ماکسیمال نیم ي ایدآل هاي ماکسیمال و اشتراك همه ي ایدآل مجموعه

aو با فرض  R نماد ،aR شده توسط  را براي ایدآل اصلی تولیدa اگر . بریم کار می به

S Rگاه نماد  ، آنSM هاي ماکسیمال شامل  بیانگر اشتراك تمام ایدآلS  است و در

}حالتی که داشته باشیم    }S aجاي  ، به{ }aM نویسیم  میaM . 

)ℝ(گاه نماد  یک مجموعه باشد، آنXچنین اگر هم ,F X مقدار  را براي تمام توابع حقیقی

یک فضاي توپولوژي هاسدورف و کاملاXًبریم و اگر  کار می به Xنامنفی تعریف شده روي 

را با  X، روي فضاي توپولوژي )نامنفی(مقدار  منظم باشد، مجموعه تمام توابع پیوسته حقیقی

                                                                                                                                                
  .mohamadian_r@scu.ac.irرستم محمدیان  :ل مقالهوآدرس الکترونیکی نویسنده مسئو -1
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( ( )) ( )C X C X

، روي فضاي )نامنفی( مقدار دار حقیقی و مجموعه تمام توابع پیوسته و کران 

)را با  Xتوپولوژي  * ( )) *( )C X C X دهیم و اگر  نشان می( )f C Xگاه قرار  ، آن

  :دهیم می

( ) { : ( ) }Z f x X f x     , ( ) \ Z( ).Coz f X f  

شناخته ها پرداخته، سپس حقایق مهم و  حلقه در بخش دوم، ابتدا به معرفی مختصري از نیم

در بخش سوم، ماهیت . کنیم ها و در راستاي اهداف این مقاله بیان می ي آن باره اي در شده

ي مجموعه گونه عنصر
aMهاي مثبت شناسایی و سپس نتایجی از آن را بیان  حلقه را در نیم

)ي ها حلقه هاي چهارم و پنجم به ترتیب به برخی خواص نیم بخش. کنیم می )C X و  
ها پرداخته،  قضایا و  حلقه ایدآل در نیم zدر بخش ششم، به بیان مفهوم . اختصاص دارد

  .دهیم ها مورد بررسی قرار می حلقه ها را در نیم ایدآل zخواص متعارف 

، ]3[، فضاهاي توپولوژي به ]2و  1[پذیر به  هاي تعویض حلقه براي اطلاعات بیشتر در زمینه نیم

مراجعه  ]8و  7، 6[ها به  ایدآل zو  ]5[پذیر به  هاي تعویض ، حلقه]4[حلقه توابع پیوسته به 

  .شود

  ها حلقه یمن -2

پردازیم و سپس به برخی از هاي مثبت می حلقه نیم ها و  حلقه نیم در این بخش ابتدا به معرفی

 ]2و  1[براي اطلاعات بیشتر در این راستا به . کنیم هاي ماکسیمال اشاره می هاي ایدآل ویژگی
  .مراجعه شود

 »با دو عمل دوتایی جمع  Rمجموعه : 1تعریف  »  و ضرب« »  حلقه  نیمرا یک

  :نامیم، هرگاه خواص زیر برقرار باشند پذیر می تعویض

  .پذیر باشند دو عمل جمع و ضرب شرکت) الف

  .پذیر باشند دو عمل جمع و ضرب تعویض) ب

,پذیر باشد؛ یعنی براي هر عمل ضرب روي عمل جمع توزیع) پ ,a x y R  داشته باشیم

( )a x y ax ay  .  

xکه براي هر  موجود باشند به طوري  Rدر 1و  عناصر متمایز ) ت R  داشته باشیم

,x x x x   1.  



         هاي مثبتحلقهنیم                                              105

 

  .حلقه است دار یک  نیم پذیر و یک ي تعویض حلقههر ) لفا: 1مثال 

)فرض کنیم ) ب , )X  صورت توپولوژي  در این. یک فضاي توپولوژي باشد   با دو عمل

حلقه  در این نیم. حلقه است یک نیم) به عنوان ضرب(و اشتراك ) به عنوان جمع(اجتماع 

داریم    وX 1.  

)فرض کنیم ) پ , )X  صورت توپولوژي  در این. یک فضاي توپولوژي باشد  با دو عمل

حلقه  نیمدر این . حلقه است یک نیم) به عنوان جمع(و اشتراك ) به عنوان ضرب(اجتماع 

.و 1داریم X  

)ℝ(مجموعه ) ت ,F X  استحلقه  نیمبا دو عمل جمع و ضرب معمولی توابع یک.  

)هاي  مجموعه) ث )C X  و* ( )C X  با دو عمل جمع و ضرب معمولی توابع یک

  .حلقه است نیم

)را با  Aي  هاي حلقه ي تمام  ایدآل اگر مجموعه) ج )Id A گاه  نشان دهیم، آن

( )R Id A حلقه است که در آن  ها یک نیم با دو عمل جمع و ضرب متعارف ایدآل

( )R I     و
R A1.  

J,اي که براي هر سه ایدآل  یک حلقه حسابی باشد، یعنی حلقهAاگر) چ I وK  آن

  تساوي

( )I J K I J I K      

)گاه  برقرار باشد، آن )R Id A ها و ضرب  با دو عمل جمع ایدآلI J I J    یک

)حلقه است که در آن  نیم )R I    و
R A1.  

)یک مجموعه ناتهی باشد، مجموعه توانی آن، یعنی  Xکه با فرض این) ح )P X  با اعمال

( ) \ ( )A B A B A B     وAB A B  حلقه است که در آن  یک نیم
R X1 

و 
R   ) در واقع( )P X جهت جا صرفاً با این اعمال یک حلقه بولی است و در این

  ).استناد آورده شده است

که به اعمال جمع و ضرب  به میان آید، بدون اینحلقه  در این مقاله هرگاه سخن از نیم

حلقه یک  دقت شود که این نیم. است) 1(مثال ) ب(حلقه قسمت  اشاره شود، منظور نیم

Aزیرا اگر . حلقه نیست    ،گاه هیچ عضوي چون  آنB  در  وجود ندارد که به

Aازاي آن داشته باشیم  B A B  .  
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  :نامیم، هرگاه را یک ایدآل می Rحلقه از نیم Iزیر مجموعه ناتهی و سره : 2تعریف 

aاگر) لفا I وb Iگاه  ، آنa b I ؛  

aاگر) ب I وr Rگاه  ،  آنra I.  

مفاهیم ایدآل اول، ایدآل اول مینیمال، . ها است تعریف فوق همان تعریف ایدآل سره در حلقه

ي  ها، کاملاًً مشابه با تعاریفشان در نظریه حلقه ایدآل ماکسیمال و رادیکال یک ایدآل در نیم

تر براي اطلاعات بیش. کنیم ها خودداري می پذیر هستند، بنابراین از آوردن آن هاي تعویض حلقه

  .رجوع شود ]11و  1، 10، 9[به 

rنامیم، هرگاه براي هر  را یک عضو جاذب می Rحلقه  در نیم aعضو : 3تعریف  R  داشته

arباشیم  a.  

بنابر تعریف قبل 
R  جاذب است، هرگاه براي هرr R داشته باشیمr   .علاوه آشکار  به

}مجموعه  است که زیر }I a حلقه  در نیمR  یک ایدآل است اگر و تنها اگرa  یک عضو

  .باشد Rاذب ج

، براي راحتی و روانی بحث، شرط جاذب بودن ها حلقه ي نیم در بیشتر مقالات در زمینه: 1تذکر 

R ما در این مقاله این شرط را در تعریف در نظر . آورند حلقه می را جزء شرایط تعریف نیم

کنیم که در آن  حلقه ارائه می نیم  ایم، بنابراین در مثال بعد، یک نگرفته
R لازم . جاذب نیست

ه شاید یکی از منابع همین مقاله، ک ]1[است که گفته شود در بیشتر متون، از جمله مرجع 

یک  Xشود که  در این مثال فرض می. غلط آورده شده استاصلی در این زمینه است، مثالی به

)شود که مجموعه توانی آن، یعنی  مجموعه ناتهی است و گفته می )P Xبا اعمال ،

A B A B    و( ) \ ( )AB A B A B   حلقه است که در آن  یک نیم
R  1  و

R X .به علاوه اگرA R  گاه  ، آن 

( ) \ ( ) \ cA XA X A X A X A A X         ، 

Aبنابراین   یعنی ،
Rاما باید گفت که . جاذب نیست( )P Xحلقه  ، با این دو عمل اصلاً نیم

  .پذیر نیست نیست، زیرا عمل ضرب روي عمل جمع توزیع

]مجموعه : 2مثال  , ]R    را با اعمال جمع و ضرب معمولی در دستگاه توسیعی اعداد

کنیم  گیریم و تعریف می حقیقی در نظر می   .صورت در اینR حلقه است که  یک نیم

در آن 
R    و

R 1 با توجه به تساوي . 1  شود که ، معلوم می  جاذب نیست، اما

  .جاذب است حلقه  عضو در این نیم
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xگوییم .  حلقه باشد یک نیم Rفرض کنیم :  4تعریف  R پذیر است، هرگاه  وارون

x R 1به  وارون  ، موسومxکه  ، موجود باشد به طوريxx 1 1.  

را با  Rي حلقه پذیر نیم ي تمام عناصر وارون طور که در مقدمه اشاره کردیم، مجموعه همان

( )U R بدیهی است که. دهیم نشان می( )U R1  و اگر, ( )x y U R گاه آن. ( )xy U R 
)داریم ) 1(مثال ) ب(در قسمت  ) { }U X   داریم) پ(و در قسمت( ) { }U     . در

  :به ترتیب داریم) 1(مثال ) ث(هاي قسمت  حلقه نیم

( ( )) { ( ) : ( ) , },U C X f C X f x x X       

 ( * ( )) { * ( ) : | | }.U C X f C X r f r       

  .کنیم که در این مقاله نقش اساسی دارد حلقه مثبت را بیان می اکنون تعریف نیم

xگوییم، اگر براي هر   را مثبت می Rحلقه نیم:  5تعریف  R  داشته باشیم( )x U R 1

کار به» مثبت«جاي به» گلفاند«، عنوان ]1[لازم به ذکر است که در برخی منابع، از جمله . 

قبلاً در نظریه » گلفاند«گذاري اشتباه است؛ زیرا مفهوم رسد این نامبه نظر می. رفته است

» مثبت«ها با مفهوم حلقهتعریف شده است و این مفهوم در نیمصورت دیگري ها بهحلقه

  .متفاوت است

مثبت ) 1(مثال ) چ(و ) ج(، )ث(، )ت (، )پ(، )ب(هاي  هاي معرفی شده در قسمت حلقه نیم

)حلقه در واقع در نیم. هستند )C X اگر ،( )f C Xگاه چون  ، آنf  پس ،

( )Z f  1  و درنتیجه( ( ))f U C X 1 .حلقه  در نیم* ( )C Xاگر ،

* ( )f C Xگاه چون ، آنf  پس ، | |f f r    1 1 رو و ازاین 1

. ( * ( ))f U C X 1 مثبت نیست، زیرا )  2(حلقه مثال  اما نیم

( ) ( , )U R     1 .مثبت نیست، زیرا ) 1(مثال ) ح(حلقه قسمت  چنین نیم هم

( ( )) { }U P X X.  

گوییم، هرگاه هر ایدآل اولش در یک ایدآل ماکسیمال یکتا  را گلفاند می Rحلقه  نیم: 2تذکر 

و » گلفاند«دهند دو مفهوم  هایی ارائه خواهیم کرد که نشان می در ادامه مثال. قرار بگیرد

 ]12[هاي گلفاند به حلقهبراي اطلاعات بیشتر در باره نیم. کاملاً متفاوت هستند» مثبت«

  .مراجعه شود
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. هاي ماکسیمال بیشتر بدانیم ي ایدآل باره ها لازم است در ایدآل zبه مبحث براي ورود 

کنیم  اشاره می Rحلقه  هاي ماکسیمال در نیم ي ایدآل جا به حقایقی چند درباره بنابراین در این

  .یافت ]2[و  ]1[توان در  ها را می که اکثر آن

 .گیرد هر ایدآل، حداقل در یک ایدآل ماکسیمال قرار می )الف

x)ب R پذیر است اگر و تنها اگر  وارونx Mبراي هر ،( )M Max R.  

)با فرض ) پ )M Max R  وx R  داریم( , )M x R اگر و تنها اگرx M.  

 .هر ایدآل ماکسیمال، یک ایدآل اول است) ت

)همواره داریم ) ث )Jac R M 
.  

حلقه در این مقاله  جا که در تعریف نیم از آن
R  لزومآ جاذب نیست، ممکن است مجموعه

{ }R به عبارت دیگر ممکن .  ممکن است اکید باشد) ث(آل نباشد، بنابراین شمول قسمت اید

است ایدآل ماکسیمالی شامل 
R تلاش ما براي یافتن ایدآل ماکسیمالی که شامل. نباشد

R 

}بینیم که  اما در مثال بعد می. ده استنتیجه مان کنون بی نباشد تا }R  ایدآل نیست و

کنیم که شامل چنین ایدآل اولی ارائه می هم
R نیست. 

مجموعه  جاذب است، پس زیر ، چون )2(حلقه مثال  در نیم: 3مثال  P    یک ایدآل

است، در واقع یک ایدآل اول است که شامل
R اما این ایدآل ماکسیمال نیست، زیرا .  نیست

{ , }M   ایدآل ماکسیمال شاملP چون . است
R  جاذب نیست، پس{ }R  ایدآل

,حلقه ایدآل دیگري ندارد، زیرا اگر  واضح است که این نیم. نیست ,r I R   و

r  گاه  ، آن( )r U R  و بنابراینI R . به این ترتیبP وM هاي این  تنها ایدآل

  .حلقه هستند نیم

هاي ماکسیمال مطرح کرد که  ي ایدآل توان حقایق بیشتري درباره هاي مثبت می حلقه در نیم

 ]1[مرجع ) 6.62(البته در گزاره اول که همان قضیه . کنیم ها اشاره می اینک به برخی از آن

  .ها ارائه شده است حلقه ن نیماست، یک معادل براي ای

)مثبت است اگر و تنها اگر براي هر  Rي  حلقه نیم) الف )M Max R  و هر,x y Rاز ،

x y M   نتیجه شود کهx M  وy Mبه عبارت دیگر  ؛M  یک ایدآل قوي باشد  .

  .آورده شده است) 6(تعریف ایدآل قوي در تعریف 

rمثبت است اگر و تنها اگر براي هر  Rي  حلقه نیم) ب R   و هر( )x U R  داشته باشیم ،

( )x r U R . 
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حلقه مثبت،  نیمدر هر ) پ
R ارائه  ]13[مرجع ) 1.4(اثبات این گزاره در قضیه . جاذب است

  .شده است

، هر ایدآل شامل Rحلقه مثبت  بنابراین در نیم
R  است و در نتیجه همواره داریم

( )Jac R M 
، اگر چه مثبت نیست، اما عضو )1(مثال ) ح(حلقه قسمت  دقت شود که نیم. 

R آن جاذب است.  

حلقه  حلقه مثبت و نیم دهیم که دو مفهوم نیم اکنون با ارائه چند نمونه نشان می: 3تذکر 

  .متفاوت هستندگلفاند 

)حلقه  نیم) الف )C X در انتهاي مقاله، مثال دیگري از این دست . هم مثبت و هم گلفاند است

  .کنیم ارائه می

  .با اعمال جمع و ضرب معمولی، نه مثبت و نه گلفاند است ℤحلقه  نیم) ب

  .گلفاند است، اما مثبت نیست) 2(ي مثال  حلقه نیم) پ

  .ي مثال بعد مثبت است، اما گلفاند نیست حلقه نیم) ت

,در فضاي توپولوژي معمولی : 4مثال  )ℝ (حلقه  نیم   قسمت)را در نظر ) 1(مثال ) پ

. دهیم که گلفاند نیست حلقه مثبت است، اما نشان می حلقه به وضوح یک نیم این نیم. گیریم می

فرض . گیرد کنیم که در دو ایدآل ماکسیمال متفاوت قرار می در واقع ایدآل اولی معرفی می

}کنیم : }P A A   بدیهی است که ،P دهیم قرار می.  یک ایدآل اول است  :

{ : , ( , ) } ,I A a a A    1 1  { : , ( , ) }J A a a A     2 2  . در

Pهستند و واضح است که  هاي ایدآل Jو Iصورت  این I  وP J . از این رو

Mهاي ماکسیمال  ایدآل 1
Mو   2

Iچنان که  وجود دارند آن  M 1
Jو   M 2

بنابراین . 

P M 1
Pو   M 2

Mکه  صورتی  ، در M1 2
.  

a,نامیم، هرگاه براي هر  می) ایدآلk(تفریقی  Rحلقه  را در نیم Iایدآل: 6تعریف  b R 

aاز  b I  وa I  نتیجه شود کهb I .چنین  همI  را یک ایدآل قوي)lایدآل (

aگوییم، هرگاه از  می b I   نتیجه شود کهa I  وb I.  

  :واضح است که

. اما عکس آن در حالت کلی درست نیست. هر ایدآل قوي، یک ایدآل تفریقی است) الف

ℤ4Iبا اعمال جمع و ضرب معمولی، ایدآل   ℤحلقه  عنوان نمونه در نیم به   تفریقی است، اما

  .قوي نیست
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اما عکس آن در حالت . حلقه مثبت، یک ایدآل قوي است یک نیمهر ایدآل ماکسیمال در ) ب

حلقه، ضروري  علاوه مثبت بودن نیم به. کلی درست نیست، نمونه در مثال بعد ارائه شده است

  . قوي نیست  Mایدآل ماکسیمال ) 2(است؛ زیرا در مثال 

)فرض کنیم فضاي توپولوژي: 5مثال , )X  ،هاسدورف باشد,x y X  وx y در ،

}صورت مجموعه  این  : \{ , }}P H H X x y    حلقه  یک ایدآل در نیم در . است

xچون . واقع یک ایدآل قوي است، اما اول نیست yهاي  ، پس مجموعه,U V   وجود

Uکه طوري دارند به V  ،y U وy V .صورت  در اینUV U V P   اما ،

U P  وV P  . پسP اما یک ایدآل قوي است به این دلیل که اگر .  اول نیست

G H G H P  گاه  ، آن, \ { , }G H H G X x y بنابراین ،,G H P.  

xگوییم، هرگاه براي هر  را ساده می Rحلقه  نیم:  7تعریف  R  داشته باشیم  . x 1 1   

)، ساده است اگر و تنها اگرRحلقه مثبت نیم: 1لم  ) { }U R  1.  

)ابتدا فرض کنیم : اثبات ) { }U R  xو  1 R . چونR  مثبت است، پس( )x U R 1 ،

xبنابراین  1 )عکس فرض کنیم  به. ساده استR، یعنی 1 )x U R .جا که  از آنR  یک

  : توان نوشت ساده است، می حلقه نیم

( )x xx x x x x x        1 11 1 1 1  . 

قانون حذف ضربی برقرار است، هرگاه براي هر  Rحلقه  شود در نیم گفته می: 8تعریف 

, ,a b c R  وa  ،  ازab ac  نتیجه شودb c .حلقه  چنین گوییم نیم همR  داراي

aخاصیت خودتوان جمعی است، هرگاه براي هر  R  داشته باشیمa a a .  

. قانون حذف ضربی و خاصیت خودتوان جمعی برقرار باشد Rحلقه  فرض کنیم در نیم: 1قضیه 

a,صورت براي هر  در این b R و هر عدد طبیعیn  داریم( )n n na b a b  .  

  . رجوع شود ]1[مرجع ) 4.43(به قضیه : اثبات

. قانون حذف ضربی و خاصیت خودتوان جمعی برقرار باشد Rحلقه  فرض کنیم در نیم : 2 لم 

  .     نیز تفریقی است Iگاه  یک ایدآل تفریقی باشد، آن Iصورت اگر  در این

aگیریم : اثبات b I   وa I . در این صورت اعدادn وm که  وجود دارند به طوري

( )na b I   وma I.  با فرضnm k  داریم( )ka b I   وka I  . اما
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( )k k ka b a b   ،بنابراینk ka b I   وka I .که  از اینI  تفریقی است نتیجه

kbشود که می I  و این یعنیb I .  

  هاي ماکسیمال شامل یک عضو اشتراك تمام ایدآل -3

 ي حاصلاین مقاله را اثبات کرده و پس از آن چندین نتیجهدر این بخش ابتدا قضیه اصلی 

واقع در این قضیه مجموعه در . کنیم شده از آن را بیان می
aMهاي  ، یعنی اشتراك تمام ایدآل

ها، در  حلقه  البته در این نیم. کنیم هاي مثبت مشخص می حلقه را در نیم aماکسیمال شامل 

Mبه نوعی  ]1[مرجع ) 6.63(و قضیه  ]2[مرجع ) 5(قضیه  
توان  مشخص شده است و می 

ها را براي مشخص کردن  این اثبات
aM کار برد نیز به.  

اهمیت
aM  در آن است که مبناي تعریف مفهومz بحث . ایدآل استzها در ایدآل( )C X 

ئیات بیشتر در پذیر نیز مطرح شده است، براي جز هاي تعویض بسیار با اهمیت بوده و در حلقه

ي باره این زمینه و اطلاعات بیشتر در
aMمراجعه کرد ]14و  8، 7، 6[ توان به ، می.  

aحلقه مثبت باشد و  نیمیک  Rفرض کنیم : 2قضیه  R .صورت در این :  

.{ : , ( ) ( )}aM x R y R a y U R a x y U R           

xفرض کنیم: اثبات R  و براي هرy R  از( )a y U R   نتیجه شود

( )a x y U R   .باید نشان دهیم 
ax M .گیریم( )a M Max R  باید نشان ،

xدهیم  M. به فرض خلاف که چنین نباشد، یعنیx M  .صورت  در این( , )M x R ،

mبنابراین M  وx R   وجود دارند کهm xr  1 .چونa M  وm Mپس ،

a m M   و درنتیجه( )a m U R  . از طرف دیگر واضح است که

( )ar m x a r     1 .بر فرض داریم   اکنون بنا( ) ( )m x a U R  
، بنابراین ایدآل

( )N Max R که طوريوجود دارد به( )m x a N  
حلقه مثبت است  یک نیمRچون . 

mشود  که  نتیجه می N  وx a N   و درنتیجه( )m x a r N   
بنابراین . 

arخواهیم داشت  N 1 که  و این در تناقض است با این( )ar U R 1 . اکنون فرض

کنیم 
ax M  و به فرض خلافy R چنان موجود باشد که( )a y U R  اما ،

. ( )a x y U R    چون( )a y U R  پس ایدآل ،( )M Max R  وجود دارد که

a y M  . چونR مثبت است، پس خواهیم داشت,a y M . چونa M با توجه به ،

xفرض خواهیم داشت  M .شود  صورت نتیجه می در اینa x y M   که تناقض است.  

  



  112                                         رستم محمدیان  

 

  :صورت در این. حلقه مثبت باشد یک نیم Rفرض کنیم  : 1نتیجه 

.( ) { : , ( ) ( )}Jac R x R y R y U R x y U R         

  . با توجه به قضیه قبل بدیهی است: اثبات

)نامیم، هرگاه براي هر  را کوچک می x، عضو Rي  حلقه در نیم )y U R داشته باشیم

( )x y U R  . مجموعه تمام عناصر کوچک را با( )s R در]1[در مرجع . دهیم نشان می ، 

)هاي مثبت  حلقه نشان داده شده است که در نیم) 4.50(و با کمک قضیه ) 48.6(قضیه  )s R 

هاي  حلقه نیز نشان داده شده است که در نیم) 6.63(چنین در قضیه  یک ایدآل است و هم

)مثبت داریم ) ( )s R Jac R .ي بالا آشکار است که  اما طبق نتیجه( ) ( )s R Jac R M  
 

)شود که  و با توجه به بخش ششم همین مقاله به راحتی معلوم می )s R  یکzایدآل است.  

.گوییم، هرگاه  ساده می را نیم Rحلقه  نیم: 9تعریف  ( ) { }Jac R      

ساده بودن  است،  معادلی براي نیم ]2[مرجع ) 5(ي بعد، که همان قضیه نتیجهدر 

  . شود هاي مثبت ارائه می حلقه نیم

)صورت  در این. حلقه مثبت باشد یک نیمRفرض کنیم : 2نتیجه  ) { }Jac R    اگر و تنها

xاگر براي هر  R   عضو ،( )y U R که  موجود باشد به طوري( )x y U R .  

  . بدیهی است: اثبات

)گاه حلقه  فضا باشد، آن Fیک  Xثابت شده است که اگر  )C X  یک حلقه حسابی است و

مجموعه  )1(مثال ) چ(گاه طبق قسمت  فضا باشد، آنFیک  Xبنابراین اگر. برعکس

( ( ))Id C X ي تمام  چنین اگر مجموعه هم. حلقه است یک نیمz هاي حلقه  ایدآل( )C X  به

)انضمام خود  )C X  را با( ( ))zid C X گاه  نشان دهیم، آن( ( ))zid C X  با جمع و ضرب

)اشاره کنیم که در. حلقه است ها یک نیم ایدآل )C X ضرب ،z ها با اشتراکشان برابر  ایدآل

دهیم که  حلقه به وضوح مثبت و ساده هستند و در تذکر بعد نشان می این دو نیم. است

( ( ))Id C X ي  باره براي اطلاعات بیشتر در.  ساده نیز است نیمF  رجوع شود ]4[فضاها به .  

)که  این براي نشان دادن: 4تذکر  ( ))Id C X کنیم استفاده می) 2(ساده است، از نتیجه  نیم .

)فرض کنیم  )I    یک ایدآل( )C X بنابراین . باشدf I  رو وجود دارد و از این

x X  وجود دارد که( )x Z f . چونX کاملاً منظم است، پس( )g C X  وجود دارد

)که  طوريبه )g x    و(Z( )) { }g f  )درنتیجه. 1 ) ( ) ( )Z f g Z f Z g  2 2 ،
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fیعنی g2 2

)، یعنیgشده توسط  اکنون ایدآل اصلی تولید. پذیر است وارون  )J gC X 

)واضح است که . گیریم را در نظر می )J C X ؛ چرا که( )g x   .به علاوه چون

f g I J  2 )کهشود  ، نتیجه می2 )I J C X  . داریم ) 2(بنابراین طبق نتیجه

( ( ( ))) { }Jac Id C X  .  

ها به   حلقه ي نیم اي درباره توان از گزاره حلقه است، گاهی می جا که هر حلقه یک نیم از آن

، )2( عنوان نمونه و با الهام از قضیه به. ها دست یافت اي در نظریه حلقه شده ي شناخته گزاره

  . ها داریم نتیجه زیر را در ارتباط با رادیکال جیکوبسن حلقه

 :صورت در این. یک حلقه باشد Rفرض کنیم: 3نتیجه 

( ) { : , ( ) ( )}.Jac R x R r R y U R xr y U R        

)فرض کنیم   :اثبات )x Jac R  و به فرض خلاف کهr R  و( )y U R  موجود باشند

)که طوريبه )y xr U R  . چون( )y U R پس ،( )M Max R وجود دارد کهy M

)چون .  )x J Rپس ،x M .رو خواهیم داشت  از اینy xr M که تناقض است،  چون

y xr اکنون فرض کنیم براي هر. یکه استr R  و هر( )y U R  داشته باشیم

. ( )y xr U R   باید نشان دهیم( )x J R .گیریم چنین نباشد، پس( )M Max R 

xوجود دارد که M .صورت  در اینr R  و`m M که طوريوجود دارند به

`m r x  1  .چون`m M پس ،( )m U R اکنون بنابر فرض باید داشته باشیم ،

( )m r x U R   1 که تناقض است .  

)حلقه  نیم -4 )C X

  

)هاي ماکسیمال حلقه  در این بخش ابتدا به بررسی ارتباط بین ایدآل )C X که کاملاً شناخته ،

)حلقه  نیمهاي ماکسیمال   شده هستند با ایدآل )C X

 - در قضیه گلفاند. پردازیم می 

)نشان داده است که هر ایدآل ماکسیمال حلقه  ]4[مرجع ) 7.3قضیه (کلموگروف  )C X 

 :صورت زیر است به

{ ( ) : cl ( )}
p

X
M f C X p Z f


    

pکه در آن X  و فضايX چک فضاي  –ي استون شده فشردهX  است، براي آشنایی

)هاي ماکسیمال حلقه ي ایدآل کامل درباره )C X و فضايXهاي ششم و  توان به فصل ، می

  .رجوع کرد ]4[هفتم مرجع 
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)حلقه  یک ایدآل ماکسیمال  نیم Mایدآل : 3قضیه  )C X  است اگر و تنها اگر به ازاي یک

p X  داشته باشیم. ( )pM M C X   

):اثبات )  کنیم فرض( ) \f C X Mپس ،pf M . بنابراینpg M  وجود دارد

)که طوري به ) ( ) ( )Z f g Z f Z g  2 صورت واضح است که  در این. 2

( , ) ( ( ))f g M f U C X 2 2   و در نتیجه( , ) ( )M f C X یعنی ،M  ایدآل

)ماکسیمال  )C X است .  

( ) فرض کنیم( ( ))M Max C Xصورت واضح است که  ، در این

( ) { ( ) : }Z M Z f f M  بنابراین. داراي خاصیت اشتراك متناهی است

cl ( )f M X
p Z f 
 علاوه بدیهی است که  وجود دارد و به. ( )pM M C X   از طرفی

)چون )pM C X  یک ایدآل( )C X شود که است نتیجه می. ( )pM M C X    

)شود که هر ایدآل ماکسیمال به قضیه قبل نتیجه می با توجه )C X  به ازاي یکp X  به

)شکل )pM C X این ایدآل را با . است
p

M


  .دهیم نشان می 

)اگر )f C X گاه نشان داده شده است که  آن{ ( ) : ( ) Z( )}fM g C X Z f g  
 

از (

)چنین اگر  هم). را ببینید ]6[جمله مرجع  )f C X 2(، در آن صورت با توجه به قضیه( ،

)هاي ماکسیمال در بیانگر اشتراك همه ایدآل fMاگر  )C X  شاملf باشد، آنگاه:  

.
 

{ ( ) : , ( ) ( ) }fM g C X h Z f h Z f h g            

)اکنون براي  )f C X دهیم که نشان می. ( )f fM M C X    

)با فرض: 4نتیجه  )f C Xداریم ،. ( )f fM M C X    

  :  توان نوشت با توجه به قضیه قبل می :اثبات

( ( ))
( ( ))

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

p p
f p p

f M Max C X f M f M

p

p f M ff M

M M M M C X

M C X M C X M C X

  
 

   

  



  

  

   

    
 

  . که همان نتیجه مطلوب است
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)حلقه نیمها در  ایدآل zشود که رفتار  به این ترتیب با توجه به نتیجه بالا آشکار می )C X ،

)ها در حلقه  ایدآل zکاملاً مشابه رفتار  )C X اگر. استp Xگاه در حلقه  ، آن( )C X 

}نویسیم  می ( ) : ( ) }pM f C X f p   حلقه ، بنابراین در نیم( )C X نویسیم  نیز می

{ ( ) : ( ) }pM f C X f p     .که فضاي در صورتیX شود که  فشرده باشد ثابت می

)هر ایدآل ماکسیمال حلقه  )C X  به ازاي یکp X به شکل ،pM طور کاملاً مشابه  به. است

)ي  حلقه ، در نیمXتوان نشان داد که در صورت فشرده بودن فضاي  می )C X  نیز هر ایدآل

pماکسیمال به ازاي یک X  به شکلpM دهیم  شان میدر انتهاي این بخش ن. است

( )C X ساده است نیم.  

)حلقه  نیم : 5نتیجه  )C X ساده است نیم.  

.با توجه به نتیجه قبل داریم  :اثبات ( ( )) ( ) { }Jac C X M M C X          

)در فضاي توپولوژي  حلقه  نیم -5 , )X   

در . پرداخت حلقه  و خواص جبري نیم Xتوان به ارتباط میان خواص توپولوژیکی فضاي  می

نشان شود که یک فضاي توپولوژي را فضاي  خاطر. کنیم ها اشاره می این بخش به برخی از آن

T1
 Gابتدا اشاره کنیم که اگر. اي آن بسته باشند نقطه هاي تک گوییم، هرگاه زیرمجموعه می 

  :داریم) 1(و نتیجه ) 2(با توجه به قضیه 

{ : , },

( ) { : , }.

GM H V V G X V G H X

Jac H V V X V H X

     

      

  


 

)اگر : 4قضیه  , )X   یک فضايT1 حلقه  گاه نیم  باشد، آن ساده است نیم.  

Gباشد و  T1یک فضاي  Xفرض کنیم  :اثبات  بنابراین ،x G چون . وجود داردX 

}است، پس  T1یک فضاي  }x رو  بسته است و از این\{ }H X x واضح است که . باز است

( )H U  زیرا ،( ) { }U X  وH X . اما. ( \{ }) { }H G H G X x x X      در نتیجه

( )H G X U    . خواهیم داشت ) 2(بنابراین با توجه به نتیجه( ) { }Jac    .  

عنوان نمونه فرض کنیم  به. براي فضا ضروري است T1در قضیه قبل خاصیت : 6مثال

{ , , }X a b c  و{ , ,{ },{ },{ , }}X a b a b صورت واضح است که فضا  ، در اینT1   ،نیست
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}اي  نقطه چون مثلاً مجموعه تک }a علاوه  بسته نیست و به{ } ( )a Jac  بنابراین ،

( ) { }Jac    یعنی ، ساده نیست نیم.  

)کنیمفرض : 5قضیه  , )X  یک فضايT1  علاوه  باشد و بهx X ،\ { }G X x وI  یک

  :ي  حلقه صورت در نیم در این. باشد ایدآل 

)) الف ) { : \{ }}M x H H X x   یک ایدآل ماکسیمال است؛ 

Gاگر) ب Iگاه ، آن( )I M x؛  

.) پ  ( )GM M x  

  . تمام موارد  بدیهی هستند: اثبات

6 - zها حلقه ها در نیم ایدآل  

هاي توابع پیوسته  ترین مفاهیم در مبحث حلقه تر نیز گفتیم یکی از اساسی طور که پیش همان

  .کنیم ها مطرح می حلقه   در این بخش این مفهوم را در نیم. ایدآل است zمفهوم

aگوییم، هرگاه براي هر ایدآل می zیک  Rحلقه  را در نیم Iایدآل : 10تعریف  I  داشته

aMباشیم  I .چنین ایدآل همI  را یکz ایدآل قوي یاszگوییم، هرگاه   ایدآل می

Sمجموعه متناهی  براي هر زیر I داشته باشیم
SM I.  

  :حلقه برقرار هستند طور بدیهی در هر نیم هاي زیر به گزاره

  .ایدآل است zها،  یک  ایدآل zهر اشتراك دلخواه از ) الف

  .ایدآل است  zایدآل، یک  szهر) ب

  .ایدآل است szهر ایدآل ماکسیمال، یک ) پ

  .ایدآل است sz، یک aMهر ایدآل ) ت

Iگاه نیم اول است؛ یعنی ایدآل باشد، آن zیک  Iاگر) ث I.  

یک ایدآل اول مینیمال  Pایدآل و  zیک  Iحلقه مثبت، یک  نیم Rکنیم فرض : 6قضیه 

  .ایدآل است zنیز یک  Pصورت  باشد، در این Iروي 
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aگیریم : اتاثب P پس ،x P  وℕn طوري که وجود دارند بهnxa I . بنابراین

nتوان نوشت  می x n x axa a
M M M M M I P     اما ،P⊈xM در نتیجه ،

aM P .  

  .ایدآل است zساده، یک  حلقه مثبت نیم هر ایدآل اول مینیمال، در یک نیم: 6نتیجه 

)ایدآل بودن  zبا توجه به : اثبات )I   و قضیه قبل بدیهی است .  

عنوان نمونه در مثال  به. حلقه  برقرار نباشد طور کلی در هر نیم حکم نتیجه  قبل ممکن است به

}مجموعه ) 2( }P    وضوح  یک ایدآل اول مینیمال است، اما بهzایدآل نیست، زیراP

⊈{ , }M M    .هاي مثبت نیز ممکن است حکم برقرار نباشد، به  حلقه حتی در نیم

  .      را  ببینید)  8(براي نمونه، مثال . ساده بودن ضروري است بیان دیگر نیم

}حلقه مثبت باشد و  یک نیم Rاگر : 3لم  , , }nS a a 1گاه ، آنS aM M که

na a a  1.  

aشمول: اثبات SM M فرض کنیم . بدیهی استSx M و( )a M Max R   در

iaنتیجه  M براي هر,...,i n1یعنی ،S M پس ،x Mرو  ، از اینax M .  

یک  Iصورت  در این. یک ایدآل آن باشد Iحلقه مثبت و  یک نیم Rفرض کنیم :  7نتیجه 

z ایدآل است اگر و تنها اگرsz  ایدآل باشد.  

  . با توجه به لم قبل بدیهی است :اثبات

aحلقه مثبت باشد و  یک نیم Rفرض کنیم : 4لم  R .صورت براي هر  در اینb R  داریم

a ba M .  

)گیریم : اثبات )a b M Max R   . چونR   مثبت است، پسb M  وa M ،

aبنابراین ba M  .  

  .ي مثبت، یک ایدآل قوي است حلقه نیمایدآل در یک zهر : 5لم 

aباشد و Rحلقه   ایدآل در نیمzیک Iگیریم: اثبات b I   . طبق لم قبل داریم

a ba M I  . به علاوه واضح است  
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}که  , }. b a b a bb M M M I      

چنین  هم. کنیم ارائه می) 8(عکس لم قبل در حالت کلی برقرار نیست؛ مورد نقض را در مثال 

که مثبت ) 2(حلقه  مثال  عنوان نمونه در  نیم به. حلقه در لم قبل ضروري است مثبت بودن نیم

نیست، دیدیم که ایدآل ,M    سیمال و بنابراین یک ایدآل ماکz  ایدآل است، در

Mو Mزیرا . که ایدآل تفریقی نیست حالی 1 اما ،M1 بنابراین قوي ،

  . نیست

Gکنیم  فرض : 7قضیه     وG  شده توسط  ایدآل اصلی تولیدG حلقه  در نیم در . باشد

  :صورت این

}) الف  : }G H H G   ؛ 

G) ب    یکz ایدآل است. 

  .بدیهی است) الف: اثبات

\توان نشان داد که  راحتی می به) ب ( )x X GG M x  . قضیه ) الف(از طرفی بنا به قسمت

)، ایدآل )5( )M x  یک ایدآل ماکسیمال و بنابراینz  در نتیجه . ایدآل استG  نیز یک

zایدآل است .  

)گیریم : 6لم  , )X   یک فضاي توپولوژيT1 وx X  منفرد باشد، یعنی x  . در

داریم   حلقه  صورت در نیم این    ,
x

M x .  

گیریم: اثبات xG M  و به فرض خلاف کهG    و G x . پسy G  وجود دارد

yکه  x  .دهیم   قرار می \V X y ،چونX  یک فضايT1 است، پسV   و

چنین هم V x V X  .اما چونy G  پس ،   ( \ )G V X y y X    که

که در تناقض است با این xG M .  

)مجموعه نقاط منفرد فضاي  Sفرض کنیم : 7لم  , )X  اگر فضا . باشدT1 وS X  متناهی

  :هاي زیر برقرار هستند گزاره حلقه  گاه در نیم باشد، آن

)، یعنی Sمجموعه توانی ) الف )P S  یک ایدآل است.  

)) ب ) ( )P S SM M P S .  
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)) پ )P S  یکzایدآل است.  

)واضح است که ) الف: اثبات )P S    و( )P S   .گیریم, ( )A B P S پس ،,A B S 

Aو بنابراین B A B S  در نتیجه ،( )A B P S  .چنین اگر هم( )A P S  و

B گاه  ، آنAB A B A S   ؛ بنابراین( )AB P S.  

با توجه به لم قبل داریم ) ب   ( ) : :P S SA A S A A S
M M M M

 
  


اکنون نشان . 

)دهیم  می ) ( )P S SM M P S  . گیریم( )A P S  و( )M Max   و( )P S M . در

Aصورت این M . بنابراین( )P SA M ؛ یعنی( )( ) P SP S M . اکنون گیریمSG M ؛

)کنیم  ادعا می )G P S .به فرض خلاف که چنین نباشد، پسS⊈ G . بنابراینy G 

yوجود دارد که  S .دهیم  قرار می\ { }V X y . واضح است کهV   وS V ،

Vبنابراین  S V X که  ، پس با توجه به اینSG M  باید داشته باشیم

G V S X که چنین نیست ،.  

  . بدیهی است) ب(با توجه به قسمت ) پ

Sحلقه باشد و  یک نیم Rفرض کنیم  Rصورت مجموعه  ، در این

 ( ) : ,Ann S r R ra a S    
اگر . نامیم می Sساز   را پوچ  S rگاه به  ، آن

})جاي  })Ann r نویسیم می ( )Ann r .هاي زیر برقرار هستند در این ارتباط گزاره:  

)جاذب است اگر و تنها اگر Rعضو  )الف  )RAnn R. 

)گاه  جاذب باشد، آن Rاگر ) ب  )R Ann r براي هر ،r R.  

Raاگر ) پ    جاذب باشد وa S R گاه  ، آن. ( )Ann S    

)داریم ) 2(در مثال  ) ( )Ann P Ann M    و( ) [ , )Ann     آشکار است که این

rهاي مثبت، براي هر  حلقه اما در نیم. ها ایدآل نیستند مجموعه R   مجموعه( )Ann r  یک

ایدآل است، چنان که در   zگاه  ساده نیز باشد، آن حلقه نیم ایدآل است و اگر علاوه بر آن نیم

 .بینیم قضیه بعد می

rساده باشد و  حلقه مثبت و نیم یک نیم Rکنیم فرض: 8قضیه  R .صورت  در این

( )Ann r  یکz ایدآل است.  
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)براي این منظور گیریم: اثبات )a Ann r پس ،ar   بنابراین ،

 ( )arM M Jac R    . اکنون اگرax Mگاه  ، آن arxr M   . در نتیجه

xr   یعنی ،( )x Ann r بنابراین ،( )aM Ann r .  

گاه مجموعه  باشد، آن Rحلقه مثبت  یک ایدآل اول نیم Pاگر 

 : \ ,PA r R a R P ra      یک ایدآل و اگر علاوه بر آنR ساده نیز باشد،  نیم

Psزیرا اگر . ایدآل است zگاه یک  آن Aگاه  ، آنa P  وجود دارد کهas   . بنابراین

 ( )asM M Jac R    . اکنون اگرsx Mگاه  ، آنasxa M  و درنتیجهxa  

aاما.   P رو و ازاینPx A ؛ یعنیs PM A.  

)ي هاي حلقه یکی از ویژگی: 1نکته  )C X ي  حلقه و طبیعتاً نیم( )C X آن است که در این ،

طور کلی در  اما این حقیقت به. ایدآل شامل یک ایدآل اول، خود ایدآلی اول است zحلقه هر 

 M2و  M1هاي ماکسیمال  ایدآل) 4(عنوان نمونه در مثال  به. ها برقرار نیست حلقه مبحث نیم

Qها، یعنی ایدآل تیجه اشتراك آنهستند، در ن  ایدآل zهر دو  M M 1 z، نیر یک 2

زیرا  . است، اما خود یک ایدآل اول نیست Pایدآل است که شامل ایدآل  اول  

( , )A a Q 1   و( , )A a Q  2 که  ، در صورتی  

( , ) ( , )A A A A a a Q   1 2 1 2    . 

  .ایدآل نیستz،) 4(، معرفی شده در مثال Iبینیم که ایدآل  در مثال بعد می

,در فضاي توپولوژي معمولی : 7مثال  ) ℝ (حلقه  نیم  قسمت)را در نظر ) 1(مثال ) پ

دهیم که ایدآل  گیریم و نشان می می : , ( , )I G a a G       یکz  ایدآل

Gگیریم . نیست I پس ،a    وجود دارد که( , )a G .کنیم اکنون ادعا میI ⊈

GM .دهیم قرار می\Aℝ H   که در آن , , , ,A   1 1
2 بسته است، پس  Aچون . 31

H  باز است، یعنیH  .دهیم  ابتدا نشان میH I . زیرا اگرH Iگاه  ، آنb   

)وجود دارد که  , )b H . حال بنا بر خاصیت ارشمیدسی اعداد حقیقی، عدد طبیعیn 

nکه  وجود دارد، به طوري b1رو  ، از اینn H1

 
دهیم  اکنون نشان می. که تناقض است

GH M . داریم) 2(ابتدا اشاره کنیم که بنا بر قضیه:  

 : , .GM H V V G V G H         



         هاي مثبتحلقهنیم                                              121

 

Vگیریم     طوري باشد کهV G   . باید نشان دهیمV G H    . چون

G  وV  هر دو بازند، پسV G B دهد  یک مجموعه ناشماراست، که این نتیجه می

V G H B H    صورت، یعنی اگر  ، زیرا در غیر اینB H  گاه باید  ، آن

H\داشته باشیم  Aℝ B  که تناقض است؛ زیراB  ناشمارا وA بنابراین . شماراستI

 .یک ایدآل نیم اول است Iاما اشاره کنیم که . ایدآل نیستzیک 

) 4(در مثال  Pو Jهاي توان نشان داد که ایدآل طور کاملاً مشابه با مثال قبل، می به: 8مثال 

z واضح است که . ایدآل نیستندP ابتدا نشان . یک ایدآل اول و یک ایدآل قوي است

ثال قبل را در م Aو  Hهاي ساده نیست، براي این منظور مجموعه حلقه نیم دهیم این نیم می

ℝ H باز است و Hواضح است که . گیریم نظر می  .اگرG   موجود باشد که

G H  گاه باید  ، آنG A  که تناقض است؛ زیراG  ناشمارا وA بنابراین . شماراست

ایدآل اول مینیمال  Pدهیم که  ن می اکنون نشا. ساده نیست ، نیمحلقه  نیم) 2(طبق نتیجه 

Vبراي این منظور گیریم. است P پس ،V  و بنابراینℝ a   وجود دارد که

( , )a a V  . حال طبق خاصیت ارشمیدسی اعداد حقیقیℕn  وجود دارد کهn a1 .

)دهیم  اکنون قرار می , ) ( , )n nU a a     1 صورت بدیهی است که  ، در این1

U  پس ،U P علاوه و به ℝ U V   یاUV   .یعنیP  ،اول مینیمال است

  .ایدآل نیست zاما 

کنیم که گلفاند  ي مثبتی ارائه می حلقه است نیم] 1[مرجع ) 9.26(در مثال بعد که همان مثال 

  .ایدآل نیستند zکنیم که  هاي قوي معرفی می علاوه ایدآل به. نیز است

}مجموعه : 9مثال  }ℕ R حلقه  با دو عمل جمع و ضرب تعریف شده در زیر یک نیم

  .است

 ,a b Max a b   

 ,a b Min a b   

Rکه در آن   Rو  1  1 .هاي زیر برقرار هستند حلقه گزاره در این نیم:  

  .هم مثبت و هم  ساده است Rحلقه  واضح است که نیم) الف

و هر مجموعه به شکل ℕبدیهی است که محموعه ) ب :rI a R a r   که در آن ℕ  

r  یک ایدآل ،R است.  
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ℕ Iهستند؛ زیرا اگر ) ب(هاي قسمت  مجموعه Rهاي تنها ایدآل) پ   ایدآلR  ،باشد

rکه  گاه با فرض این آن 1 ترین عضو با خاصیت  کوچک\Iℕ r  1 شود  باشد، نتیجه می

rکه  I .کنیم  اکنون ادعا میrI I . اگرra Iگاه  ، آنa r بنابراین ،

r a a I   . حال اگرa Iگاه ، آنa rصورت باید داشته باشیم  ؛ چرا که در غیر این

r a یاr a 1 اما در این حالت داریم ،( )r a r I    1   .که درست نیست 1

ℕ ...Iیک زنجیر اکید، صعودي و شمارا به شکل  Rهاي  ایدآل) ت I  1 تشکیل 2

  .دهند می

حلقه است  تنها ایدآل ماکسیمال نیم ℕبه وضوح ایدآلی اول است و  rIهر ایدآل به شکل ) ث

حلقه، در یک ایدآل ماکسیمال یکتا قرار  بنابراین هر ایدآل اول نیم. هاست rIکه شامل تمام 

  .حلقه گلفاند است یک نیم Rیعنی . گیرد می

ℕ aMشود که  نتیجه می ℕa، براي هر )2(با توجه به قضیه ) ج  . پسℕ  یکz ایدآل

ایدآل باشند،  zاگر بخواهند  rIهاي زیرا ایدآل. حلقه است ایدآل این نیمzو در واقع تنها 

ℕ باید شامل
 R
M M    .طور بدیهی قوي هستند ها به ایدآلاما این . باشند که چنین نیست1

)ℕ چون) چ )
R

M M Jac R   I1ساده نیست، اما آشکارا ایدآل  حلقه نیم ، پس این نیم1

  .ایدآل نیست zکه  حلقه است، در حالی یک ایدآل اول مینیمال این نیم

اما . کنیم پاسخ مانده است یک بار دیگر بیان می متن مقاله، فعلاً بی در پایان، پرسشی را که در

  .کنیم پیش از آن تذکري در پیوند با آن بیان می

ایدآل فاقد صفر z، وجود ایدآل ماکسیمال فاقد صفر معادل با وجود  Rحلقه در نیم: 4تذکر 

اما . جاذب نیست Rکند که  وجود ایدآل ماکسیمال فاقد صفر، تضمین میچنین  هم. است

جاذب نیست، اما تنها ایدآل  Rدیدیم که ) 2(عکس گزاره برقرار نیست، زیرا در مثال 

  .ماکسیمال آن شامل صفر است

  اش فاقد صفر باشد؟ حداقل یک ایدآل ماکسیمالاي وجود دارد که   حلقه آیا نیم: 1پرسش 

 قدردانی

ویژه داور نهایی که با دقت و حوصله مقاله را بررسی  ، به جا لازم است تا از داوران محترم در این

تر شدن محتواي  مقاله گردیدند   ند و با نظرات سازنده و پیشنهادات مفید خود، باعث پخته کرد

  .  شان باشم نظر قدردانی کرده و سپاسگزار دقت
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Positive Semirings 
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Abstract 

In  this  article  we  investigate  the positive  semirings  (a  semiring R is  called 
positive  if  1 x is  unit  for  all  x R ).  In  fact,  using  the  intersection  of 
maximal  ideals  containing  an  element  of  a  positive  semiring,  we  give  the 
concept  of  “z-ideal”  in  such  semirings  and  investigate  some  properties  of 
these ideals. We study the relations between topological properties of X and 
algebraic  properties  of  positive  semiring  τ,  where  τ is  the  topology  on  X. 

Furthermore, the familiar positive semiring  ( )C X  will be studied. 

Keywords: Positive Semirings, z-ideal, Subtractive ideal, Strong ideal. 
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