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یافته فضایی با استفاده از  هاي آمیخته خطی تعمیم تحلیل مدل
 بسته تقریب لاپلاس آشیانی جمع

 کریمی، منور محمدکریمی، امید 1فاطمه حسینی

 گروه آمار، دانشگاه سمنان
 23/6/1393 :تاریخ پذیرش    25/3/1393 :تاریخ دریافت

-آمیخته خطی تعمیم هايآمار از مدلهاي گسسته فضایی زمینبندي پاسخبراي مدل: چکیده
ن در ها از طریق متغیرهاي پنهاشود و ساختار همبستگی فضایی دادهیافته فضایی استفاده می

گویی متغیرهاي پنهان و ها پیشاهداف در بررسی این مدل ترین مهماز . شودنظر گرفته می
گویی ها، ابتدا یک روش پیشدر این مقاله براي تحلیل این مدل. برآورد پارامترهاي مدل است

به دلیل . شودکارلویی پرداخته میهاي مونتارائه و سپس به بیان رهیافت بیزي و الگوریتم
در تحلیل بیزي، زمان محاسبات  کارلویی مونتهاي ها و استفاده از نمونهپیچیدگی این مدل
براي رفع این مشکل روش بیزي تقریبی با استفاده از تقریب لاپلاس . بسیار طولانی است

یک مجموعه داده واقعی مربوط به تعداد روزهاي  درنهایت. شودبسته بررسی میآشیانی جمع
هاي هواشناسی این در ایستگاه شده مشاهده، 1391استان سمنان در سال  داراي بارندگی

 . گیردقرار می موردمطالعه شده معرفی هاي روشاستان با مدل و 

 بیزي کارلویی، رهیافت  هاي مونتیافته فضایی، الگوریتممدل آمیخته خطی تعمیم: کلیدي هايهواژ

 15F62 ،72B91): 2010(ي ریاضی بند رده

 مقدمه -1
 ها آنتوان هستند که می  هاي آمارياي از مدلشامل دامنه گسترده یافتهخطی تعمیمهاي مدل

با فرض استقلال  ها این مدل در .هایی با متغیرهاي پاسخ گسسته تعمیم دادرا به مدل
مشاهدات، با استفاده از یک تابع پیوند بین میانگین مشاهدات و متغیرهاي کمکی ارتباط برقرار 

ارائه  هامدلاین واحدي براي  چارچوباولین کسانی بودند که  ]1[ نلدر و ودربرن. ودش می
بندي متغیرهاي پاسخ گسسته هاي خطی براي مدلبه تعمیم مدل ]2[ کلا و نلدرمک .کردند
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در حالتی که بین . مطالعه نمودند یافتهخطی تعمیمهاي مفصل پیرامون مدل طور بهپرداختند و 
فرض استقلال مشاهدات به استقلال شرطی   تگی وجود دارد، در این مدلمشاهدات همبس

به مدل   از طریق متغیرهاي پنهان با اضافه کردن اثرات تصادفی ها آنتعدیل و همبستگی بین 
آمیخته خطی  مدلیافته تبدیل به  خطی تعمیم مدل این صورتشود و در  در نظر گرفته می

آمیخته خطی   همبستگی مذکور از نوع فضایی باشد، مدل که درصورتی . شود می یافتهتعمیم
برسلو و . شود تبدیل می) SGLM( 1یافته فضاییمدل آمیخته خطی تعمیمیافته به  تعمیم

ها این مدل ]4[ دیگل و همکاران. از این مدل در مطالعات پزشکی استفاده کردند ]3[ کلایتون
 . کار بردندحیه پیوسته بهرا براي تحلیل متغیرهاي فضایی گسسته در یک نا

هاي فاقد مشاهده  گویی متغیرهاي پنهان در موقعیت  پیش   SGLM    مهم در مدل مسئلهیک 
ي  هاي داراي مشاهده ، که مستلزم برآورد پارامترهاي مدل و متغیرهاي پنهان در موقعیتاست

گاوسی نیست و هاي فضایی  توزیع پاسخ  است که چون در این مدل به ذکرلازم  .استپاسخ 
شکل   درستنماییهاي خطی، تابع  مدل برخلافوجود متغیرهاي پنهان،  به دلیلعلاوه بر این 

هاي مستقیم  راحتی و از راهها به گویی اي ندارد و بنابراین برآورد پارامترها و پیش بسته
به ارائه  پذیر نیستند، لذا در اکثر مقالات با پذیرش فرض نرمال بودن متغیرهاي پنهان امکان
، درستنماییبراي برآورد پارامترهاي مدل و متغیرهاي پنهان با ماکسیمم کردن توابع  حلی راه

. است شده پرداختههاي عددي  به روش   سلسله مراتبی درستنمایییا   دهتاوانی درستنماییشبه 
 ریاضیامید سازي  هاي عددي مثل ماکسیمم کار بردن روش با به  ،]5[  کلا  مک ازجمله
برآورد    سازي شده، شبیه درستنماییو ماکسیمم   کارلویی مونتنیوتن رافسون   ،کارلویی مونت

با اثرات تصادفی غیر   یافتهخطی تعمیمآمیخته هاي  پارامترها را در مدل   درستنماییماکسیمم 
، برآورد   ]7[و لین   کارلو مونت، برآورد شبه   ]6[همچنین پن و تامسون . آورد به دستفضایی 

و شبه   نما درستنمایینی را با ترکیب وپواس یافتهخطی تعمیمآمیخته    پارامترهاي مدل 
هاي بیزي در  ، با بسط روش ]8[ ساناتارجان و ک. قراردادند موردمطالعهتاوانیده  درستنمایی
  .را مطالعه کردندها  نحوه انتخاب پیشین در این مدل       یافتهخطی تعمیمآمیخته    هاي تحلیل مدل

 امید ریاضیسازي  با عنوان الگوریتم گرادیانت ماکسیم کارلویی مونتیک الگوریتم  ]9[ ژانگ 
سن و کریستن. پارامترهاي مدل ارائه نمود درستنماییدست آوردن برآورد ماکسیم براي به

هاي  دلگویی در م همکارانش مقالات زیادي در راستاي حل مشکل برآورد پارامترها و پیش
 SGLM   کارلویی مونتهاي  معرفی نمودند که اکثر مقالات ایشان بر پایه استنباط بیزي و روش 

با استفاده از رهیافت  ]11[ سن و وگپترسون و کریستن  ]10[سن و همکاران کریستن. باشد می
 پرداختند و نشان دادند که   SGLM  هاي به تحلیل مدل کارلویی مونت هاي  بیزي و روش
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سازي از توزیع پسین متغیرهاي پنهان  براي شبیه  ،سهستینگ-ژوناستفاده از الگوریتم لان
، کارلو مونتو الگوریتم  درستنماییبا روش ماکسیمم   ]12[ سنکریستن. باشد گاوسی مفید می
به فرض نرمال بودن متغیرهاي پنهان ا ب    SGLM  هاي گویی بهینه را در مدل پارامترها و پیش

استوار به تحلیل    کارلوییمونتهاي  با معرفی روش  ]13[ سن و همکارانکریستن. آورد دست
برآوردهاي   ]14[ با متغیرهاي پنهان نرمال پرداختند و اینسورث و دین     SGLM  هاي  مدل

  .مقایسه کردند ها مدلاین تاوانیده در  درستنماییبیزي را با برآوردهاي شبه 
 ها را براي محاسبه برآورد سازي داده ، الگوریتم عددي همسانه ]15[ باغیشنی و محمدزاده

-الگوریتم ]18[و حسینی  ]17[حسینی و همکاران  ،]16[حسینی  .معرفی کردند درستنمایی
  .معرفی نمودند درستنماییدست آوردن برآوردهاي گویی و بههاي مفیدي براي پیش

برآوردها و تحلیل بیزي پارامترهاست اما  آوردنبه دست هایی مفید براي  روش ،هاي فوق روش
همکاران براي حل این مشکل رو و . مشکل بزرگی مانند طولانی بودن زمان محاسبات را دارد

هاي پیچیده براي تحلیل مدلرا  (INLA) 1بسته روش تقریب لاپلاس آشیانی جمع  ]19[
رد پارامترها سرعت معرفی کردند و نشان دادند این روش ضمن حفظ دقت برآوفضایی 

توسط رو و  شده معرفیاز تقریب  ]20[ایدسویک و همکاران . دهد محاسبات را نیز افزایش می
حسینی و . پرداختند SGLMهاي استفاده کردند و به تحلیل بیزي تقریبی مدل ]21[مارتینو 

براي کار بردن توزیع چوله نرمال بسته با به ]23[و حسینی و محمدزاده  ]22[همکاران 
زاده و همکاران قلی. ها را بیان نمودندمتغیرهاي پنهان تحلیل بیزي و بیزي تقریبی این مدل

هاي استفاده نمودند و به تحلیل بیزي تقریبی مدل بسته لاپلاس آشیانی جمعاز تقریب  ]24[
هاي جرم شهر تهران را با این مدل و روش مورد رگرسیون جمعی ساختاري پرداختند و داده

 .قراردادندلیل تح
شود، سپس برآورد پارامترهاي مدل و متغیرهاي معرفی می SGLMدر این مقاله ابتدا مدل 

هاي فاقد گویی متغیرهاي پنهان در موقعیتهاي داراي مشاهده پاسخ و پیشپنهان در موقعیت
به مطالعه مجموعه  درنهایت. شودمشاهده پاسخ، با دو رهیافت بیزي معمولی و تقریبی ارائه می

 . شودهاي تعداد روزهاي بارندگی در استان سمنان پرداخته میداده

 مدل -2
)فرض کنید  , , )nx xx 1 , )n, بردار متغیرهاي پنهان فضایی در n  موقعیت{ , , }ns s1 , }n,  با

)چگالی  | ) ( , )nN H θx η β  از یک میدان تصادفی گاوسی باشد، که در آن
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( , )η β θ ،بردار پارامترهاي مدل H  ماتریس( )n p متغیرهاي تبیینی، 1
( , , , )pβ 1, ,, 1 , )p,  بردار پارامترهاي رگرسیونی وθ  پارامترهاي همبستگی فضایی بردار

)همچنین فرض کنید  .مدل هستند , , )ky yy 1 , )ky,  بردار متغیرهاي پاسخ گسسته از یک
}هاي میدان تصادفی فضایی ناگاوسی در موقعیت , , }ks s1 , }k, با فرض استقلال شرطی . باشد

)روي متغیرهاي پنهان،  | )y x متعلق به خانواده نمایی با تابع چگالی
( | ) exp{ ( ) ( )}i i i i i ix y x b x c yy  است، که در آن( )b و

 

( )c

 

. اند توابع معلوم
) اکنون با توجه به خانواده توزیع متغیر پاسخ و تعریف یک تابع پیوند مشخص مانند )g مدل 

)صورت به | ) ( )i i iE y x g x1 به فرم مدل هاي مؤلفهشود و تعریف می  

( | , ) ( | ) ( | )

      | | exp [ ( ) ( )] ( ) ( ) ,

obs

k

i i i i
i

y x b x c y H H

x y η y x x η

x β x β1 2 1

1

1
2    

)1(  

 .باشد می

 مدل گویی پیش -3
هاي فاقد مشاهده پاسخگویی متغیرهاي پنهان در موقعیتهدف پیش SGLMدر یک مدل 

{ , , }k ns s1 , }n,, }هاي داراي مشاهده پاسخ و برآورد متغیرهاي پنهان در موقعیت   , , }ks s1 , }k,
)صورتبراي این منظور بردار متغیرهاي پنهان به. است , )obs predx x x که . شودتجزیه می

obs Ax x ، متعلق بهk  موقعیت داراي مشاهده پاسخ است، که در آن[ | 0 ]k k k n kA I 
nبردار متغیرهاي پنهان در  predxو  k  حسینی. گویی استبراي پیش شده انتخابموقعیت 
گوي مینیمم  قضیه زیر را با فرض معلوم بودن پارامترهاي مدل براي محاسبه پیش ]18[

nمیانگین مربع خطا متغیرهاي پنهان در  k موقعیت ارائه نمود . 
)فرض کنید توزیع متغیرهاي پنهان فضایی  :1قضیه  , )obs predx x x  متعلق به خانواده

)نرمال  , )nN H θβ  ،که طوري بهباشد ,Hβ 1 11 12

2 21 22
و با شرط روي  

متغیرهاي پنهان فضایی، توزیع متغیرهاي مستقل شرطی پاسخ متعلق به خانواده نمایی باشد، 
) این صورتدر  | ) ( ( | ) )pred obsE Ex y μ x y μ1

2 21 11 گوي مینیمم میانگین  پیش 1
nدر متغیرهاي پنهان  مربع خطا k  موقعیت, ,j k n1 n,باشدام می. 

وجود متغیرهاي پنهان فضایی و  به دلیل ومدل نامعلوم هستند  در عمل اغلب پارامترهاياما 
راحتی بهبرآورد پارامترهاي مدلمحاسبه ها ناگاوسی بودن متغیرهاي پاسخ، در این مدل
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 درستنمایییک روش معمول براي برآورد پارامترها، رهیافت ماکسیمم . نیستند محاسبه قابل
 . است

) فرض کنید )y,x  ،آنگاهشامل بردار متغیرهاي پاسخ گسسته فضایی و متغیرهاي پنهان باشد 
)  صورت به درستنماییتابع  | ) ( | ) ( | )

k

i i
i

L y x dη y x η x
1

 درستنماییتابع  و است
 صورت بهکامل 

( | , ) ( | ) ( | ),
k

c i i
i

L y xη y x x η
1

)2                                       (  

باید از  درستنماییدست آوردن برآورد ماکسیمم اي ندارد و براي بهخواهد شد که شکل بسته
علاوه بر این چون در عمل گاهی اوقات گردآوري نمونه با  .هاي عددي استفاده کردالگوریتم

پذیر نیست، در این صورت نتایج تحلیل کلاسیک از دقت کمی برخوردار است حجم زیاد امکان
شود هاي کلاسیک از اطلاعات پیشینی در خصوص پارامترها استفاده نمیدر تحلیلو همچنین 

-در بخش بعد تحلیل مدلکند هاي بیزي ارائه میبه تحلیلتري نسبت  و لذا نتایجی با دقت کم
 .شودبا رهیافت بیزي ارائه می SGLMهاي 

 تحلیل بیزي مدل -4
قرار  موردبررسیه پیوسته فضایی روي یک ناحی SGLMهاي در این قسمت تحلیل بیزي مدل

)صورت یک مدل پارامتري به. گیرد می , ) exp{ / }i j i jC s s s s2  براي
به ترتیب پارامترهاي  φو  σنرم اقلیدسی و  که در آن . کوواریانس فضایی در نظر بگیرید

براي سره بودن توزیع پسین، براي پارامترهاي مدل . مقیاس و همبستگی فضایی هستند
به ترتیب  φو  σنرمال و براي  βپیشین متداول براي . شودهاي سره در نظر گرفته میپیشین

پیشین ها، توزیع اکنون با فرض استقلال پیشین. شودگاماي معکوس و گاما در نظر گرفته می
) توأم , , ) ( ) ( ) ( )β β لذا توزیع پسین . شودحاصل می 

( , , , | ) ( | ) ( | , , ) ( ) ( ) ( )x β y y x x β β 

سازي از توزیع بنابراین براي تولید نمونه و شبیه. اي استخواهد شد که داراي شکل پیچیده
~فرض کنید . شوداستفاده می MCMCهاي پسین از روش ( , )N a Bβ توزیع شرطی  آنگاه

 βکامل 
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( | , , , ) ( | , , ) ( )

                 exp{ [ '( ' ) '( ' )]}

                 exp{ ( ) ' ( )},  

x

H H B B a H

β y x β β

β β β x

β μ β μ

1 1 1 1

1

1 22
1
2

)3     (  

)است که در آن  ' )B a Hμ x1 )و  1 ' )H H B1 1 . هستند 1
دیگر در نظر یک مزیت . پذیر استراحتی امکانبه βبنابراین تولید نمونه از توزیع شرطی کامل 

اگر  که طوري بهکمک به کاهش تعداد پارامترهاي مدل است  β گرفتن پیشین نرمال براي
~فرض کنیم  ( , )N a Bβ و| , , ~ ( , )nN H θx β β توان نشان داد راحتی میبه آنگاه 

| , ~ ( , ),n x xNx μ  
xکه در آن  Haμ و ( ')x HBH.  توزیع شرطی کامل براي سایر پارامترها  

( | , , , ) ( | , , ) ( )
                       ( , ) ( ; , ),

( | , , , ) ( | , , ) ( )
                       ( , ) ( ; , ),

n

n

x
IG H

x
H

y x β β
x β

y x β β
x β

)4 (                           

نیستند و براي تولید نمونه از الگوریتم  شده شناختههاي که داراي شکل خاصی از توزیع
بردار متغیرهاي  مؤلفهتوزیع شرطی کامل براي هر . شودهستینگس استفاده می -متروپلیس

 صورت پنهان نیز به
( | , , , , ) ( | , , , ) ( | )k k k kx xx y β x β y x  

 صورتگو بهگویی بیزي متغیرهاي پنهان، توزیع پیشبراي پیش. باشدمی
( | ) ( | , , , ) ( , , , | )x x d d d dy x β x β y x β| ) ( | ,| ) ( | ,( |( |)) , , ),, , ),  

) است که در آن | , , , )x x β| , , توزیع . طبق خواص توزیع نرمال داراي توزیع نرمال است 
)صورت  نیز به y گوي بیزيپیش | ) ( | ) ( | )y y x x dxy y dx)y || y( | ) ( || ) (( | )|( |  . است  (((

 )INLA(بسته تحلیل بیزي مدل با تقریب لاپلاس آشیانی جمع -4-1
 SGLMهاي پیچیده بودن مدل به دلیلي زنجیر مارکوفی کارلو مونتهاي استفاده از الگوریتم

معمولی و  يجاي روش بیزتقریبی را به يروش بیز ]20[ایدسویک و همکاران . بر هستندزمان
معرفی کرده و نشان دادند  INLAبا استفاده از  کارلویی مونتگیري  هاي نمونه الگوریتم
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 مسئله. کند هاي بیزي معمولی ارائه می شی معادل روتر و نتایج محاسبات این روش سریع
، محاسبه دو توزیع هاگوییبراي برآورد پارامترها و پیش SGLMزي هاي بی لدر مد اصلی
) پسین | , )x y η و( | )η y x اگر .است   yنرمال و داراي توزیع  متعلق به خانواده نمایی   

)  باشد،  با خطی کردن | )obsy x نشان  ]20[ و همکاران، ایدسویک x تحول یک مقدار ثاب 
)دادند توزیع  | , )x y η صورت بهمال توان با توزیع نر را می 

| , | ,
ˆˆ ˆ( | , ) ( ( ), ( )),n x y x yNx y η x xˆ) ( ))) () )5             (                     

| تقریب زد، که در آن ,ˆ ( ) ( ( , ) )x y H A R z AHx β y x β1) ( ( ) )( ( )( ( )(( (1 ،R A A P ،
| ,

ˆ ( )x y A R Ax kقطري  یک ماتریس Pهمچنین . ((1 k با عناصر 
( , ) / ( )iP i i b x1  و داریماست 

( , ) [ ( ) ( )] / ( )i i i i i i i iz y x y b x x b x b x( )) [ ( )] / (( ) ( )] /( )] /( ) ( )] /[ ( )([ ( )( ) . 
توسط اي پسین متغیرهاي پنهان  هاي حاشیه براي توزیعنیز  شده اصلاحلاپلاس یک تقریب 

 صورتبهکه است  شده معرفی ]20[ایدسویک و همکاران 

ˆ ( | , , )
( | ) ( | )( | , ) | ,

ˆ( | , , ) j jLA j x E x
j j

x
x x y η

y x x ηy η
x y η

( | ,LA( )6         (             

)ˆباشد، بنا به خواص توزیع نرمال می | , , )j jxx y η پس از . یک توزیع تقریبی نرمال است
 توان تقریب لاپلاس توزیع پسین پارامترها را از رابطه تعیین این توزیع پسین تقریبی می

ˆ ( | , )
( | ) ( | ) ( )ˆ ( | ) | ,

ˆ( | , )LA x E x y
y x x η ηη y

x y η
)7          (             

logˆمد تابع ) 7(براي تعیین تقریب . تعیین نمود ( | )η y صورت سازي بههاي بهینهبا روش
*η ماتریس هسین . شودتعیین میˆlog ( )

i jH η | y2
صورت محاسبه و عکس آن به 

H V V1 شود، که در آن تجزیه میV  ماریس قطري  ماتریس بردارهاي ویژه و
-به η* مبدأانتقال داده، فرمول مختصات در  η*مختصات را به مد  مبدأ. مقادیر ویژه آن است

)*صورت  )t V tη η با . هستند استانداردشدهمقادیر  tشود که در آن می تعریف 1
-به tمختصات جدید روي هر یک از محورها نقاطی به فاصله مقادیر صحیح  مبدأشروع از 

ˆ شوند که شرطاي اختیار میگونه ˆlog ( ( ) | ) log ( ( ) | ) ttη y η y) | ) ll) | ) g) | ) loglog سپس . برقرار باشد
هایی از iکار بردن این الگوریتم با به. شوندمشابه نقاط درون صفحات نیز تعیین می طوربه

)ˆتوزیع  | )η y براي جزئیات(توان تقریبی از توزیع را به دست آورد، و می شوندتولید می 
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در  شده استفادهعنوان مثال براي مجموعه داده به). مراجعه شود ]19[بیشتر به رو و همکاران 
 .رسم شده است 1نقطه تولید و در شکل  4622تعداد  شده دادهاین مقاله از روش توضیح 

 
 نقاط تولیدشده براي توزیع پسین تقریبی پارامترها :1 شکل

ˆ براي توزیع پسین تقریبی تولیدشدههاي اکنون با داشتن نمونه ( | )LA η y  و مشخص شدن
) توزیع پسین تقریبی | , )LA jx y η( | ,LA(  صورت گو براي متغیرهاي پنهان به توزیع تقریبی پیش ||

ˆ ˆ ˆ( | ) ( | , ) ( | )

ˆ              ( | , ) ( | ),   , , ,

j j

LA j LA

x x

x j n

y y η η y

y η η y 1

) ()

LA j),   )( ||LA)) ( ||))( | ,( || ,( | ,( |(( || , ,,
)8     (          

لاپلاس پسین تعیین توزیع از الگوریتم  تولیدشدهتعداد نقاط  شود، که در آن  حاصل می
این روش محاسبه توزیع تقریبی ) 8(و بنابراین با توجه به رابطه  باشد تقریبی پارامترها می

 هاي  گویی در موقعیت در عمل پیش .معروف شده است INLAگو به روش پیش
, ,j k n1 n, در موقعیت فاقد  jyتوان توزیع پیشگوي همچنین می .باشد مدنظر می   

 صورتمشاهده را به

( | ) ( | ) ( | ) , 1, ,j j j j jy y x x dx j k ny y n,  

)جاي دست آورد که در آن بهبه | )jx y  شودآن استفاده می شده اصلاحاز تقریب مستقیم یا. 
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 هاي بارندگی استان سمنان بررسی داده -5
هاي تعداد روزهاي داراي بارندگی در استان سمنان برازش  به داده    SGLM  در این بخش مدل

متغیر پاسخ تعداد روزهاي داراي بارندگی . گیرد شود و مورد تحلیل آماري قرار می داده می
ایستگاه هواشناسی استان   20 در   1391 است، که طی پنج ماه از اول آبان تا پایان اسفند 

ایستگاهی که تعداد روزهاي داراي بارندگی در   20 موقعیت     2 در شکل. اند شده مشاهدهسمنان 
اند بر روي نقشه استان  شده انتخابگویی   منظور پیشهایی که به است و موقعیت شده ثبت ها آن

و د اي شرطی مستقل هستن شود متغیرهاي پاسخ دوجمله فرض می . است شده مشخصسمنان 
)ل نرمال به شکنیز داراي توزیع  x متغیرهاي پنهان ,N براي ساختار . باشند ,,,

براي پارامتر . است شده گرفتهگرد در نظر  همبستگی فضایی تابع کوواریانس نمایی همسان
براي پارامتر همبستگی پیشین گاما  ،)5و  5/0( ، پیشین گاماي معکوس با پارامترهاي σمقیاس 

 .منظور شده است    5و  8 با پارامترهاي 

 
 هاي هواشناسی روي نقشه استان سمنان موقعیت جغرافیایی ایستگاه :2 شکل

پیشین نرمال با  ها متغیر کمکی وجود ندارد و براي جمله ثابت  براي این مجموعه داده
کار بردن و با بهاین پارامتر عدم اهمیت  به دلیلدر نظر گرفته شد که   5 و واریانس   1 میانگین 
اي  هاي پسین حاشیه دهنده توزیع نشان   3 شکل  . شود می ، از مدل حذف)4(رابطه 

-کار بردن الگوریتم متروپولیس و به    MCMC  هاي  تکرار از روش    10000 ، که با پارامترهاست
نقطه از توزیع تقریبی پسین و   4622 کار بردن تقریبی با به يهستینگس و از روش بیز

 هاي چین روش تقریبی و خط يخط ممتد روش بیز. اند شده حاصل شده دادهالگوریتم توضیح 
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 MCMC  برآورد بیزي  .هم هستند که دو روش بسیار شبیه به شود، مشاهده میهستند
)ˆˆ صورت پارامترها به , ) ( / , / )0 29 33 جایگذاري اکنون با . است آمده دست به 5

 .گویی انجام داد   توان در نقاط جدید پیش برآوردهاي بیزي پارامترها می

 
خطوط (اي پسین پارامترها با روش بیزي تقریبی هاي حاشیهنمودار توزیع :3شکل 
 )چینخط( MCMCو روش ) ممتد

عرض گو براي یک موقعیت فاقد مشاهده دلخواه با طول و  نمودار توزیع پیش) چپ(4   شکل 
) جغرافیایی / , / )53 07 35 ،  با متغیرهاي پنهان نرمال    SGLM  لبراي مد. رسم شده است  24

. اند رسم شده  جاي بردار پارامتر گو با جایگذاري مد پسین تقریبی به نمودار توزیع شرطی پیش
از روش  *با  شده مشخص، خطوط  تقریبی ياز روش بیز  با خطوط ممتد  شده مشخصنمودار 

 4   همچنین شکل .اند آمده دست به    MCMC   از روش چین خطو خطوط  شده اصلاحتقریبی  يبیز
) گو ي پیشا حاشیهچگالی  دهنده نشان) راست( | )jx y  يکه حاصل از سه روش بیزاست 

سه روش در این شکل د و تشابه هر باش ، می    MCMC  و روش  شده اصلاحتقریبی  ي، بیز تقریبی
گویی در شش همچنین براي بررسی بیشتر معادل بودن سه روش، مقادیر پیش. مشخص است

محاسبه و مقدار میانگین مربع انحرافات و میانگین قدرمطلق  2در شکل  شده موقعیت مشخص
 0000452/0 به ترتیب شده اصلاحاز روش تقریبی  MCMCگویی روش انحرافات مقادیر پیش

گویی روش و میانگین مربع انحرافات و میانگین قدرمطلق انحرافات مقادیر پیش 00557/0و 
MCMC این مقادیر  .دست آمدبه 03918/0و  00246/0 از روش تقریبی مستقیم به ترتیب

نسبت به روش تقریبی  MCMCشده به روش گر نزدیک بودن روش تقریبی اصلاحبیان
سطح،   15 هایی در  صورت لایه گویی متغیر پنهان به   شه پیشنق  )چپ(  5شکل . مستقیم است

ایستگاه مذکور و کل نقشه   6 گویی تعداد روزهاي داراي بارندگی، در  روي نقشه سمنان و پیش
 به دلیلباشد که  بیشترین بارندگی در این استان در مناطق شمالی استان می. باشد می
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ایستگاه   6 گویی تعداد روزهاي داراي بارندگی در  پیش. هاي شمالی است همسایگی با استان
آباد نیز در نمودار سمت  ملا، چاشم، دیزج و عباس ، دهده نمک، لاسجرد، موردنظرهواشناسی 

،  ثانیه  50  تقریبی در حدود يبراي روش بیز هااجراي برنامهزمان  .است شده مشخصراست 
به یک روز   حدود      MCMC هاي براي روشدقیقه و   4  حدود شده اصلاحتقریبی  يبراي بیز

  .انجامیده است طول

 
)ˆچگالی شرطی) چپ( :4 شکل | , )jx y η خطوط (تقریبی مستقیم  يحاصل از بیز  
اي چگالی حاشیه) راست). (چین خط( MCMCو روش (*) شده  روش تقریبی اصلاح ، )ممتد
)گو پیش | )jx y  شده  ، روش تقریبی اصلاح)خطوط ممتد(حاصل از بیزي تقریبی مستقیم
 ).چین خط( MCMCو روش (*) 

 
گوي بیزي تعداد روزهاي  ، نقشه پیش )چپ(گویی متغیرهاي پنهان  نقشه پیش :5 شکل

 ).راست(داراي بارندگی 

 گیريبحث و نتیجه -6
-هاي آمیخته خطی تعمیمبراي تحلیل مدل معمولی و تقریبیدر این مقاله دو رهیافت بیزي 

ها بسیار  براي مدل     کارلوییمونت هاي اجراي الگوریتم جا که از آنیافته فضایی ارائه شد و 
مثال کاربردي بارندگی در  یکدر  .شد بررسیتقریبی  ي، روش بیز بر هستند طولانی و زمان

کند با  معمولی عمل می يتقریبی معادل روش بیز ياستان سمنان نشان داده شد که روش بیز
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نیاز به چند  شده اصلاحنیاز به چند ثانیه و روش تقریبی  شده ارائهاین تفاوت که روش تقریبی 
تري زمان طولانی صرف بهنیاز  MCMCهاي  روش که یدرصورت،  دقیقه اجراي کامپیوتري دارند

در این مقاله کوچک است  موردبررسیهاي هحجم نمونه داد .کامپیوتري دارندمحاسبات  براي
ها با حجم بالا سروکار داریم که استفاده از در بسیاري از مسائل با مجموعه داده که درصورتی
بیزي تقریبی  بر است و روشهاي معمول کلاسیک و بیزي بسیار پیچیده و زماناستنباط

اوسی و لاپلاس بسیار مفید به نظر هاي گاستفاده از تقریب به دلیلبسته لاپلاس آشیانی جمع
یکی . باشد، کاهش دقت نتایج با افزایش پارامترها   میINLAاز ایرادات اصلی روش . رسدمی

صورت میدان تصادفی این است که متغیرهاي پنهان به SGLMهاي هاي مدلاز محدودیت
مشخص نیست و  ها آنپنهان بودن، توزیع دقیق  به دلیلشوند و بندي میگاوسی پنهان مدل
کار بردن کلاس تاکنون مطالعاتی در خصوص به. است تأثیرگذارنتایج  يبر روفرض نرمال بودن 

است که تا حدودي نتایج بهتري در  شده انجامعنوان توزیع متغیرهاي پنهان چوله نرمال به
تري لاس بزرگتوان متغیرهاي پنهان را با کعنوان پیشنهاد میبه. است شده حاصلبعضی موارد 
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Inference of Spatial Generalized Linear Mixed Models using 
Integrated Laplace Nested Approximation 
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Abstract 

Spatial generalized linear mixed models are used for modeling geostatistical 
discrete spatial responses and spatial correlation of the data is considered via 
latent variables. The most important interest in these models is estimation of 
the parameters and prediction of the latent variables. In this paper, first, a 
prediction method is presented. Then a Bayesian approach and MCMC 
algorithms are proposed. Since these models are complicated and Monte 
Carlo sampling is used in the Bayesian inference of these models, 
computation time is long. In order to resolve this problem, the Approximate 
Bayesian methods are considered. Finally, the proposed methods are applied 
to a case study on rainfall data observed in the weather stations of Semnan in 
1391. 

Keywords: Spatial generalized linear mixed model, Monte Carlo algorithm, 
Approximation Baysian approach. 
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