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  ها مدلی جدید براي تعیین نقاط اتکا در تحلیل پوششی داده

  مقدمزهرا الهیو  1سلجوقیزادهفرانک حسین

  گروه ریاضی، دانشگاه سیستان و بلوچستان

 2/7/93: تاریخ پذیرش                                  26/12/92 :تاریخ دریافت

. ي استریگ میتصمو واحدهاي  ها ها روشی براي ارزیابی عملکرد سازمان تحلیل پوششی داده: چکیده

ناکارا، کاراي ضعیف، کاراي غیر راسی و کاراي راسی تقسیم : این روش واحدها را به چهار دسته شامل

که  کنیماتکا را معرفی میبه نام نقاط  ي کاراریگ میدسته جدیدي از واحدهاي تصممقاله در این      . کند می

یک نقطه اتکا روي اشتراك بین مرز کارایی و قسمت . نقش مهمی در شکل مجموعه امکان تولید دارند

حذف  .سازد ی، کاراي راسی است که مرز کارایی ضعیف را م  در واقع یک نقطه اتکا. آزاد مرز قرار دارد

 ، همچنینشود اي از مجموعه امکان تولید می احیهدهد و باعث حذف ن نقاط اتکا مرز کارایی را تغییر می

و با افزایش ورودي یا کاهش خروجی  دهدمیمرز کارایی را تغییر  نیز تغییر در ورودي یا خروجی آن

اهمیت آن را آشکار هاي یک نقطه اتکا ویژگی. روي مرز بوده و کاراي راسی است مچناننقطه جدید ه

مقاله مدلی جدید براي تشخیص نقاط اتکا، با سرعت  نینقاط، در ابا توجه به اهمیت این . سازد می

 نموده،براي شناسایی این نقاط مطرح  را شده انیب يها تمیابتدا الگور. شود محاسبه بالاتر معرفی می

 پیشنهادشده را  اصلاح ییکارااز جمله روش ابر مدل جدیديسپس با استفاده از خواص این نقاط 

با حل مثال عددي به تشریح .  کند ، نقاط اتکا را شناسایی می تريا محاسبات کمب، این مدل کنیم می

  .پردازیم ها می روش پیشنهادي و مقایسه نتایج آن با سایر روش

  .ییابرکارا ،ابرصفحهنقاط اتکا، مرز کارایی،  ،ها تحلیل پوششی داده: هاي کلیدي واژه

  .50B90 ،60B90 ):2010(بندي ریاضی رده

  مقدمه -1

) 2گیري براي سنجش کارایی در واحدهاي تصمیم )DMU هاي مختلف تحلیل پوششی از مدل

) 1ها داده )DEA  مانند مدلBCC هاي مدل. گیریم کمک میDEA، واحدهاي تصمیم

                                                                                                                                                
Saljooghi@math.usb.ac.ir :آدرس الکترونیکی نویسنده مسئول مقاله-1

2- Decision making units
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بندي  را به انواع مختلف ناکارا، کاراي ضعیف، کاراي غیر راسی و کاراي راسی تقسیم گیرنده

نقاط . کنیم بندي اضافه می ي جدیدي بنام نقاط اتکا را به این دسته در این مقاله دسته. کنند می

اتکا نقاطی هستند که روي اشتراك مرز کارایی و قسمت آزاد مرز قرار دارند و مرز کارایی 

گذاري  شناسایی و نام] 1[نقاط اتکا اولین بار توسط الن و تاناسولیس در . سازند ا میضعیف ر

، ppsاین نقاط اولین بار در مجموعه امکان تولید، . کار رفتشد و براي گسترش مرز کارایی به

دولا و  2009در سال . کار رفتندمقیاس ثابت بهبا یک ورودي و چندین خروجی و بازده به

مقیاس متغیر و براي هر تعداد ورودي و خروجی با بازده به ppsآن را براي ] 2[بوگنول در 

اند که نقاط اتکا را شناسایی شده هایی ارائه ها و روش در این مقاله الگوریتم. تعمیم دادند

  . کنند می

نقاط اتکا را  3مطرح نموده، در بخش  DEAیله وسبهآن را کارایی و سنجش  2در بخش 

. دهیم هایی براي تشخیص این نقاط ارائه می کنیم و با توجه به خواص آن الگوریتممعرفی می

سازاي فضا ارائه  هاي ابرصفحهروشی جدید را براي شناسایی نقاط اتکا با استفاده از  4در بخش 

یی پیشنهاد ابرکارانیز روش جدید تشخیص نقاط اتکا را با استفاده از  5در بخش . دهیم می

  .تري داردکه محاسبات کم است یناهاي قبلی  کنیم که برتري آن نسبت به روش می

  ها تحلیل پوششی داده لهیوس بهي کارایی ریگ اندازه -2

گیري عملکرد، استفاده از کارایی واحدهاي تحت ارزیابی  هاي اندازه ترین مقیاس یکی از مناسب

ریزي خطی است که توانایی  برنامه اساس برها یک مدل ریاضی  مدل تحلیل پوششی داده. است

  ].3[اي دارد  صورت مقایسهسنجش کارایی را به

  کارایی -1 -2

گیرنده به  یگر بین واحدهاي تصمیمد عبارت به. استده ش کارایی نسبت بازده به منابع مصرف

. شود که در مقایسه با بقیه واحدها بالاترین سطح رضایت را برآورده کند واحدي کارا گفته می

  . کنیم گیري کارایی استانداردي نداشته باشیم از کاراي نسبی استفاده می اگر براي اندازه

,گیرنده  تصمیمفرض کنیم واحد : کارایی نسبی: 1تعریف  ,  ..., nDMU DMU DMU1 با  2

,مصرف ورودي  ,..., nx x x1 ,، خروجی 2 ,..., ny y y1 واحد کارایی نسبی براي . را تولید کنند 2

 :شود زیر تعریف می صورت بهشود  نمایش داده می kREکه با  kDMUگیري  یمتصم

                                                                                                                                               
1- Data envelopment analysis 
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ها سنجیده DMUدیگر کاراي نسبی است یعنی نسبت به  kDMUگوییم  در واقع وقتی می

  .ها بهتر استDMUاز دیگر  kDMUشده و کارایی 

ها را  ها، ماکسیمم خروجی تابعی است که براي هر ترکیب از ورودي: تابع تولید: 2تعریف 

 . دهد می

اما . گیري قضاوت کرد سادگی در مورد کارا بودن واحدهاي تصمیمتوان به با داشتن این تابع می

ر با دلیل پیچیدگی فرایند تولید تابع تولید در دست نیست و به همین خاطدر اغلب موارد به

  ].3[ آوریم دست میها، تقریبی از آن را به هاي تحلیل پوششی دادهاستفاده از مدل

  ها تحلیل پوششی داده -2-2

با بردارهاي ورودي  n ،DMUفرض کنید تعداد  ,...,j j mjx x x و بردار خروجی  1

 ,..., , ,...,j j sjy y y j n 1 موجود باشد، در این صورت ورودي و خروجی مجازي براي  1

jDMU شود صورت زیر تعریف میبه:  

... ,j n njx x   1   ورودي مجازي 1

... .j n njy y   1   خروجی مجازي1

فرض کنیم  :3تعریف  ,j j jDMU x y  و ,k k kDMU x y . گوییمjDMU  بر

kDMU عبارت دیگر گوییم غالب است و یا بهkDMU  مغلوبjDMU است هرگاه  

j k j k

j k j k

x x x x

y y y y

       
         

 

  .برقرار باشدو نامساوي اکید حداقل براي یک مؤلفه 

را کاراي نسبی گوییم هرگاه  kyو خروجی  kxبا بردار ورودي  kDMU: 4تعریف 

 ,k kx y ي هیچ زوج مرتبی مانند  وسیلهبه ,
n n

j j j jj j
x y

 
 1 1

   مغلوب نگردد

ن که در آ ,
n n

j j j jj j
x y

  1 1
  ،DMU  3[استمجازي.[  
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  BCCمدل  -2-3

  :                      شود نامیده میpps، مجموعه امکان تولید یا Tمجموعه 

T = �  ,x y y را تولید  کند| خروجی،   x  .� ورودي

ي تحلیل پوششی ها مدل. شود عنوان تقریبی از تابع تولید در نظر گرفته می مرز مجموعه فوق به

اي است  اصول موضوعه اساسبر ها  یجادشده و تفاوت آنامجموعه امکان تولید  بر اساس ها داده

هاي یکی از مدل BCCمدل . شود فرض می ها در آنکه براي ساخت مجموعه امکان تولید 

  ].4[شود  می  اصل موضوعه زیر ساخته 4با پذیرفتن  است کهها  اساسی تحلیل پوششی داده

  .قرار دارند Tتمامی مشاهدات در: اصل شمول مشاهدات. 1 , , ,...,j jx y T j n 1  

  پذیري اصل امکان. 2

   , , ,x y T x x x y T     

   , , ,x y T y y x y T    . 

   :اصل تحدب. 3

          , , , , , ,     ,x y T x y T x y x y T             1 1  

  :ترین مجموعه امکان تولید که در اصول فوق صدق کند عبارت است از کوچک.4

  , | , ,     , , ,...,
n n n

v j j j j j jj j j
T x y x x y y j n   

  
       1 1 1

1 1 . 

مقیاس متغیر اصل موضوعه با بازده به 4را مطابق با  BCCمجموعه امکان تولید فوق، مدل 

  :پوششی در ماهیت ورودي، عبارت است از BCCبر اساس اصول موضوعه مدل . کند ایجاد می
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به مدل . آید دست میبه) 2(صورت مدل ریزي خطی است که دوگان آن به یک برنامه) 1(مدل 

 : شود مدل مضربی گفته می) 2(
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)2                      (  

*، )1(کاراي پاراتو است هرگاه در مدل  kDMU: 5تعریف 
k 1  بهین  هاي جواب در همهو

i rs s    . ،اگر بعضی از متغیرهاي کمکی در جواب بهین مخالف صفر باشندkDMU

*کاراي ضعیف است و اگر 
k 1 آنگاه ،kDMU 3[ ناکارا است.[  

، واحد تحت ارزیابی حذف شود، مدل )1(گیري در مدل  اگر در ارزیابی کارایی هر واحد تصمیم

  .آید دست میبه) پترسون -اندرسون( APابرکارایی 

گیري داراي ورودي یا خروجی صفر نباشد، آنگاه مدل  یک از واحدهاي تصمیم یچهاگر : 1قضیه 

  ].5[همواره شدنی است ) پترسون -اندرسون( APابرکارایی 

BCCدر مدل پوششی kDMUدر ارزیابی  :6تعریف  مجموعه مرجع، مجموعه تمام   

DMU1(هاي بهین مدل  هایی است که در یکی از جواب( ،*  متناظر با آن مخالف صفر

 : باشد  kDMUمجموعه مرجع  kEعبارت دیگر اگر به. باشد

�� = هاي جواب بهین  مدل(1) مثبت باشد� ����� λ متناظر ���� درحداقل  یکی از 
∗
}. 

ی ته یرغهمین دلیل مجموعه مرجع همواره واحد مرجع است، بهگیري داراي  هر واحد تصمیم

هاي مرجع، کارا DMUهمچنین تمامی . باشد خودواحدتواند  مرجع واحد کارا، می. است

ی، هاي کارا به دسته کاراي راسی، کاراي غیر راسDMU. هستند و روي مرز کارایی قرار دارند

که کاراي پاراتو باشد و مجموعه مرجع  DMUهر . شوند کاراي ضعیف و نقاط اتکا تقسیم می

تنها حذف . روي مرز کارایی است رأسآن تنها خودش باشد کاراي راسی است و متناظر با یک 

DMUدهد هاي کاراي راسی شکل مرز کارایی را تغییر می .kDMU  کاراي غیر راسی است

. اگر و فقط اگر به مفهوم پاراتو کارا بوده و مجموعه مرجع آن حداقل دو عضو داشته باشد

DMUکه روي مرز کارایی  چندهرکنند،  هاي کاراي غیر راسی شکل مرز کارایی را تعیین نمی

را  kDMU. هاي کاراي غیر راسی نیز، رئوس مرز کارایی نیستندDMUزیرا . اند قرار گرفته

نامند هرگاه روي مرز کارایی قرار داشته باشد اما داراي متغیر کمبود  کاراي ضعیف می

 ,i rs s  صفر باشد و در واقع روي قسمت آزاد مرز کارایی قرار داشته باشد،  غیرkDMU  را

  ].4[مرجع نباشد DMUگوییم هرگاه روي مرز کارایی قرار نداشته باشد و ناکارا می
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  نقاط اتکا و الگوریتم تشخیص آن -3

در واقع . سازند کاراي راسی هستند که مرز کارایی، ضعیف را میاي از واحدهاي  نقاط اتکا، دسته

 موردنظرکه واحد طوريتوان ورودي را افزایش و خروجی را کاهش دهیم؛ به در این نقاط می

شده  هایی براي تشخیص نقاط اتکا بیان با استفاده از تعریف نقاط اتکا الگوریتم. کارا باقی بماند

  ].2[ها است  نول و دولا یکی از این الگوریتمالگوریتم بوگ. ]6و  2[است 

مجموعه : 7تعریف   * * *, | ox y u y v x u  نامیم و آن را با  کننده میرا ابرصفحه تکیه

 * * *, , oH u v u دهیم که در آن  نشان می*u ،*v  و*
ou  دست به) 2(از حل مدل

  ].3[آیند می

 vTکران از ي بی یک نقطه اتکا است هرگاه به رویه kDMUواحد کاراي راسی  :8تعریف 

  ].2[متعلق باشد ) BCCمجموعه امکان تولید مدل (

  :شوند زیر براي نقاط اتکا، نتیجه می، خواص )8(با توجه به تعریف 

یک نقطه اتکا است اگر و فقط اگر به ابرصفحه  kDMUواحد کاراي راسی  - * * *, , oH u v u 

که طوريمتعلق باشد به * *,u v 2[ ها صفر باشد یافت شود که حداقل یکی از آن.[  

تصویر ساده آن ) تواند ورودي یا خروجی سیستم باشد که می( vTامین مؤلفه از iبا حذف  -

iآید و با نماد  دست میبه
vT واحد کاراي راسی . شود نشان داده میkDMU  یک نقطه اتکا

iفقط اگر به مرز حداقل یک تصویر ساده،است اگر و 
vT متعلق باشد.  

  ]:2[ بوگنول و دولا الگوریتم زیر را براي تشخیص نقاط اتکا ارائه دادند

  الگوریتم تشخیص نقاط اتکا  -3-1

فرض کنیم  | ,...,jA DMU j n 1 ها باشد مجموعه داده:  

,را براي ) 1(مدل ) 1مرحله      ,...,jDMU j n1 کنیم و مجموعه واحدهاي کاراي حل می

  .یابیمرا می A ،Eراسی

jDMUبراي ) گام اول E ،iE   را براي,...,i m1 یابیم که میiE  ي از ا رمجموعهیز

  . ام، کاراي راسی هستندiاست که در تصویر ساده  Aنقاط کاراي راسی 

m) گام دوم
i iE E

  1 یابیم، اگر را میjDMU E آنگاه ،jDMU یک نقطه اتکا است.  
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jDMU\اگر) گام سوم E E  وjDMU  روي مرز هر یک ازm  تصویر ساده باشد، آنگاه

  . یک نقطه اتکا است، در غیر این صورت نقطه اتکا نیست

  هاي سازاي فضا صفحهتفاده از ابرشناسایی نقاط اتکا با اس -4

شده، محاسبات زیادي را براي شناسایی نقاط اتکا  هایی که بیان که، در الگوریتمبا توجه به این

در این الگوریتم . کنیم باید انجام دهیم، الگوریتم دیگري را براي تشخیص نقاط اتکا پیشنهاد می

که یک نقطه اتکا روي اشتراك مرز با توجه به این. است شده گرفتهاز خواص نقاط اتکا کمک 

  .دهیم کارایی و قسمت آزاد مرز قرار دارد، یک روش براي تشخیص نقاط اتکا ارائه می

nSدر فضاي  xنقطه شدنی  :9تعریف  E  راسی است اگر و فقط اگر تلاقیn  ابرصفحه

  ].7[ مستقل خطی باشد

هاي سازاي آن  نقطه کاراي راسی یک نقطه اتکا است اگر و فقط اگر در ابرصفحه: 2قضیه 

  .حداقل یک ابرصفحه ضعیف وجود داشته باشد

ها ضعیف  ها که حداقل یکی از آن کنیم تلاقی ابرصفحه به برهان خلف فرض می ): اثبات

  :دهد دو حالت رخ می. باشد شده مشاهده DMUاست نقطه اتکا نباشد و یک 

 چون حداقل یکی از. غیر اتکا باشد کاراي راسی DMUها یک  تلاقی ابرصفحه) حالت اول

را توسط  DMUها ضعیف است، پس امکان افزایش ورودي و یا کاهش خروجی در  ابرصفحه

ماند که با فرض غیر اتکا بودن این کارا باقی می DMUکه  ابرصفحه ضعیف داریم درحالی

DMU تناقض دارد.  

 9این حالت با تعریف . غیر اتکا باشد کاراي ضعیف DMUها یک  رصفحهتلاقی اب )حالت دوم

  .استهاي سازاي فضا یک نقطه کاراي راسی  در تناقض است؛ زیرا تلاقی ابرصفحه

 ( چونDMU  نقطه اتکا است، پس امکان افزایش ورودي یا کاهش خروجی را در

DMU امکان افزایش ورودي یا کاهش خروجی در صورتی . به نحوي که کارا باقی بماند، داریم

 صفر باشد به عبارت دیگر) متغیرها(وجود دارد که در مدل مضربی حداقل یکی از مضارب 

iv    یا iu   پس یک ابرصفحه ضعیف متناظر باiv    یاiu   وجود دارد .  

در این روش . دست آوردتوان نقاط اتکا را به هاي سازاي فضا می بنابراین با استفاده از ابرصفحه

هاي قوي و ضعیف مجموعه امکان تولید را  باید ابتدا تمامی ابرصفحهبراي شناسایی نقاط اتکا، 

توان نقاط اتکا  ها، می ي ضعیف با دیگر ابرصفحه سپس با تلاقی ابرصفحه .]9و  8[دست آورد به

بنابراین براي یافتن نقاط اتکا باید محاسبات زیادي را انجام داد که یکی از . دست آوردرا به

  .استمعایب این روش 
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  شده تشخیص نقاط اتکا با استفاده از مدل جدید ابرکارایی اصلاح -5

دهیم که نسبت به  در این بخش روش جدیدي را براي تشخیص نقاط اتکا پیشنهاد می

رساند و براي شناسایی نقاط اتکا نیاز به حل  تر به جواب می هاي ذکرشده ما را سریع روش

با توجه به دیگر خواص نقاط اتکا روش جدیدي  در این بخش نیز. تعدادي زیادي مسئله ندارد

  .کنیم را براي تشخیص نقاط اتکا پیشنهاد می

توان  که نقاط اتکا، واحدهاي کاراي راسی هستند که ورودي این نقاط را میبا توجه به این

که نقطه جدید هنوز کارا بماند و روي مرز کارایی قرار  افزایش و خروجی را کاهش داد درحالی

در این صورت اگر . باشد داشته ,k k kDMU x y  یک نقطه اتکا باشد وT  مرز کارایی

BCC ،در مدل  , ,..., n    1 و  2 , ,..., n       1   باشد، آنگاه  2

   , : , . ,k k k kx y T s t x y T          . 

*بنابراین براي تشخیص نقاط اتکا باید ویژگی   و  1   * *, ,s s      در واحدهاي

همین جهت مدل زیر را براي تشخیص نقاط اتکا حل به. کاراي راسی وجود داشته باشد

  :کنیم می

 

 

 
,

,

max ,

. .

, , .

j j k k kj E j k

j j k k kj E j k

jj E

j

s t x x x

y y y

 

   

   



  

 

 





   

    



  





 1

  

)3                    (  

  :گیریم براي خطی سازي مدل تغییر متغیر زیر را در نظر می. استیک مدل غیرخطی ) 3(مدل 

 max , , ,

.

k k

k k

k k

z       

    

     

   

    

      

1

1

 

  : آید دست میبه) 4(، مدل خطی )3(با جایگذاري در مدل 
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max

. .

, , , , , .

j j kj E

j j kj E

jj E

j

z

s t x x

y y

z

z

z

  

  



 

 





    







  

  









 

     





 1

     

 )4                    (  

  :خواهیم داشت )4(با در نظر گرفتن ابرکارایی براي مدل 

,

,

,

max

. .

, , , , , .

j j kj E j k

j j kj E j k

jj E j k

j

z

s t x x

y y

z

z

z

  

  



 

 





    

 

 

 

  

  









 

     





 1

     

)5               (  

  .نامیم شده می را مدل ابرکارایی اصلاح )5(مدل 

  .توان نقاط اتکا را شناسایی کرد می 3با استفاده از قضیه 

یک نقطه  kDMU. هاي کاراي قوي را در نظر بگیریمDMUشامل  �مجموعه  :3قضیه 

kاگر و فقط اگر براي  استاتکا  E شده، نشدنی باشد مدل ابرکارایی اصلاح.  

):اثبات مدل ابرکارایی به فرض خلاف که . یک نقطه اتکا باشد kDMUکنیم  فرض   

  :خواهیم داشتشده،  مدل ابرکارایی اصلاحدر این صورت بنا به قیود . شدنی باشدشده،  اصلاح
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   
 

 

,

,

ˆ ˆ ˆ, . .

ˆ ˆ

ˆ ˆ, .

j j k kj E j k

j j k kj E j k

k k

s t x x

x x

    

  

   

 

 

   

   

    





1

1

1 1 

 

با تعریف  ˆ ˆ
k 1    به نحوي کهˆ  ، خواهیم داشت:  

,
ˆ ˆ

j j kj E j k
x x

 
    . 

ˆدر این صورت 
kx   ورودي یک نقطه غیر راسی است؛ زیرا از ترکیب محدب ورودي سایر

DMUوجود آمده است، که این با نقطه اتکا بودن ها بهkDMU در تناقض است.  

ˆحال اگر 
k 1  در این صورت ˆ

k 1   در نتیجه ،
,

ˆ
j j kj E j k
x x

 
  . بنابراین

kx  ورودي یک نقطه غیر راسی است؛ زیرا از ترکیب محدب ورودي سایرDMUوجود ها به

  .در تناقض است kDMUآمده است، که این با نقطه اتکا و راسی بودن 

)براي اثبات راسی غیر اتکا  kDMUکنیم  فرض می. کنیم ، عکس نقیض آن را ثابت می 

غیر  kDMUچون . شده، شدنی است کنیم در این صورت مدل ابرکارایی اصلاح باشد، ثابت می

اتکا است با حذف این واحد و قرار دادن واحد  / ,k kk
DMU x y     جاي آن، به

عنوان کاراي راسی نخواهد بود و نسبت به مرز قبلی روي مرز کارایی نخواهد  به دیگر این واحد

و  البته باید توجه داشت که . بود  اي انتخاب شوند که واحد  گونه به/k
DMU  ،جدید

  .باشد kDMUخارج از ناحیه پایداري واحد کاراي راسی 

k/براي سنجش کارایی  BCCبا در نظر گرفتن مدل 
DMU خواهیم داشت:  

.

j j k k i kj k

j j k k r kj k

jj k

x x s x

y y s y

  

  













    

     






 1

)6                                       (  

k/اگر ) حالت اول
DMU عنوان واحد مرجع خود  تواند به واحد ناکارا باشد، در این صورت نمی

kباشد و در نتیجه 
  .  داریم) 6(پس در مدل:  
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.

j j i kj k

j j r kj k

jj k

x s x

y s y

 

 













  

  






 1

)7                    (                               

iگیریم  در نظر می ks     وr ks    .  

شوند، پس به ازاي واحدهاي  عنوان مرجع انتخاب می چون همیشه واحدهاي کاراي قوي به

,) Eمجموعه (کاراي قوي  jj E   . صورت زیر بازنویسی  توان به را می) 7(پس مدل

  :کرد

,

,

,
.

j j kj E j k

j j kj E j k

jj E j k

x x

y y

  

  



 

 

 

  

  






 1

)8                                           (  

به ازاي واحد ناکارا شدنی است، ) پترسون -اندرسون( APکه مدل ابرکارایی با توجه به این

 )8(شود مدل  مشاهده می. است، همواره شدنی است APکه یک مدل ابرکارایی ) 8(مدل 

شده است که یک جواب شدنی  همان مدل ابرکارایی اصلاح , , , ,j i rs s        

  .، شدنی استشده پس مدل ابرکارایی اصلاح. دارد

k/اگر ) حالت دوم
DMU  ي غیر راسی باشد، آنگاه براي واحدهاي مرجع آن جواب کاراواحد

هاي دگرین، جوابی را در نظر گرفت که در آن  توان از بین جواب می. دگرین وجود دارد
ˆ. k    توان فقط واحدهاي کاراي راسی را  وجود خواهد داشت؛ زیرا می حتماًچنین جوابی

  :صورت زیر نوشت توان به را می) 6(پس مدل . عنوان مرجع در نظر گرفت به

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ .

j j i kj k

j j r kj k

jj k

x s x

y s y

 

 













  

  







 1

)9                                           (  

ˆآن چون جوابی که در 
k
   اند، در  عنوان مرجع انتخاب شده ي کاراي راسی بهو بقیه واحدها

  :صورت زیر نوشت توان به را می )9(ایم، پس مدل  نظر گرفته
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,

,

,

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ .

j j kj E j k

j j kj E j k

jj E j k

x x

y y

  

  



 

 

 

  

  







 1

)10                                      (  

است که به ازاي واحد کاراي غیر راسی، شدنی است و نیز براي  APیی ابرکارامدل ) 10(مدل 

ˆجواب شدنی  بالا مدل ˆ , ,rs     وˆ ˆ ˆ,j is    وجود دارد که یک جواب شدنی براي

  .بنابراین این مدل شدنی است. شده است ابرکارایی اصلاح

است اگر و فقط اگر براي  اتکا یرغیک نقطه  kDMUتوان نتیجه گرفت  می 3با توجه به قضیه 

k E شده، شدنی باشد مدل ابرکارایی اصلاح.  

  .شده در صورت شدنی بودن، نامحدود است مدل ابرکارایی اصلاح :تذکر

با دو ورودي و یک خروجی را مطابق ) DMU(گیري  واحد تصمیم 9تعداد : مثال عددي

نتایج را تعیین نموده،  DMU، کارایی BCCبا استفاده از مدل . یدرینظر بگدر  1جدول 

,دهد نشان می , , ,jDMU j 1 2 3 که  گونه همانبراي تعیین نقاط اتکا، . کاراي قوي هستند 7

و  2شده به ازاي واحدهاي کاراي قوي  آمده است جواب بهین مدل ابرکارایی اصلاح 2در جدول 

دهد این دو واحد نقطه اتکا  نشدنی است که نشان می 3و  1ي واحدهاي به ازابینهایت و  7

DMUو  DMU1هاي ذکرشده  علاوه با استفاده از روشبه. باشند می نقاط اتکا شناخته  3

 .اند شده

  گیري هاي ورودي و خروجی واحدهاي تصمیم داده :1جدول

2ورودي خروجی 1ورودي    DMU 2ورودي خروجی  1ورودي    DMU  
1  
1  
1  

1  

1  
3  
3  

3  

6  
1/5  
3  

6  

6  
7  
8  

9  

1  
1  
1  
1  
1  

4  
2  
1  
5  
5  

1  
2  
5  
6  
1  

1  
2  
3  
4  
5 
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 بندي واحدها دسته :2جدول

  DMUنوع 
جواب بهین مدل ابرکارایی 

  DMU  شده اصلاح

  نقطه اتکا

  راسی

  نقطه اتکا

  ناکارا

  کاراي ضعیف

  کاراي ضعیف

  کاراي غیر راسی

  ناکارا

  ناکارا

  نشدنی

  )شدنی(بینهایت 

  نشدنی

-  

-  

-  

  )شدنی(بینهایت 

-  

-  

1  

2  

3  

4  

5  

6  

7  

8  

9  

  شناسایی نقاط اتکا با استفاده از بازه کارایی - 6

توان براي تشخیص نقاط اتکا از بازه کارایی و ناکارایی نیز کمک گرفت زیرا طبق بررسی  می

شده نقاط اتکا واحدهاي کاراي راسی هستند که کمترین بازه کارایی را در بین واحدهاي  انجام

کنیم که  یشنهاد میپ DMUبراي این کار ابتدا یک بازه کارایی براي هر . کاراي راسی دارند

عنوان کارایی  دار شده به ورودي است که بهشامل همه مقادیر ممکن براي نسبت خروجی وزن

کران بالاي کارایی از دیدگاه . آید دست میدر این صورت یک بازه کارایی به. شود محسوب می

با ] 10[انش در انتانی و همکار. آید دست میین و کران پایین کارایی از دیدگاه بدبین بهب خوش

سازي تابع یممنیمدست آوردند و با ، کران بالایی کارایی را بهCCRماکسیمم سازي مدل 

-از معایب روش انتانی براي به. دست آوردندهدف و با دیدگاه بدبین کران پایین کارایی را به

یک واحدهاي کاراي ضعیف از که این روش قادر به تفک است ینادست آوردن بازه کارایی 

به همین خاطر . خوریم یست و در نتیجه در تشخیص نقاط اتکا به مشکل برمینکاراي راسی 

   .کنیم استفاده می RAMبراي رفع این مشکل از مدل غیر شعاعی 

  RAMبازه کارایی با استفاده از مدل  - 1- 6

هاي شعاعی که مدلبا توجه به این. ]11[است  DEAیک مدل غیر شعاعی در  RAMمدل 

دست آوردن بازه کارایی و یست، براي بهنکاراي راسی و کارایی ضعیف  DMUقادر به تفکیک 

  :است RAM، مدل )11(مدل . کنیم استفاده می RAMناکارایی از مدل غیر شعاعی 
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  :آید دست میبه) 12(با استفاده از مدل جمعی، کران بالاي کارایی از مدل 
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  :شود براي محاسبه کران پایین کارایی نیز از مدل زیر استفاده می
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را حل نموده و کران پایین ) 13(مدل  ،oDMUجز ها بهDMUدر واقع براي تمامی 

 :گردد یمصورت زیر تعیین  کارایی به
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  RAMبازه ناکارایی با استفاده از مدل  - 2- 6

صورت زیر بیان بر اساس خواصی که در مدل شعاعی بیان شد، کران بالاي ناکارایی را به

  :کنیم می

*
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)16                                    (  

شود و کران پایین ناکارایی از  حل می oDMUجز ها بهDMUبراي تمامی ) 16(مدل 

  :دیآ یم به دست) 17(عبارت 

* min .IE IE
j o ojo

   )17                                                 (  

توان نقاط اتکا را مشخص کرد؛ به این صورت که ابتدا  حال با استفاده از بازه کارایی می

در مدل بازه کارایی واحدهایی کاراي راسی هستند . کنیم واحدهاي کاراي راسی را مشخص می

کنیم؛  سپس نقاط اتکا را مشخص می. برابر با صفر است RAMکه کران بالاي کارایی در مدل 

به این صورت که  نقاط اتکا واحدهاي کاراي راسی هستند که کمترین بازه کارایی را دارا 

دست آوردن کران پایین واحدهاي کاراي این روش نیز داراي معایبی است زیرا به. باشند می

  . مسئله دارد nحتیاج به حل راسی براي تشخیص نقاط اتکا، ا

)گیري  را براي نه واحد تصمیم 1ي جدول ها داده: مثال عددي )DMU  که هر یک داراي دو

بازه کارایی و ناکارایی با استفاده از مدل . ورودي و یک خروجی هستند را در نظر بگیرید

CCR وRAM  است شده داده 3در جدول.  



  76                            مقدمزهرا الهیو  سلجوقیزادهفرانک حسین

 

  ي کارایی و ناکارایی  بازه :3جدول 

    BCCکارایی  RAMکارایی مدل 

  DMU  DMUنوع   بازه کارایی  بازه ناکارایی  بازه کارایی  بازه ناکارایی

 , /01 25   , /00 25   / , /0 16 0 8    / ,0 25   1  نقطه اتکا   1

 , /01 55  , /00 45  / , /0 33 0 4    / ,0 5 1   2  راسی  

 , /01 2  , /00 25  / , /0 2 0 83    / ,0 2 1   3  نقطه اتکا  

 , /00 5  , /01 55  ,1 1    / , /0 16 0 38   4  ناکارا  

 / ,0 25 1  / ,0 25 1   / ,0 16 1    / ,0 2 1   5  کاراي ضعیف  

 / ,0 2 1  / , /0 2 0 5  / ,0 2 1    / ,0 16   6  کاراي ضعیف   1

 , /01 4  , /00 3  / , /0 25 0 6    / ,0 33 1   7  کاراي غیر راسی  

 / , /0 3 1 1  / , /0 45 0 6  / , /0 5 0 6    / , /0 33 0   8  ناکارا 66

 / , /0 5 0 5  / , /0 5 1 05  / ,0 6 1   / , /0 16 0   9  ناکارا   53

DMUشود، در کارایی شعاعی  مشاهده می 3گونه که در جدول  همان DMUو  5 کاراي  6

DMU1، DMUباشند ولی داراي کران بالاي مساوي با واحدهاي کاراي راسی ضعیف می و 2

DMU DMU1 ،DMUواحدهاي کاراي راسی  RAMهستند و نیز در کارایی مدل  3 2،

DMU DMUو واحد کاراي غیر راسی  3  نقاطهمچنین . داراي کران پایین صفر هستند 7

DMUو  DMU1اتکا    .باشند داراي کمترین بازه کارایی می 3

  گیري نتیجه - 7

هاي ناکارا، کاراي ضعیف، کاراي غیر راسی و کاراي غیر راسی  گیري به دسته هاي تصمیمواحد

. کنیم ي جدیدي از واحدها را  به نام نقاط اتکا بیان می در این مقاله دسته. شوند تقسیم می

در واقع نقاط اتکا . سازند نقاط اتکا واحدهاي کاراي راسی هستند که مرز کارایی ضعیف را می

بنابراین در ساخت مرز ضعیف کارایی . تراك مرز کارایی و قسمت آزاد مرز قرار دارندروي اش

اي را  محل قرار گرفتن این نقاط در مرز کارایی خصوصیات ویژه. کنند نقش مهمی را ایفا می

که حذف نقاط اتکا باعث تغییر مجموعه امکان تولید از جمله این. دارد به دنبالبراي این نقاط 

یک نقطه اتکا این ویژگی را نیز دارا است که با تغییر در ورودي و خروجی آن، نقطه . شود می

جاي یک واحد بخواهیم واحدي بدتر یعنی ورودي جدید هنوز روي مرز است؛ یعنی اگر به

بیشتر یا خروجی کمتر جایگزین کنیم، یک نقطه اتکا بهترین گزینه است؛ زیرا نقطه جدید 
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با توجه به خواص ذکرشده براي نقاط اتکا روشی که با محاسبات . تهنوز روي مرز کارایی اس

هاي  ها و روش در این مقاله الگوریتم. سزایی داردتر این نقاط را تشخیص دهد اهمیت بهکم

چون . است که از نظر حجم محاسبات متفاوت است شده انیبمختلفی براي شناسایی نقاط اتکا 

هایی را براي  ت براي رسیدن به نقاط اتکا زیاد است، روششده محاسبا هاي بیان در الگوریتم

هاي ذکرشده، روش ابرکارایی  از میان روش. دهیم تر این نقاط پیشنهاد می تشخیص سریع

  .کنیم تر این نقاط را شناسایی می شده داراي محاسبات کمتري است و سریع اصلاح
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A New Model for Determining Anchor Points in Data Envelopment 
Analysis 
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Abstract 

Data envelopment analysis (DEA) is a method for evaluating performance of 
organizations  and  decision  making  units  (DMUs).  This  method  divide 
decision making units (DMUs) in four different categories: inefficient, weak 
efficient,  extreme  efficient  and  non-extreme  efficient.  In  this  paper,  we 
investigate  a  new  DMU category  which  called  "anchor  point".  An  anchor 
point  places  on  common  region  between  the  efficiency  frontier  and  free-
disposability. Indeed, an anchor point is extreme efficient which makes weak 
efficiency  frontier.  Omission  of  the  anchor  points  will  change  efficiency 
frontier  and  eliminate  a  region  of  generating  possibility  set.  Anchor  point 
also  has  another  characteristic,  changing  its  input  or  output  will  change 
efficiency  frontier  and  by  increasing  input  or  decreasing  output,  the  new 
point  will  be  still  on  frontier  and  is  extreme  efficient.  Therefore,  the 
characteristics  of  the  anchor  point  demonstrate  its  importance.  As  for  its 
importance, we propose faster methods to identify these points. At first, we 
express  identifying  algorithms  for  these  points  and  then  by  using  their 
characteristics,  we  propose  some  methods  like  supper  efficiency  method 
which identifies anchor points by using less calculation than others. We will 
give a numerical  example  to  explain proposed method and compare  it with 
other methods. 

Keywords: Data Envelopment Analysis, Anchor Point, Efficiency Frontier, 
Hyperplane, Supper  Efficiency. 
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