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 30/9/1393تاریخ پذیرش    22/11/1392 :تاریخ دریافت

بر متغیر پاسخ در  تأثیرگذارآوردن بهترین متغیرهاي کمکی  به دستهدف این مقاله : چکیده
لازم به . وجود دارد مسئلهتحت شرایطی است که تابع تاوانیده نیز در  نیم پارامتريهاي  مدل

که  شده ارائهضرایب متغیرهاي موجود در هر مدل  عنوان بهذکر است که ترکیبی از پارامترها 
لاجرم . تأثیرگذارندتابعک بر متغیر پاسخ  صورت بهخطی و بعضی دیگر  صورت به ها آنبرخی از 

لذا در این . است قرارگرفتهمدنظر  مسئلهحل بهینه در حل  راه یک وانعن به نیم پارامتريروش 
 موردبررسیآمیخته متناهی  نیم پارامتريیافته  هاي تعمیم انتخاب متغیر را در مدل مسئلهمقاله 

ناپارامتري مدل و انتخاب متغیر  مؤلفهخود شامل انتخاب مدل در  مسئلهاین . قرار خواهیم داد
ناپارامتري هر  مؤلفههاي مجزایی براي هر  بنابراین با انتخاب مدل. شود در بخش پارامتري می

هاي انتخاب  غلبه بر این بار محاسباتی بالا، کلاسی از رویه منظور به. زیر مدل مواجه خواهیم بود
نشان . آمیخته متناهی معرفی خواهیم کرد نیم پارامتريیافته  هاي تعمیم متغیر را براي مدل

سازي  همچنین به کمک شبیه. یکرد جدید براي انتخاب متغیر، سازگار استخواهیم داد رو
هاي موجود را بهبود  نشان خواهیم داد روش پیشنهادي از کارایی مناسبی برخوردار بوده و روش

 .بخشد و علاوه بر این به توان محاسباتی کمتري نیاز دارد می
  .، مدل آمیخته متناهینیم پارامتريانتخاب متغیر، درستنمایی تاوانیده، مدل  :هاي کلیديواژه

     12J62 ):2010(ي ریاضی بند رده
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 مقدمه -1

. کند هاي آمار است و انتخاب متغیر نقشی اساسی در آن ایفا می ترین فن سازي یکی از مهم مدل
تعداد زیادي  معمولاًسازي،  هاي ممکن مدل منظور کاستن از شدت اریبی در مسائل کاربردي به

منظور افزایش  از سوي دیگر، به. شوند  سازي معرفی می از متغیرهاي کمکی در مراحل اولیه مدل
و انتخاب  گام به گامدار، آماردانان اغلب از حذف  یرهاي معنیبینی و انتخاب متغ قابلیت پیش

 .کنند بهترین زیرمجموعه استفاده می
شوند، اما خطاهاي تصادفی ذاتی را در مرحله  ها در عمل مفید واقع می اگرچه کاربرد این روش

  علاوه. تغیرقابل درك اس تقریباً ها آنبنابراین خواص نظري . گیرند انتخاب متغیرها نادیده می
فقدان  ها آنترین  دارند، که مهم ضعف نقطهبر این، انتخاب بهترین زیرمجموعه متغیرها چندین 

بر بودن و  توان به زمان همچنین می). مراجعه کنید] 1[مثال به  عنوان به(پایداري است 
 .ها نیز اشاره کرد مشکلات محاسباتی این روش

بر را  اي یکپارچهروش ] 2[مان متغیرها، فن و لی انتخاب خودکار و همز منظور بهدر تلاشی 
هاي دوم  هاي کمترین توان روش«. اند هاي دوم تاوانیده پیشنهاد داده کمترین توان اساس

دار را انتخاب کنند، در  صورت خودکار و همزمان متغیرهاي معنی توانند به تاوانیده که می
  »]3. [ندا اي برخوردار شده هاي اخیر از اقبال گسترده سال

توسط  1LASSOدر  L1تاوان. اند انتخاب متغیر معرفی شده ◌ٴ درزمینهتوابع تاوان متنوعی 
روش ] 2[فن و لی . ها شد ترین تاوان معرفی شد و تبدیل به یکی از محبوب] 4[تیبشیرانی 

. بود 3اراکلرا معرفی کردند که داراي خاصیت ) SCAD( 2هموار مختصر شدهانحراف مطلق 
هاي جدیدي توسط آنان  مطالعه گردیده و الگوریتم] 8-5و  2[توسط  SCADخصوصیات 
هاي سازوار براي  را با استفاده از وزن) ALASSO( 4سازوار LASSO] 9[زو . است تولیدشده

منابع . ه استی کردآن را بررس اراکلمعرفی و خصوصیت  LASSOضرایب مختلف تاوان در 
از اندازه نمونه  تر بزرگها  اند که بعد داده انتخاب متغیر را در حالتی مطالعه کرده] 11و 10[

] 12[هاي رگرسیون آمیخته متناهی توسط  اي از توابع تاوان در مدل همچنین گستره. است
  .است شده یبررس

هاي حاصل از  بندي داده براي مدلپذیري  هاي آمیخته متناهی ابزار انعطاف از سوي دیگر، مدل
شناسی،  بسیاري از جمله زیست هاي ینهزم درها،  این مدل. اند جوامع ناهمگون فراهم ساخته

                                                                                                                                         
1- Least Absolute Shrinkage and Selection Operator 
2- Smoothly Clipped Absolute Deviation 
3- Oracle 
4- Adaptive Least Absolute Shrinkage and Selection Operator 
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هاي  مرور جامعی از مدل] 13[کتاب . اند قرارگرفته مورداستفادهژنتیک، مهندسی و بازاریابی 
با یک توزیع آمیخته متناهی  زمانی که یک متغیر تصادفی. آمیخته متناهی را در برگرفته است

دست به) FMR( 1به متغیرهاي کمکی خاصی وابسته است، یک مدل رگرسیون آمیخته متناهی
هاي  که داده هستندهاي رگرسیون آمیخته متناهی زمانی مناسب  بنابراین مدل. آید می

یت زمانی این وضع. رگرسیون به دو یا چند گروه مشاهده نشده تعلق داشته و یا ناهمگن باشند
 . هاي رگرسیون در هر گروه متمایزند رخ خواهد داد که اعتقاد داریم مدل

اي را  هاي اخیر توجه ویژه هاي رگرسیون آمیخته متناهی در سال مسئله انتخاب متغیر در مدل
هاي انتخاب بهترین زیرمجموعه، مانند معیار اطلاعات  روش. به خود اختصاص داده است

 ها آن شده اصلاحهاي  و حالت] 15[ BICو معیار اطلاعات بیزي یا ] AIC ]14آکاییک یا 
حتی براي  هرحال به. اند قرارگرفته موردمطالعههاي رگرسیون آمیخته متناهی  مدل ◌ٴ درزمینه

هاي  ها و متغیرهاي کمکی، روش هاي رگرسیون آمیخته متناهی با تعداد متوسط مؤلفه مدل
 .اند باتی مشکلمحاس ازنظرانتخاب بهترین زیرمجموعه 

طور خاص  به] 5و  2[ SCADو ] 16و  LASSO ]4هاي جدید انتخاب متغیر، مانند  روش
از میان سایر  .هاي رگرسیون آمیخته متناهی مفید هستند براي انتخاب متغیر در ساختار مدل

وو و لیو  3، الگوریتم تفاضل محدب]17[در یوان و لین  یمنف یرغ 2توان به گروت ها می روش
چو و فریزلویسز  5و روش تیلتینگ] 18[ناپارامتري فن و همکاران  4، رویه غربال مستقل]8[
 .اشاره کرد] 19[

LASSO  وSCAD هاي انتخاب متغیر سنتی هستند که متغیرهاي  از این نظر متفاوت از روش
و برخلاف  کنند میصفر از مدل حذف  عنوان به ها آناثرات  برآوردرا با  دار یمعن یرغکمکی 
منطقی  صورت به ها آنتوانند در مسائلی که بعد  هاي انتخاب بهترین زیرمجموعه، می روش

هاي  جدید انتخاب متغیر در مدل رویه یک، ]12[خلیلی و چن . بالاست، به کار گرفته شوند
 . اند ها طراحی کرده رگرسیون آمیخته متناهی را بر اساس این روش

مقابله  راه یک. توان یک ارتباط خطی را براي تمام متغیرها فرض کرد نمیگاهی اوقات  هرحال به
سازي پارامتري و  است که مزایاي مدل نیم پارامتريهاي  با چنین وضعیتی استفاده از مدل

 . اند قرارگرفتهاي  ویژه موردتوجههاي اخیر  کنند و در سال ناپارامتري را حفظ می

                                                                                                                                         
1- Finite Mixture of Regression 
2- Garrote 
3- Difference Convex Algorithm 
4- Independence Screening 
5- Titling 
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آمیخته متناهی هاي رگرسیون  انتخاب متغیر در مدل مسئلهجامع  مرور بهنیز ] 20[خلیلی 
 . پرداخته است

اند که  را بررسی کرده 1هاي خطی با اثرات آمیخته آمیخته متناهی مدل] 21[دو و همکاران 
. سازي رگرسیون طولی در صورت وجود ناهمگنی در اثرات تصادفی و ثابت مفید است براي مدل

هاي انتخاب متغیر معمول پاسخگو نخواهد بود،  روش یرهامتغتعداد با توجه به اینکه با افزایش 
 EMقرار داده و جهت کارایی محاسبات از الگوریتم  مدنظرآنان رویکرد درستنمایی تاوانیده را 

 .اند استفاده کرده 2آشیانی

آمیخته متناهی  نیم پارامتريهاي  مسئله انتخاب متغیر را در مدل] 22[ارمز و اسکندري 
توسط آنان متفاوت از  شده گرفتهتوجه داشته باشید چارچوب در نظر . اند عه کردهمطال

 .توان به شرح زیر بیان نمود و مقاله حاضر را می] 22[موارد اختلاف بین . اینجاست
وجود ندارد، اما ] 22[در  شده ارائههاي  در تمام خانواده لزوماً یريپذ ییشناسامفهوم  -1

انتخاب خانواده نمایی طبق قضایایی که در ادامه آورده خواهد در این مقاله با توجه به 
 .دشو شد، تضمین می

بر اساس تعریف نلدر و  شده یمعرفدر این مقاله یک تابع  مورداستفاده h(.)تابع ربط  -2
این مطلب اثر خود را . چنین نیست لزوماً] 22[در  که یدرصورت. است] 23[وادربرن 
 برآوردتوانیم  زیرا در این مقاله می. دهد نشان می شده اثباتیج قضایاي حدي در نتا

)پارامتر  , , ) { ( ) }t t
k k ku h ux z x z β1  این  که یدرصورتآوریم  به دسترا

 .پذیر نیست امکان] 22[در  لزوماًموضوع 

 پارامترينیم یافته  هاي تعمیم بنابراین هدف این مقاله مطالعه مسئله انتخاب متغیر در مدل
لذا در این مقاله علاوه بر . آمیخته متناهی است نیم پارامتريهاي  جاي مدل آمیخته متناهی به

نیم هاي  مدل يجا به نیم پارامتريیافته  هاي تعمیم مدل نظر گرفتنمعرفی مدلی جدید و در 
تري  صورت دقیق هاي آمیخته را به مدل شناسایی پذیري مسئله، قادر خواهیم بود پارامتري

 .است شده یمتنظبدین منظور ادامه مقاله به شکل زیر . بررسی کنیم
شناسایی . کنیم آمیخته متناهی را معرفی می نیم پارامتريیافته  هاي تعمیم مدل 2در بخش 

. رویکرد انتخاب متغیر را ارائه خواهیم کرد 4در بخش . شود  بررسی می 3مدل در بخش  پذیري
و حل عددي  EMالگوریتم  2-4تنمایی تاوانیده و در بخش درس 1-4بدین منظور در بخش 

 يمنظم سازپارامترهاي  انتخاببه  3-4بخش . قرار خواهیم داد موردبررسیگرها را برآورد

                                                                                                                                         
1- Finite Mixtures of Linear Mixed-Effects Models 
2- Nested 
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شوند و  مطالعه می 5خواص مجانبی روش پیشنهادي در بخش اختصاص خواهد یافت و 
 .سازي مطالعه خواهیم کرد شبیهخصوصیات روش پیشنهادي را به کمک  6، در بخش یتدرنها

 نیم پارامتريیافته  هاي آمیخته متناهی تعمیم مدل -2
)متغیر پاسخ موردنظر و  Y فرض کنید , , )u x z بر  بردار متغیرهاي کمکی داراي اثر احتمالی

Y  باشد که, , , t
dx x xx 1 2 ،, , , t

Pz z zz 1 مدل . تکی است یک متغیر uو  2
 .شود به شکل زیر تعریف می نیم پارامتري یافته یمتعمآمیخته متناهی 

}فرض کنید  :1تعریف  ( ; , );( , ) ( , )}G f y , هاي  اي از چگالی خانواده ,{(
پارامتر پراکندگی  و  Rباشد که  متناهی - اندازه بهنسبت  Y احتمال پارامتري

)گوییم . است , , , )u Yx z  از مرتبه نیم پارامتري یافته تعمیماز مدل آمیخته متناهی K 
) شرط به Yکند هرگاه تابع چگالی  تبعیت می , , )ux z داراي فرم 

)1                            (( ; , ) ( ; ( , , ), )
K

k k k k
k

f y f y ux Ψ x z
1

 

 به شکل  h(.)باشد که میانگین هر مؤلفه به ازاي یک تابع ربط مشخص 
( , , ) { ( ) } , , ,t t

k k ku h u k Kx z x z β1 1 2 
). است . )α 1 بردار توابع ضرایب رگرسیون هموار مجهول است و( , , )t

k k kPβ ،
( , , , , , , , )K KΨ α α β β π1 1 ،( , ,tk kα 1 ،1( , ,tK  و

( , , )t
Kπ 1 1. 

ضرایب متغیرهاي موجود در هر  عنوان بهترکیبی از پارامترها ) 1(لازم به ذکر است که در مدل 
تابعک بر متغیر پاسخ  صورت بهخطی و بعضی دیگر  صورت به ها آنکه برخی از  شده ارائهمدل 

 .است نیم پارامتريو لذا این مدل، مدلی  تأثیرگذارند

و  kهمچنین فرض کنید 
K

k
k 1

1 .kf  تابع چگالی مشخص مؤلفه است و در اینجا
هاي  کنیم که چگالی همچنین در اینجا فرض می. شود عضو خانواده نمایی در نظر گرفته می

kfکنند، یعنی  ها به ازاي هر مؤلفه از خانواده پارامتري یکسانی پیروي می مؤلفه f . در این
 مایی را به فرم مقاله چگالی توزیعی از خانواده ن

( ) ( )( ; , ) ( , )
( )

T y Af y d y exp
c
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 .توابع مشخصی هستند d(.)و  A ،(.)c(.)گیریم که در آن  در نظر می
را  ها آنهاي آمیختگی را وابسته به متغیرهاي کمکی در نظر گرفته و  توانیم احتمال اگرچه می

ها به  کنیم که احتمال فرض می پس ینازابه جهت سادگی ارائه مطلب  وجود ینبااکنیم،  برآورد
باز باقی خواهد ماند که  مسئلهیک  عنوان به نخستلذا حالت . متغیرهاي کمکی وابسته نیستند

 .در حال حاضر مشغول مطالعه آن هستیم
. کند آمیخته متناهی را ترکیب می هاي و مدل نیم پارامتريهاي  هاي مدل این مدل مشخصه

هاي رگرسیون، رابطه بین متغیر پاسخ و  بنابراین مشابه هر مدل آمیخته متناهی یا مدل
از سوي دیگر، توزیع شرطی متغیر پاسخ . کند اي از متغیرهاي کمکی را مطالعه می مجموعه

 .متغیرهاي کمکی، یک آمیخته متناهی است شرط به

 شناسایی پذیري -3
. هاست آن شناسایی پذیريهاي آمیخته متناهی،  مدل مسائلدانیم یکی از  که می گونه همان

اي از مقادیر پارامترها توزیع مشابهی را  گویم هرگاه هیچ دو مجموعه یرپذ ییشناسایک مدل را 
 ،لازم است که نگاشت فضاي پارامتر به فضاي مدل شناسایی پذیريبراي . به دست ندهند

یعنی براي هر مدل در فضاي مدل، یک بردار پارامتر یکتا در فضاي پارامتر . باشد یک به یک
 .وجود داشته باشد که به مدل نگاشته شده باشد

را در ) 1(با تابع چگالی شرطی  نیم پارامتريیافته  یک مدل آمیخته متناهی تعمیم :2تعریف
را  نیم پارامتريیافته  به ازاي یک ماتریس طرح معلوم، مدل آمیخته متناهی تعمیم. نظر بگیرید

 رابطه  Ψو  Ψ گوییم هرگاه به ازاي هر دو پارامتر شناسایی پذیر
*

( ; ( , , ), ) ( ; ( , , ), )
K K

k k i i i k k k i i i k
k k

f y u f y ux z x z
1 1

 

,ازاي  به ,i n1 و تمامی مقادیر ممکن y دهد  به دستK K  وΨ Ψ.  شناسایی
تابع چگالی یکسانی  ،اي از مقادیر متفاوت پارامترها بدان معناست که هیچ دو مجموعه پذیري
Ψدر تعریف فوق  هرحال به. ندارند Ψ را ] 26و  24([کنیم  را تا یک جایگشت تفسیر می

 .)دمشاهده کنی
اي باشد که  مؤلفه K هاي فضاي پارامترهاي پذیرفتنی براي آمیخته در ادامه فرض کنید 

 . کنند در شرایط زیر صدق می

, ,k k K1  )2                                                   (  
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, { , , }: k lk l K k l1  )3        (                                       
هاي تهی  مؤلفه واسطه بهکه  شناسایی پذیرياز بیش برازندگی و مشکلات ) 3(و ) 2( دو شرط

هاي داراي بردار  واسطه مؤلفه صورت یکتا تعیین شود و همچنین به تواند به نمی k ها آنکه در 
 .کنند پذیر است، جلوگیري می امکان ها آنبراي  kپارامترهاي برابر که مقادیر متفاوت 

. اند مطالعه شده] 26[ها توسط  هاي متناهی توزیع براي آمیخته 1عام شناسایی پذیريمسائل 
هاي پیوسته مهم مانند گاما و نرمال و همچنین توزیع پواسون  عام براي توزیع شناسایی پذیري

اي است که تنها در حالتی  هاي دوجمله یک حالت خاص آمیخته متناهی توزیع. است شده اثبات
براي کلاس مدل آمیخته متناهی . محدود باشد ها همؤلفاست که تعداد  شناسایی پذیر

)اي  هاي دوجمله توزیع , )Bi T  و پارامتر تکرار با احتمال موفقیت T  یک شرط لازم و
T عبارت است از شناسایی پذیريکافی  K2 1. 

یخته متناهی هاي آم مدل شناسایی پذیرياي پیرامون شرایط کافی  قضیه] 27[گرون و لیسیچ 
هاي پارامتري ارائه گردیده است اما با  در قالب مدل اگرچهاند که  ه کردهیافته ارائ خطی تعمیم

لذا از بیان . است استفاده قابلتوان نشان داد که در چارچوب کار ما نیز  می یجزئاندکی تغییرات 
 .دهیم ارجاع می] 27[مند را به مرجع  خودداري کرده و خوانندگان علاقه یهقضمجدد 

هاي  عام آمیخته شناسایی پذیري] 27[گرون و لیسچ ) الف-ا(توجه داشته باشید که براي شرط 
هاي نرمال،  ، هر یک از توزیعها مؤلفهچنانچه توزیع . معلوم، الزامی است مؤلفهمتناهی با توزیع 

ها  گاما یا پواسون باشد این شرط محدودیتی ایجاد نخواهد کرد، زیرا آمیخته این توزیع
 .اند عام شناسایی پذیر

قرار دهیم تا  موردبررسیاي بایستی پارامتر تکرار را به ازاي هر مشاهده  در مورد توزیع دوجمله
نشان ] 27[گرون و لیسچ ) ب-1(شرط . قرار داد یا خیر IIتوان آن را در  تعیین شود که آیا می

وجود  jH مبدأگذرنده از  ابر صفحه qبایستی یکی از  tهر آزمودنی  يبه ازادهد که  می
 .این آزمودنی را بپوشاند شناسایی پذیرداشته باشد که تمام مشاهدات 

 روش انتخاب متغیر -4
شده در  تابع چگالی شرطی مشخص بر اساس صرفاًبا توجه به اینکه مایلیم استنباط آماري 

)صورت پذیرد، در حالتی که ) 1(تعریف  , , )u x z کنیم که  یک بردار تصادفی است، فرض می
فرض کنید . تابعی مستقل از پارامترهاي مدل است صورت بهچگالی آن 

( , , , ), ,( , , , )n n n nu y u yx z x z1 1 1 با در نظر . باشند) 1(اي از مشاهدات از مدل  نمونه 1
                                                                                                                                         
1- Generic Identifiability 
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عبارت  Ψ گرفتن فرم متعارف خانواده نمایی یک پارامتري، تابع لگاریتم درستنمایی شرطی
 خواهد بود از

( , , ) ( ) ( ( , , ))( ) ( , )
( )

n K
k i i i i k i i i

n k i k
ki k

u T y A ul log exp d y
c

x z x zΨ
1 1

 

 درستنمایی تاوانیده -4-1 
هاي دوم  دار نیست، برآورد ماکسیمم درستنمایی یا کمترین توان معنی مؤلفهزمانی که اثر یک 

لذا این متغیر کمکی از مدل حذف . متناظر آن اغلب نزدیک صفر است، اما برابر آن نیست
براي مقابله با مشکلات محاسباتی  مؤثرحل  اشاره شد، یک راه تر یشپکه  گونه همان. شود نمی

تابع ماکسیمم  .این وضعیت استفاده از برآوردهاي ماکسیمم درستنمایی تاوانیده است
 درستنمایی تاوانیده به شکل

 )5                      (                        ( ) ( ) ( )n n nl l pΨ Ψ Ψl ( ) () (( 
 آنکه در  ،شود تعریف می

)6                              (          ( ) ( )
K P

n k nk kj
k j

p pΨ
1 1

 

)و  )nk kjp  برحسب  ینزول یرغو  یمنف یرغتوابعی | |kj با ماکسیمم کردن. هستند ( )nl Ψ( )l 
توانیم  برابر صفر شوند و لذا می  برآورد شدهشانس این وجود دارد که برخی از مقادیر 

که در بخش یک اشاره شد،  گونه همانبنابراین . صورت خودکار یک زیر مدل را انتخاب کنیم به
پارامترها همزمان صورت پذیرفته و مشکلات محاسباتی به  برآورددر این روش انتخاب متغیر و 
مطابق معمول تابع تاوان را از طریق متناسب بودن تاوان . یابند نحو چشمگیري کاهش می

ظر در ارتباط با حجم نمونه در ن) 6(در  kام با k مؤلفهضریب رگرسیون بخش پارامتري 
 .گیریم می
بایستی تابع تاوان مناسبی را که متناسب با نیازهاي کاربردي مسئله و مطالب نظري  یطورکل به

 مورداستفادهدر ادبیات انتخاب متغیر  دفعات بهسه تابع تاوان زیر  وجود ینباا. باشد، انتخاب کنیم
 .کنیم را مطالعه می ها آناند و در اینجا نیز  قرارگرفته

): L1تابع تاوان نرم  -1 ) | |nk nkp n 

): HARDتاوان  -2 ) | | | |nk nk nk nkp n I n
22 
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 .بخش مثبت یک کمیت باشد (.)فرض کنید : SCADتابع تاوان  -3
| |

( ) | | | |
nk

nk nk nk nk

n a n
p nI n I n

a 1
 

aو  nkدر این توابع تاوان  کند تا  اي که روش موردنظر تلاش می درجه بر اساس 2
ها  کاربردي این ثابت مسائلدر . شوند متغیرهاي کمکی را از مدل حذف کند، انتخاب می

 ها برداده هاي مبتنی  ها و یا با استفاده از روش گر داده ذهنی توسط تحلیل صورت بهتوانند  می
اغلب توسط معیارهایی مانند اعتبارسنجی  1يمنظم سازانتخاب پارامترهاي  .انتخاب شوند

 .پذیرد صورت می 3یافته یا اعتبارسنجی متقابل تعمیم 2متقابل

و  LASSO ،HARDرا که از ) 6(در رابطه  np(.)، توابع تاوان]28و  12[با پیروي از 
SCAD هاي  اند، به ترتیب تاوان تولیدشدهMIXLASSO ،MIXHARD  و IXSCAD 

تابع تاوان . ماکسیمم کردن درستنمایی تاوانیده، معادل ماکسیمم کردن مقید است. نامیم می
LASSO این تابع تاوان تمامی . تر است محدب بوده و از این نظر براي محاسبات عددي مناسب
. یابند به صفر کاهش می برآورد شدهتا زمانی که اثرات دهد  مشابهی کاهش می اندازه بهاثرات را 

 تر بزرگتر از اثرات  را سریع تر کوچکاثرات  SCADزمانی که تاوان صعودي است، تابع تاوان 
عمل کند، اما با  SCADمشابه  HARDرود که  همچنین انتظار می. دهد کاهش می

با . دآور به دسترا  βیی تاوانیده درستنما برآوردتوان  بنابراین می. ]12[هموارسازي کمتر 
این . شامل برخی ضرایب صفر دقیق خواهد بود βحاصل  برآوردانتخاب تابع تاوان خاص، 

به هدف انتخاب متغیر  یجهدرنتحذف متغیرهاي متناظر از مدل نهایی است و با مطلب متناظر 
 . ایم یافته دست

 شده یلتشکاز توابع ناپارامتري  α(.) سازي مناسب نیست، زیرا براي بهینه) 5(رابطه  هرحال به
) ابتدا] 28[مشابه . است )j  در یک همسایگی  را به ازايu توسط 

)7                     (( ) ( ) ( )( ) ( ).kj kj kj kj kju u u a b u 
 حال تابع لگاریتم درستنمایی. زنیم تقریب می

)8 (( , , ) ( ) ( ( , , )) ( , )K ( )
( )

n K
k i i i i k i i i

k i k h i
ki k

u T y A ulog exp d y u u
c

x z x z

1 1

( ) ( ) ( ( ))(( ) ( ) (k ( ) ( ) () ( ) ))k ( , ))k ( , (() ( ) (( )) ( ) ( , ,, ,(, ) ( ) (, ) (( ), , ,, ,(, ) ( ) (, ) (( ), 

                                                                                                                                         
1- Tuning Parameter 
2- Cross Validation 
3- Generalized Cross Validation 
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)یک تابع ربط و  K(.)را ماکسیمم خواهیم کرد که  ) ( / )hK t h K t h1  یک بازمقیاس تابع
و  hدر اینجا لازم است توجه خوانندگان را به تفاوت نمادهاي . است hربط توسط پهناي باند 

(.)h که یدرحالدر این مقاله نماد نخست اسکالر بوده و نمایانگر پهناي باند است . جلب کنیم 
(.)h  همچنین. است شده استفاده) 1تعریف (تابع ربط  عنوان بهتابع بوده و  

( , , ) ( )t t t
k i i i i k i k i i ku u ux z x a x b z β(k ( , ,,, . 

, فرض کنید ,a b βa b, ,β,b β  کنیم تعریف می. باشد) 8(پاسخ ماکسیمم کردن رابطه 

( )uα a( )α a( ) a . 
 را توسط لگاریتم درستنمایی تاوانیده یعنی βحال 

)9( 
( , , ) ( ) ( ( , , ))( ) ( , )

( )

      ( )

n K
k i i i i k i i i

k i k
ki k

n

u T y A ul log exp d y
c

p

x z x zβ

Ψ
1 1 

)کنیم که در آن  می برآورد , , )k i i iu x z  از جایگزین کردن( )uα( )α  در( , , )k i i iu x z(k ( , ,, توسط  ,,
aa ماکسیمم کردن . آید می به دست( )l β  گر ماکسیم درستنمایی تاوانیده برآوردبهβ  منجر

 .خواهد شد

 EMالگوریتم  -4-2
هاي آمیخته  سازي مدل رویکردي ساده را براي بهینه EMدانیم الگوریتم  گونه که می همان

.) یک مراجعه نمایید یمهضم به)(P0(شرط لازم تنک بودن  یلبه دل. آورد متناهی فراهم می
( )nkp  ها درβ جهت استفاده از الگوریتم ] 2[بنابراین با پیروي از . ندپذیر نیست مشتق
)، EMالگوریتم  Mرافسون در مرحله  -نیوتن )nkp  را با تقریب موضعی مرتبه دوم آن در

 یعنی  یک همسایگی 

( )( ) ( ) nk
nk nk

pp p
22 2

2)) 2  

)فرض کنید  .کنیم جایگزین می )mΨ  مقدار پارامتر پس از تکرارm ،ام باشد( )np Ψ  در
 را با تابع ) 9(رابطه 

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( , ) ( ) ( )

mK P
nk jkm m m

n k nk jk jk jkm
k j jk

p
p pΨ Ψ

22

1 1 2
( )( ( ))p ( ( ))

n ( ,,  



 پارامتريیافته نیمهاي آمیخته متناهی تعمیمانتخاب متغیر در مدل                  11

 

فرض کنید تابع لگاریتم . شده به شکل زیر خواهد بود اصلاح EMالگوریتم  .کنیم جایگزین می
 درستنمایی کامل به شکل

( , , ) ( ) ( ( , , ))( ) { ( , )}
( )

n K
c k i i i i k i i i
n ik k i k

ki k

u T y A ul log log d y
c

x z x zΨ
1 1

 

ام به iاي هستند که تعلق مشاهده  نشده ها متغیرهاي نشانگر موهومی مشاهدهik باشد که
تابع لگاریتم درستنمایی  EMالگوریتم . دهند ام مدل آمیخته متناهی را نشان میk مؤلفه

)کامل تاوانیده  ) ( ) ( )c c
n n nl l pΨ Ψ Ψc cl ( )c ( ي در دو مرحله زیر ماکسیمم تکرار صورت بهرا  (((

 .کند می
)امید ریاضی شرطی  Eدر گام  :E گام )c

nl Ψ( )cl  را نسبت بهik ها  داده شرط به
( , , , )i i i iu yx z  جاري  برآوردو با فرض اینکه( )mΨ  دستبه پارامترهاي حقیقی مدل را 

 امید ریاضی شرطی عبارت است از. کنیم دهد، محاسبه می می
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( , , ) ( ) ( ( , , ))( , )
( )

{ ( , )} ( )

m mn K
m m k i i i i k i i i

ik
ki k

n K n K
m m

ik i k ik k n
i k i k

u T y A uQ w
c

w log d y w log p

x z x zΨ Ψ

Ψ

1 1

1 1 1 1

 

 که

 )10(       

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( , , ) ( ) ( ( , , ))
( )

( , , ) ( ) ( ( , , ))
( )

m m
m k i i i i k i i i

k
km

ik K m m
m l i i i i l i i i

l
ll

u T y A uexp
c

w
u T y A uexp

c

x z x z

x z x z

1

 

 .هستند ikهاي شرطی  امید ریاضی

)در تکرار  Mگام  :M گام )m ) ام تابع1 )( , )mQ Ψ Ψ  را نسبت بهΨ کند ماکسیمم می .
 هاي آمیختگی توسط احتمال

( ) ( ) , ,
n

m m
k ik

i

w k K
n

1

1

1 1  
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) مقادیر ثابت در تابع عنوان به kحال با در نظر گرفتن . شوند روزرسانی می به )( , )mQ Ψ Ψ ،
, ضرایب پارامتري رگرسیون به ازاي. کنیم ماکسیمم می βاین تابع را نسبت به  ,k K1 

 توسط معادله

)11  (    
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ( , , ))
( ) ( )

                          ( )

n n
ijm m mi

ik ij ik k i i im
k ki i k

k nk kj
kj

zT yw z w A u
c c

p

x z
1 1

( )((
 

)شوند که در آن  روزرسانی می به )nk kjp ( )nk (p  جمله متناظر در( )( , )m
np Ψ Ψ( )( , ( )
np این . است ,

, يبه ازاهاي ضرایب ناپارامتري نیز برآورد. نامیم می βگر را برآورد ,k K1  از حل 

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

                       ( ( , , )) ( )
( )

n
m i

ik ij h i
ki

n
ijm m

ik k i i i h im
ki k

T yw x K u u
c

x
w A u K u u

c
x z

1

1

 

جایگزین کرده و تابع  βآن یعنی  برآوردرا با  β، )8(حال در معادله . آیند می به دست
و  aaها به ترتیب  فرض کنید پاسخ. کنیم ماکسیمم می bو  aدرستنمایی حاصل را نسبت به 

b̂  باشند، خواهیم داشتˆ ˆ( )uα a . گر کاراتر از برآورداند که این  ثابت کرده] 28[لی و لیانگ
( )uα( )α به شکل زیر است برآوردبنابراین الگوریتم  .است : 

)آوردن  به دست :1گام )uα( )α  نسبت به ) 8(از طریق ماکسیمم کردن رابطهa  وb. 

 ).11(و رابطه  EMبا استفاده از الگوریتم  βآوردن  به دست :2گام

ˆآوردن  به دستو ) 8(در رابطه  βجایگذاري  :3گام ( )uα. 
دار را انتخاب  بایستی متغیرهاي کمکی معنی α(.)ناپارامتري  برآوردآوردن  به دستپس از 
 رو پسرگرسیون خطی، از روش حذف  يها در مدلبا دنبال کردن ایده انتخاب متغیر . کنیم

 نبنابراین، در هر مرحله آزمو. استفاده خواهیم کرد
: ( ) ( )

dkj kjH u u
1

: kj (H : (((j : در برابر  ( )
lkjH not all u1  

} يبه ازارا  , , }dj j1 اي از  زیرمجموعه{ , , }p1 و, ,k K1 چنین . دهیم انجام می
براي مشاهده . یافته انجام داد توان با استفاده از آزمون نسبت درستنمایی تعمیم آزمونی را می

 .مراجعه کنید] 28و  2[جزئیات بیشتر به 
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 يمنظم سازانتخاب پارامتر  -4-3
 ینبد. را انتخاب کرد منظم سازيهنگام استفاده از توابع تاوان بایستی مقادیر پارامترهاي 

یافته استفاده  هاي مبتنی بر داده مانند اعتبارسنجی متقابل تعمیم از روش معمولاً منظور
را براي  يا مؤلفهبه  مؤلفهیافته  ملاك اعتبارسنجی متقابل تعمیم] 12[خلیلی و چن . شود می
است و در  شده یطراحانحراف  بر اساساند که  هاي رگرسیون آمیخته متناهی معرفی کرده مدل

 .قرار گیرد مورداستفادهتواند  نظیمات ما نیز میت
ˆفرض کنید ˆ( , )k مدل  مؤلفهامین kهاي ماکسیمم درستنمایی تاوانیده پارامترهاي برآورد  

Ψيها مؤلفهباشند که با فرض ثابت بودن سایر  ماکسیمم درستنمایی خود تحت  برآورددر   
 مدل را به شکل  مؤلفهامین kهمچنین تابع انحراف متناظر با  .اند آمده دست بهمدل کامل 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ( , ) ( ; , ) ( ; ( , , ), )
n

k k ik i i k i k i i i k
i

D w log f y y log f y u x z
1

 

با استفاده از این مقادیر، خلیلی و چن . معرفی شدند) 10(ها در معادله ikwتعریف کنید که
 ام مدل را به شکلk مؤلفهیافته خود براي  ملاك اعتبارسنجی متقابل تعمیم] 12[

ˆ ˆ( , )( ) , ,
( ( ) / )

k k
k nk

nk

DGCV k K
n e n

β
2 1

1
 

)ند که در آنا هتعریف کرد )nke مدل است و به شکل زیر تعریف  مؤثرتعداد پارامترهاي   
 :شود می

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( , ) ( ) ( , ) .nk k k k k k ke tr l lβ β β
1  

ˆهمچنین  ˆ( , )k kl β kβمشتق دوم لگاریتم تابع درستنمایی نسبت به  ˆاست که در    ˆ( , )kβ  
tr،شده یابیارز   : نمایانگر اثر ماتریس است و داریم 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ( ) ( ) / , , ( ) / .k k k nk k k nk kP kPdiag p pβ 1 1  

)سازي از طریق مینیمم منظم سازيپارامترهاي  )nkGCV براي مشاهده . شوند انتخاب می  
 .مراجعه کنید] 12[جزییات بیشتر به 
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 خواص مجانبی -5
}ام را به k مؤلفهدر  kβبردار ضرایب رگرسیون  , }t t t

k k kβ β β1 اي تجزیه کنید که  گونه به 2
kβ2  صفر یرغممکن است بردار عناصر  یطورکل به. برگیرد عناصر صفر را در kβ1  بهk  وابسته

. کنیم پوشی می منظور سادگی نمادها از این واقعیت چشم بدون از دست دادن کلیت و به. باشد
}طور طبیعی پارامترهاي  به , }t t tΨ Ψ Ψ1 شامل تمامی  tΨ2کنیم که  تقسیم می يا گونه بهرا  2

:اثرات صفر یعنی  , ,k k Kβ2 نشان خواهیم  Ψبردار پارامترهاي حقیقی را نیز با . دشو 1
kj مانند یرنویسزرا با یک  Ψعناصر . داد

براي ارائه نتایج مجانبی به  .نشان خواهیم داد 0
 : نمادهاي زیر نیاز خواهیم داشت

,
max{ ( ) / : }n nk kj kjk j

a p n :) /) / :) / }} 

,
max{| ( ) | / : }n nk kj kjk j

b p n) | / :) | / }}  

,
max{| ( ) | / : }n nk kj kjk j

c p n) | /) | /) | / :) | / }}  

)که  )nkp  و( )nkp  مشتقات مراتب اول و دوم تابع( )nkp  است نسبت به .
هستند که در ضمیمه یک  nkp(.)بر اساس شرایطی روي توابع تاوان  همچنین نتایج مجانبی 

بر روي   منظور توسعه نظریه مجانبی به برخی شرایط نظم معمول به علاوه بر این، .ارائه شدند
) توأمتابع چگالی  ; )f w Ψ  متعلق به( , , , )u YW x z  نیاز داریم که در ضمیمه یک آورده

 . اند شده
) فرض کنید :2قضیه , , , ), , , ,i i i i iu Y i nW x z 1 اي تصادفی از تابع چگالی  نمونه 2

( ; )f w Ψ همچنین فرض کنید توابع تاوان . کند باشد که در شرایط نظم صدق می(.)nkp  در
ˆموضعی  کننده یممماکسآنگاه یک . صدق کنند P1و  PPشرایط 

nΨ  براي تابع لگاریتم
)درستنمایی تاوانیده  )nl Ψ( )l  وجود دارد که نرخ همگرایی آن برابر/{ ( )}p nO n b1 2  . است 1

  .کنیم نظر می بوده و از بیان آن صرف] 22[ 1اثبات این قضیه مشابه اثبات قضیه  .اثبات
 MIXLASSOو  MIXHARD ،MIXSCADاند که به ازاي  نشان داده] 12[خلیلی و چن 

) منظم سازيبا انتخاب مناسب پارامترهاي  )nb O داراي نرخ همگرایی معمول  Ψ̂و  1
/n 1 . سازد خصوصیت مهم دیگر تنک بودن است که انتخاب متغیر سازگار را ممکن می. است 2

 .کند قضیه بعد خاصیت تنک بودن را تحت شرایط ضعیفی ثابت می
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را در نظر بگیرید، همچنین فرض کنید که توابع تاوان ) 2(در قضیه  شده اشارهشرایط  :3قضیه
(.)nkp  در شرایطP2-PP کنند و مقدار صدق می K زیر معلوم ) ب(و ) الف(هاي  در بخش
 :داریم. است
||/که  Ψبه ازاي هر ) الف )| (| O nΨ Ψ 1  با احتمال متمایل به یک داریم 2

{( , )} {( , )}n nl lΨ Ψ Ψ1 2 1{( )} {(l {( , )} ,{(, )}, {(, )}, {( )})})})} 
ˆسازگار -nگر ماکسیمم درستنمایی تاوانیده برآوردبه ازاي هر  )ب

nΨ  براي پارامترΨ 
 :داریم
i. که یهنگام. تنک بودن n  داریم{ } , , ,kP k Kβ2 1 1} ,}}} ,,,  
ii. نرمال مجانبی بودن. 

( ) ( )ˆ{ ( ) ( ) } ( , ( ))
d

n np pn I N I
n n
Ψ ΨΨ Ψ Ψ Ψ1 1

1 1 1 1 1 1
)} ()() } ()} ()( ) }) })(())))) (( ) (( )( ))) (())

nn
(( ) }) 1 1 1 1( ) } (( ) } (( ) }}))) (( ) }}) ))((( ))(1 1, (, (,  

)که  )I Ψ1 اثرات ، یعنی پس از حذف تمام یافته کاهششده تحت مدل  اطلاع فیشر محاسبه 1(1
 .صفر است

ˆصورت جداگانه و سازگار توسط  به K چنانچه) ج
nK شده باشد، تا زمانی که از  برآوردˆ

nK 
 . همچنان برقرار است) ب(و ) الف(در انتخاب متغیر استفاده شود، نتایج 

    .است] 22[ 2اثبات این قضیه مشابه اثبات قضیه  .اثبات
هاي  به ازاي برخی انتخاب) ii-ب(در  np(.) بایستی به این نکته توجه داشت که مشتقات

هاي حجم نمونه متناهی را به همراه خواهند  شوند و تصحیح می یپوش چشم قابلتابع تاوان 
 به فرم  Ψ̂1گر واریانس برآورداین مطلب . داشت

)12              (ˆ ˆ ˆ ˆvar( ) { ( ) ( )} var{ ( )}{ ( ) ( )}n n nl p l l pΨ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ1 1
1 1 11 11 

 . کند را پیشنهاد می

 سازي مطالعه شبیه -6
. کنیم بر روي دو توزیع یک پارامتري خانواده نمایی اعمال می را  شده ارائهدر این بخش روش 

 .صورت زیر است سازي به نتایج شبیه
در اینجا . یافته پواسون است تعمیم نیم پارامتريسازي اول آمیخته متناهی مدل  شبیه :1مثال

)هاي آمیختگی  دو جامعه را با احتمال / , / )0 7 0 و X فرض کنید. یم دادمدنظر قرار خواه 3
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Z هاي  داراي توزیع نرمال چندمتغیره به ترتیب با میانگین( , )t
1 )و  10 , , , )t

2 و  0000
|مشترك، داراي ساختار  کوواریانسماتریس  |/ i j

ij 0 را داراي توزیع U همچنین. باشند 5
( , )U  . گرفت یمنظرخواهرا نیز متناظر مقادیر زیر در  βو  αبردارهاي . ایم در نظر گرفته 01

( )exp uα1 2 1 , ( )u uα2 8 1 , ( , , , )β1 2 010 , ( , , , )β2 0 2 00 
 :کنیم امین جامعه پواسون تعریف میkها در  با استفاده از این کمیت

log( ) ( )t t
k k kux α z β . 

اجرا با دو  2000بر روي  گیري  براي هر جامعه و متوسط 100بنابراین با در نظر گرفتن اندازه 
)Pجامعه پواسون  / )0 )Pو  9997 / )1 مشاهده از این مدل آمیخته  2000. مواجه هستیم 0006

بار تکرار شده و  2000این عمل . است شده اعمالو روش پیشنهادي روي آن  شده سازي یهشب
 .اند آمده دست بهنتایج زیر 

استفاده خواهیم  RGMSEمنظور ارزیابی عملکرد رویه انتخاب متغیر پیشنهادي از شاخص  به
 :شود مدل کامل تعریف می GMSEنهایی به  شده انتخابمدل  GMSEنسبت  عنوان بهکرد که 

( ) ( ) ( )( )tGMSE Eβ β β ZZ β β . 
در جداول بعد از . مراجعه کنید] 28[توانید به  ده نحوه معرفی این شاخص میجهت مشاه

متوسط تعداد ضرایب صفر . ایم استفاده کرده β عنوان بهاجرا  2000در  برآورد شده βمیانگین 
تعداد متوسط ضرایب صفر حقیقی را  ”C“در این جدول ستون . است شده گزارش 1در جدول 

توجه . دهد می به دستاند  صورت صحیح برابر صفر قرار داده شده اجرا به 2000که در طول 
گونه  همان. بودند شده گرفتهپارامتر برابر صفر در نظر  5سازي،  داشته باشید که در فرایند شبیه

است و لذا  5نزدیک  شده گزارشاعداد  MIXSCADشود تنها براي تابع تاوان  که مشاهده می
همچنین . ایم صفر برآورد کرده عنوان بهاند،  در اغلب موارد ضرایبی را که در حقیقت صفر بوده

بیش از تابع  MIXSCADو  MIXHARDدقت توابع تاوان  یطورکل بهشود که  مشاهده می
 یرغصورت  تعداد متوسط ضرایب غیر صفري را که به ”I“ستون . است MIXLASSOتاوان 
هاي  سازي کنیم که در شبیه ملاحظه می. دهد نشان می اند شده گزارشبرابر صفر  یحصح
از  MIXSCADدر تاوان . صفر برآورد نشده است عنوان بههرگز ضریب غیر صفري  شده انجام

a/مقدار  3 h/ایم؛ همچنین همواره از پهناي باند  استفاده کرده 7 0 و تابع ربط  125
) 1اپانچینکوف ) / ( )K u u I u20 75 1 الگوریتم را تا زمانی  علاوه به. ایم استفاده کرده 1

                                                                                                                                         
1- Epanechnikov Kernel 
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حقیقی و بردار پارامترهاي برآوردشده کمتر کنیم که نرم تفاوت بین بردار پارامترهاي  تکرار می
 .باشد 001/0از 

 مقایسه انتخاب متغیر براي آمیخته متناهی پواسون :1 جدول

  RGMSE  C   I  تاوان

 MIXLASSO /0 6911 /3 5148 0  

  MIXHARD  /0 5772 /3 5030  0  

  MIXSCAD /0 4434 /4 3956  0 

را  2در جدول  شده ارائهها و خطاهاي استاندارد برآوردتکرار  2000میانگین و انحراف استاندارد 
و  MIXLASSO ،MIXHARDتحت توابع تاوان  1̂1 برآوردمثال  عنوان به. دهد می به دست

MIXSCAD  2/به ترتیب برابر 0803  ،/2 0 3 1/و  8 9 9 همچنین انحراف . است 5
0/ها نیز به ترتیب برآورداستاندارد این  1366 ،/0 0/و  1360 این در حالی است . است 1339

 .بوده است 2که مقدار واقعی این پارامتر برابر 

در آمیخته متناهی پواسون  ها آنبرآوردها و انحراف استاندارد  :2جدول
 .اند شده دادهانحرافات استاندارد داخل پرانتز . تکرار 2000اساس بر

β β 

 MIXLASSO MIXHARD MIXSCAD 
2 ( / )/ 0 13662 0803( / )/ 0 13602 0381 ( / )/ 0 13391 9957
0 ( / )/ 0 11580 3469 ( / )/ 0 11360 3478 ( / )/ 0 11130 3484
1 ( / )/ 0 11121 0375( / )/ 0 10891 0166 ( / )/ 0 10630 9964 

0 ( / )/ 0 05350 0643 ( / )/ 0 05240 0629 ( . )/ 0 05070 0613 
0 ( / )/ 0 07000 3069 ( / )/ 0 06920 3103 ( / )/ 0 06950 3137
2 ( / )/ 0 09552 0275( / )/ 0 09542 0117( / )/ 0 09722 0180 
0 ( / )/ 0 05950 1534 ( / )/ 0 05960 1551 ( / )/ 0 06000 1574 
0 ( / )/ 0 03330 0400 ( / )/ 0 03300 0401 ( / )/ 0 03280 0402 
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و  MIXHARDهاي نسبت به تاوان MIXSCADشود که تابع تاوان مشاهده می 2در جدول 
MIXLASSO چهارم این  مؤلفهدانیم که  مثال می عنوان به. دهد می به دستتري  نتایج دقیق

0/ برآورد MIXSCADتاوان . است شده گرفتهجامعه برابر صفر در نظر   به دسترا  0613
به ( MIXLASSOو MIXHARDهاي حاصل تحت توابع تاوان برآورددهد که نسبت به  می

0/ترتیب  0/و  0629 براي جامعه دوم نتایج متفاوت  هرحال به. است تر یکنزدبه صفر ) 0643
. دهد می به دستتري را  هاي دقیقبرآورد MIXLASSOدر این جامعه تابع تاوان . است
که مجدداً برابر صفر است ) 2جدول  پنجم مؤلفه(مثال، براي عنصر اول جامعه دوم  عنوان به

0/برابر  MIXLASSOحاصل تحت تابع تاوان  برآورد حاصل  برآورد که یدرحالاست،  3069
0/برابر  MIXSCADاز تاوان  حاصل از تاوان برآورداست؛ واضح است که  3137

MIXLASSO تر است دقیق. 

Tفواصل اطمینان همزمان مبتنی بر  :3جدول   هتلینگ براي آمیخته متناهی پواسون 2

β 
MIXLASSO MIXHARD MIXSCAD 

0682/2 0923/2 0261/2 0501/2 9839/1 0076/2 
3367/0 3572/0 3378/0 3579/0 3386/0 3582/0 
0276/1 0473/1 0070/1 0262/1 9870/0 0058/1 
0595/0 0690/0 0582/0 6750/0 0568/0 0658/0 
3008/0 3131/0 3042/0 3164/0 3075/0 3198/0 
0191/2 0359/2 0033/2 0202/2 0094/2 0266/2 
1481/0 1586/0 1499/0 1604/0 1521/0 1627/0 
0370/0 0429/0 0372/0 0430/0 0373/0 0431/0 

T بر اساسرا  برآورد شدهپارامترهاي % 95فواصل اطمینان همزمان  3جدول  هتلینگ نشان  2
برابر  MIXLASSOتحت تابع تاوان  1̂1بر اساس این جدول، فاصله اطمینان . دهد می

( / , / )2 0682 2 بردار  توأمبر اساس توزیع  شده محاسبهاست اعداد  ذکر یانشا. است 0923
 .اند محاسبه شده) تکی صورت بهو نه (پارامترها 

ناپارامتري از جذر  مؤلفهپیشنهادي براي  برآوردتر عملکرد الگوریتم  منظور ارزیابی دقیق به
 .شود به شکل زیر تعریف می استفاده خواهیم کرد) RASE( 1هاي دوم خطا متوسط توان

                                                                                                                                         
1- Square Root of Average Square Errors 
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ˆ( ) ( )
gridn

k k
grid k

RASE
n

z z

1
22

1

1  

}و در آن , , , }k gridk nz 1 }ˆاي هستند که توابع نقاط شبکه   (.)}j ارزیابی  ها آندر   
gridnدر اینجا از. اند  شده 200 ˆمربوط به  RASE 1در شکل . ایم استفاده کرده   ( )kz  با

βرا در برابر کمیت مشابه با استفاده از) RASE1(استفاده از الگوریتم پیشنهادي  (حقیقی   
0RASE (با توجه به اینکه نقاط حول خط . ایم رسم کردهx y توان  کنند می می ییرتغ

حال کارایی رویه آزمون پیشنهادي . بخش ناپارامتري مدل را نتیجه گرفت برآورددقت مناسب 
 .                 بدین منظور فرض زیر را در نظر بگیرید. کنیم را ارزیابی می 5در بخش 

:  ( )H uα2: (H :  (2 : در برابر   ( )H uα1 2 . 

 
2توزیع صفر و  :1شکل 

 در آمیخته متناهی پواسون 

یافته  اجازه دهید بررسی کنیم که آیا توزیع صفر نمونه متناهی آزمون نسبت درستنمایی تعمیم
توزیع صفر آزمون نسبت  منظور ینبد. اسکور است یا خیر پیشنهادي نزدیک توزیع کاي

 .ایم آورده به دستاجرا  2000یافته پیشنهادي را در هر یک از  درستنمایی تعمیم
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در این شکل خط پررنگ، تابع . است شده دادهنشان  1ع صفر در شکل هسته چگالی توزی برآورد
 هاي مؤلفهکه تعداد (اسکور را با دو درجه آزادي  چین توزیع کاي شده و خط نقطه برآوردچگالی 
شود که توزیع صفر نمونه  مشاهده می. دهد نشان می) تحت فرض صفر است شده مشخص
 اسمیرنوف –این مطلب توسط آزمون کولموگروف . اسکور است نزدیک توزیع کاي کاملاًمتناهی 

)/ ,  /D p value0 5575 0  .شود نیز اثبات می )8856

 ]28[توانید به  یافته پیشنهادي می جهت مشاهده سایر خواص آزمون نسبت درستنمایی تعمیم
 .مراجعه نمایید

اي  یافته دوجمله تعمیم نیم پارامتريآمیخته متناهی مدل  بر اساسسازي دوم  شبیه :2مثال
)هاي آمیختگی  در اینجا دو جامعه را با احتمال .صورت پذیرفته است / , / )0 7 0 مدنظر قرار  3

را نیز  β و αبردارهاي . گیریم متغیرهاي کمکی را مشابه مثال قبل در نظر می. خواهیم داد
 . گرفت یمنظرخواهمتناظر مقادیر زیر در 

( )exp uα1 2 1 , ( ( ))sin uα 2
2 2 2 , ( , , , )β1 2 010 , ( , , , )β2 0 2 00 

 :کنیم تعریف میاي  امین جامعه دوجملهk ها در با استفاده از این کمیت
( ) ( )t t

k k klogit p ux α z β . 
اجرا با دو  2000بر روي  گیري  براي هر جامعه و متوسط 100بنابراین با در نظر گرفتن اندازه 

)اي  جامعه دوجمله , / )B 1000 )و  4999 , / )B 1 0 0 0 5 0 مشاهده از  2000 .مواجه هستیم 0
 2000این عمل . است شده اعمالسازي شده و روش پیشنهادي روي آن  این مدل آمیخته شبیه

 .اند آمده دست بهبار تکرار شده و نتایج زیر 
گونه که  همان. اند شده داده 4و تعداد متوسط ضرایب صفر در جدول  RGMSEشاخص 

است و لذا در اغلب  5نزدیک  MIXSCADبراي تاوان  ”C“شود اعداد ستون  مشاهده می
کنیم  مشاهده می علاوه به. ایم کرده برآورداند برابر صفر  موارد ضرایبی را که در حقیقت صفر بوده

. است MIXSCADکمتر از تابع تاوان  MIXHARDو  MIXLASSOکه دقت توابع تاوان 
 مجدداً. ایم نکرده برآوردشود که هرگز ضریب غیر صفري را برابر صفر  همچنین مشاهده می

شده کمتر از برآوردشود که نرم تفاضل بین بردار و پارامتر حقیقی و  الگوریتم تا زمانی تکرار می
 شده ارائه ها و خطاهاي استانداردبرآوردتکرار  2000میانگین و انحراف استاندارد  .باشد 001/0

، MIXLASSOتحت توابع تاوان  1̂1 برآوردمثال  عنوان به. دهد می به دسترا  5در جدول 
MIXHARD  وM I X S C A  2/به ترتیب برابر 0204  ،/2 0 2 1/و  1 9 8 . است 5

0/ها نیز به ترتیب برآوردهمچنین انحراف استاندارد این  2680 ،/0 0/و  2682 . است 2640
 .استبوده  2این در حالی است که مقدار واقعی این پارامتر برابر 
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 اي مقایسه انتخاب متغیر براي آمیخته متناهی دوجمله :4 جدول

 RGMSEC I تاوان

MIXLASSO/0 7232 /3 5060 0
MIXHARD  /0 6238 /3 5080 0
MIXSCAD   /0 4881 /4 6974 0

 بر اساساي  در آمیخته متناهی دوجمله ها آنبرآوردها و انحراف استاندارد  :5 جدول
 .اند شده دادهانحرافات استاندارد داخل پرانتز . تکرار 2000

ββ 
 MIXLASSO MIXHARD   MIXSCAD   
2 ( / )/ 0 26802 0204 ( / )/ 0 26822 0212 ( / )/ 0 26401 9858 

0 ( / )/ 0 09380 1576 ( / )/ 0 09380 1574 ( / )/ 0 09320 1635 
1 ( / )/ 0 14341 0097 ( / )/ 0 14351 0103 ( / )/ 0 14180 9925 

 ( / )/ 0 05500 0000 ( / )/ 0 05500 0001( / )/ 0 05500 0002
 ( / )/ 0 07320 1910 ( / )/ 0 07320 1909 ( / )/ 0 07350 1901 
0 ( / )/ 0 25422 0108 ( / )/ 0 25422 0112 ( / )/ 0 25662 0151 

0 ( / )/ 0 07170 0979 ( / )/ 0 07180 0978 ( / )/ 0 07170 0976 

0 ( / )/ 0 06080 0011( / )/ 0 06080 0011( / )/ 0 06070 0009

T بر اساسشده را برآوردپارامترهاي % 95فواصل اطمینان همزمان  6جدول  هتلینگ نشان  2
برابر  MIXLASSOتحت تابع تاوان  1̂1بر اساس این جدول فاصله اطمینان . دهد می

( / , / )1 9967 2 بردار  توأمشده بر اساس توزیع  است اعداد محاسبه ذکر یانشا. است 0440
 .اند محاسبه شده) تکی صورت بهو نه (پارامترها 

به رسم گردیده و نتایجی مشابه مثال قبل  2و توزیع آماره آزمون در شکل  RASEنمودارهاي 
چین توزیع  شده و خط نقطهبرآورددر این شکل، خط پررنگ، تابع چگالی . دهند می دست
نشان ) تحت فرض صفر است شده مشخص هاي مؤلفهکه تعداد (اسکور را با دو درجه آزادي  کاي
این . اسکور است نزدیک توزیع کاي نسبتاًشود که توزیع صفر نمونه متناهی  مشاهده می. دهد می
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/(کلموگروف اسمیرنوف مطلب توسط آزمون  ,  /D p value0 5065 0  یدتائنیز ) 9875
 .شود می

Tفواصل اطمینان همزمان مبتنی بر  :6جدول   اي هتلینگ براي آمیخته متناهی دوجمله 2

 β 
MIXLASSO MIXHARD MIXSCAD 

9967/1 0440/2 9975/1 0449/2 9625/1 0091/2 
1494/0 1659/0 1491/0 1657/0 1552/0 1717/0 
9970/0 0224/1 9976/0 0230/1 9800/0 0050/1 
0048/0- 0049/0 0049/0- 0048/0 0051/0- 0046/0 
1845/0 1975/0 1845/0 1974/0 1836/0 1966/0 
9884/1 0333/2 9887/1 0336/2 9924/1 0378/2 
0915/0 1042/0 0915/0 1042/0 0913/0 1040/0 
0064/0- 0043/0 0064/0- 0043/0 0063/0- 0044/0 

 
2توزیع صفر و  :2شکل 

 اي در آمیخته متناهی دوجمله 
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 :ضمیمه یک
 .است nkp(.)در مقاله بر اساس شرایط زیر براي توابع تاوان  شده مطرحنتایج مجانبی 

PP : به ازاي تمام مقادیرn  وk ،( )nkp )و  0 )nkp  است منفی غیرمتقارن و .
)، در تمامی  ازاي بهغیرنزولی بوده و  علاوه به , حداکثر چند استثنا،  استثناي به 0(

 .پذیر است دو مرتبه مشتق
P1 : با میل کردنn  نهایت بیبه ،( )n na o b1  و( )nc o 1 

P2 : به ازاي{ ; log }nN n n
1
)داریم  2 )lim inf

n

nk
n N

p
n

 

براي حفظ  P1شرط . براي تنک بودن یا انتخاب سازگار متغیرها لازم هستند P2و  PPشرایط 
 . گیرد قرار می مورداستفادهخصوصیات مجانبی برآوردگرهاي اثرات غیر صفر مدل 

بر روي تابع چگالی   منظور توسعه نظریه مجانبی به برخی شرایط نظم معمول علاوه بر این، به
) توأم ; )f w Ψ  متعلق به( , , , )u YW x z نیاز داریم که به شرح زیر هستند : 

A1 : چگالی( ; )f w Ψ تمام  ازاي بهΨ Ω  داراي دامنه مشترکی درw  بوده و
( ; )f w  آمیخته برحسب  هاي مؤلفهتا جایگشتی ازΨ باشد شناسایی پذیر. 

A2 :هر  ازاي بهΨ Ω چگالی ( ; )f w Ψ ًتمام ازاي به تقریبا w  نسبت بهΨ  تا
 .پذیر است مرتبه سوم مشتق

A3 :هر  ازاي بهΨ ΩΩ  توابع( )M w1  و( )M w2 )وابسته به احتمال Ψ ( وجود
)در یک همسایگی  Ψ به ازاي که طوري بهدارند،  )N Ψ  داریم (

( ; ) ( ; ) ( ; )( ) ( ) ( )
j j l j l m

f f logfM M Mw Ψ w Ψ w Ψw w w
2 3

1 1 2 

)به قسمی که  )M dw w1  و( ) ( ; )M f dw w Ψ w2 

A4 : ماتریس اطلاع فیشر( ) log ( ; ) log ( ; )
t

I E f fΨ W Ψ W Ψ
Ψ

 

Ψهر  به ازاي Ω متناهی و معین مثبت است. 
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Abstract 

The purpose of this paper is identifying best covariates of a semi-parametric 
model in the presence of penalized coefficients. It should be noted that in 
each model, coefficients of the existing variables is considered as a 
combination of parameters where some of them affect the response variable 
linearly and some of them functionally. So, semi-parametric method was 
considered as an optimum solution. In this paper, we concerned with 
variable selection in finite mixture of generalized semi-parametric models. 
This task consists of model selection for nonparametric component and 
variable selection for parametric part. Thus, we encounter with separate 
model selection for each nonparametric component of each sub model. To 
overcome to this computational burden, we introduce a class of variable 
selection procedures for finite mixture of generalized semi-parametric 
models. It is shown that the new method is consistent for variable selection. 
Simulations show that the performance of proposed method is good and 
improve pervious works in this area and requires much less computing 
power than existing methods. 

Keywords: Variable selection, Semi-parametric model, Finite mixture 
model, Penalized likelihood. 
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