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ستند. به دلیل اینکه وجود اي نوعی از دادههاي دایرهداده چکیده: شخص ه هاي جهتی با دوره تناوبی م

ـــتنباطداده ـــیون دایرههاي آماري راجع به پارامترهاي مدلهاي دور افتاده اس اي را نامعتبر هاي رگرس

سی وجود آنها در تحلیل این مدل ست. روشها نیازمند توجه ویژهخواهد کرد، برر هاي متنوعی براي اي ا

ساختار مجموعه دادهمدل شاهدات دور افتاده وجود دارد که بهبندي  شامل م اي کارگیري مدل آمیزهها 

ست. در این مقاله علاوه بر مطالعه یکی از روشترین آنیکی از مهم سیون دایرههاي مدلها اي، هاي رگر

ـــیبه یده پژوهش به عنوان ا ید نحوه  مدلجد میزس براي تعیین هاي فوناي از توزیعآمیزه کارگیري 

ــریح می دورافتادههاي داده  EM شــود. براي برآورد پارامترهاي مدل مذکور از الگوریتمدر این مدل تش

شد. عملکرد مدل ستفاده خواهد  شبیه ا ستفاده از مطالعات  شنهادي با ا سپس از پی سی و  سازي برر

ته میماتریس د مک گرف مدل ک بار برازش  یابی اعت بهرهم ریختگی براي ارز ـــود.  هاي علاوه، روشش

  گیرد.هاي جهت موج سواحل استان بوشهر مورد استفاده قرار میپیشنهادي در تحلیل داده

یديواژه تاده، توزیع فونداده: هاي کل قاط دور اف مدلهاي جهتی، ن اي، هاي آمیزهمیزس، 

  .EMالگوریتم 
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  مقدمه -1

ست ضوعات مهم علمی موردتوجه محققین علومی مانند زی سی، زمینیکی از مو سی، شنا شنا

صــورت هاي دو بعدي که بههاي جهتی اســت. جهتهواشــناســی و فیزیک، مطالعه بر روي داده

شوند، با توجه به جهت صفر یعنی نقطه شروع و جهت دوران یعنی موافق یا می زوایا نشان داده
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ساعت اندازهعقربه با حرکتمخالف بودن آنها  ها فاقد مقدار شوند. ازآنجاکه جهتگیري میهاي 

اي با شــعاع واحد به مرکز مبدأ صــورت نقاطی بر روي محیط دایرهتوان آنها را بههســتند، می

ــاي دو بعدي با طول واحد را داده ــاهدات در فض ــت که مش هاي نمایش داد. به همین دلیل اس

با  هااي، باید تحلیل این نوع دادههاي دایرهه دلیل ماهیت تناوبی بودن دادهنامند. بمی 1ايدایره

ـــود. چنین هاي غیر دایرهداده هاي معمول براي مجموعههایی متفاوت از روشروش اي انجام ش

شاخه جدیدي از آمار با عنوان آمار دایره ست. براي تفکیک دادهاي امکانتحلیلی در  ی هایپذیر ا

مرسـوم شـده  ]1[ تناوبی بودن در فضـاهاي نااقلیدسـی برخوردارند، بعد از فعالیت گیکه از ویژ

ها در تر، آمار مرتبط با تحلیل دادهطور دقیقاســت که اصــطلاحات خاصــی متداول شــود. به

سی مانند دایره و کره را  ضاهاي نااقلید شاهداتی در ف سی م ضاهاي برداري را آمار خطی و برر ف

  .]2[ ویندگآمار غیرخطی می

ــخ دایرهبحث راجع به مدل ــیونی با متغیر پاس ــط هاي رگرس براي تحلیل  ]3[اي اولین بار توس

شد. او توزیع فونهاي دایرهداده شکی مطرح  میزس که معادل توزیع نرمال اي در حوزه علوم پز

مدل  ]1[در فضاي اقلیدسی است را براي تحلیل خطاها در فضاي نااقلیدسی دایره معرفی کرد. 

، ]4[ هااي تعمیم داد. در ادامه این فعالیتهاي وابسته دایرهاي از مشاهده) را به ازاي مجموعه3(

 تري از ارتباطهاي رگرسیونی متفاوتی ارائه کردند. سپس، مطالعه جامعنیز مدل ]7و [ ]6[ ،]5[

ـــط [بین دو متغیر دایره ـــد. ]8اي توس داده و برآورد این مدل را تعمیم  ]10[و  ]9[ انجام ش

  پارامترها را به روش ماکسیمم درستنمایی محاسبه کردند.

هاي جهتی را دارند، اي ارائه شــده توانایی برازش به برخی دادههاي رگرســیون دایرهاگرچه مدل

شخیص دادههاي دور افتاده از کارایی این مدلاما وجود داده ست. ت هاي دور افتاده ها خواهد کا

از نخستین کسانی بود  ]11[ اي کم در آمار غیرخطی دارد.اي سابقهیون دایرههاي رگرسدر مدل

سی چنین داده اي پرداخت و با معرفی چند آزمون آماري، راهکاري هایی در آمار دایرهکه به برر

  هاي دور افتاده ارائه کرد.براي تشخیص داده

ــخیص این نوع داده ]12[ نیز  ]2[ ر آمار جهتی پرداختند.ها دبا پیروي از رویکردي بیزي به تش

 ]13[ هایی،هایی ارائه کردند. در ادامه چنین فعالیترهیافت نوینی براي رویارویی با چنین داده

 به مطالعه و تشخیص داده دورافتاده در مدل رگرسیونی] 14[ نیز آزمونی دیگر پیشنهاد کردند و

ـــبت دترمینان کوواریانس ]9[ ـــاس آماره نس اي در آمار خطی، تند. تعدیل آمارهها پرداخبر اس

پیشنهاد شد. در  ]15توسط [ ]5اي [منظور تشخیص داده دور افتاده در مدل رگرسیون دایرهبه

یانگین خطاي دایره ]16[ رویکردي دیگر، ماره م مدل آ ـــخیص این نوع داده در  اي را براي تش

ر اي را داي ساده معرفی کردند. در راستاي این تحقیقات مقاله حاضر مدل آمیزهرگرسیون دایره

                                                                                                                                                
1  - Circular data 
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 تر، فرضطور دقیقکند. بهمیزس نقش اســـاســـی را در آن بازي میگیرد که توزیع فوننظر می

ـــود که دادهمی ـــد آمیختگی اي از توزیعاي از مدل آمیزههاي دایرهش هاي فون میزس با درص

ـــد آمیختگی و نامعلوم آمده ـــتند. آنگاه، درص اند طوري که پارامترهاي توزیع نیز مجهول هس

ستفاده از الگوریتمپارامترهاي هر یک از توزیع شوند. براي صورت  توأم برآورد میبه EM ها با ا

وم در بخش د ،یش رو به چهار بخش تقسیم شده است. بعد از مقدمهارائه نتایج تحقیق، مقاله پ

آید. روش پیشنهادي این مقاله اي مثلثاتی میاي بر اساس بسط چند جملهمدل رگرسیون دایره

ل سازي همراه با تحلیشود. مطالعه شبیهبراي تشخیص داده دور افتاده در بخش سوم تشریح می

ـــده در مقاله در بخش چهارم خواهد آمد. یک مثال واقعی براي ارزیابی مطا لب نظري ارائه ش

 یابد.گیري کلی خاتمه میمقاله با نتیجه

  اي مثلثاتی اي بر اساس بسط چند جملهمدل رگرسیون دایره -2

صــورت امید ریاضــی یک مدل رگرســیونی به yو  xاي براي دو متغیر تصــادفی دایره ]5کلیت [
iye  ـــرط بــه ـــخ بوده و  yمتغیر تبیینی و  xدر نظر گرفتنــد، کــه در آن  xش متغیر پــاس

,x y  0 به. 2 له  که آن را در این مقا ـــار مدلاین مدل،  ـــیون دایره اختص  JSاي رگرس

  صورت نامیم، بهمی

)1 (                       ( )(e | x) ( ) ( ) ( )1 2  iy i xE x e g x ig x  

شته می )شود که نو )x  میانگین جهتیy شرط بهx  و( )x 0 شرطی  1 پارامتر تمرکز 

  علاوه،  نسبت به این جهت است. به

)2  (                                             cos sin .iye y i y   

شرطی (به ضی  )، به 1) و مدنظر قرار دادن عبارت (2( ) از طرفین رابطهxشرط با اخذ امید ریا

  آوریم:دست می

)3 (              (cos | ) ( ), (sin | ) ( ),E y x g x E y x g x 1 2  

  توان نوشت: که با توجه به روابط مثلثاتی می

( )
tan ( ) ,

( )
( )

( )
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( )
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g x
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
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
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)دشــواري برآورد ناپارامتري با توجه به )g x1  و( )g x2 ) اي معمولاً از تقریب چند جمله )3در

شود. مناسبت این تقریب براي برآورد، یادآوري این حقیقت است که هر دو مثلثاتی استفاده می

)تابع  )g x1  و( )g x2  متناوب با دوره تناوب2 ] اسـتفاده از چند  و ]5هسـتند. با پیروي از

  توان نوشت:اي مثلثاتی میجمله

( ) (A cos sin )

( ) (C cos sin )

m

k k
k

m

k k
k

g x kx B kx

g x kx D kx





 

 





1
0

2
0

 

  توان فرض کرد:) می3هاي ارائه شده در (در نتیجه، با توجه به تساوي

)4(                     
cos ( cos sin )

sin ( cos sin ) ,

m

k k
k

m

k k
k

y A kx B kx

y C kx D kx









  

  





1
0

2
0

  

)که در آن  , )T   1 بردار خطاهاي تصادفی است که داراي توزیع نرمال با بردار میانگین  2
T)0, 0(  و ماتریس پراکندگی نامعلوم  است. یک مسئله مهم در برازش مدل رگرسیون چند

ها و معیارهاي مربوطه باید طوري است. براي این منظور، آزمون mي مثلثاتی تعیین درجه اجمله

ر اي داشته باشند. دطراحی شوند که قابلیت بهنگام سازي برآوردها را با افزایش درجه چند جمله

ایهاي متعامد براي این امر اي معمولی براي متغیرهاي خطی از چند جملهرگرسیون چند جمله

را براي بهنگام سازي  mاي هستند، روشی که بهترین درجه ها دایرهشود. وقتی متغیراستفاده می

برآوردها بدون محاسبه تمام ضرایب جدید به دست آورد، بررسی کاهش مجموع مربعات خطا به 

  مراجعه شود.  ]5[ است. براي جزئیات بیشتر به mازاي افزایش 

که وجود داده یل این به به دل تاده منجر  باطهاي دور اف ـــتن به اس نامعتبري راجع  ماري  هاي آ

هایی شماري بوده است. وجود چنین دادهها موردتوجه محققین بیشود، مطالعه آنپارامترها می

 هاياي داراي ویژگیاي نیازمند توجه بیشتري است چرا که مشاهدات دایرهدر تحلیل آمار دایره

ضاهاي برداري با ه دادهخاصی مانند تناوبی بودن هستند. این در حالی است ک هاي موجود در ف

ستند. روش شکل روبرو نی ساختار مجموعههاي متنوعی براي مدلاین م اي هاي دایرهداده بندي 

ستفاده از توزیع ستند وجود دارد. ا شاهدات دورافتاده ه شامل م اي در میزس آمیزههاي فونکه 

  شود.مقاله تشریح میعنوان یک رویکرد جدید در این اي بههاي دایرهداده
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  میزس هاي فوناي از توزیعدور افتاده بر اساس مدل آمیزه تشخیص داده-3

ـــههفرض کنید داد ـــترس در خوش هاي موجود در هایی مجزا قرار بگیرند. آنگاه دادههاي در دس

ــه ــیار پایین را میخوش هاي دور افتاده در نظر گرفت. در اینجا عنوان دادهتوان بهاي با حجم بس

میزس تولید شــده باشــد.  ندو توزیع فو از آمیزه اي شــود که متغیر تصــادفی دایرهفرض می

تابع چگالی احتمال آن با فرض اینکه  )درنتیجه،  , , )1 2
Tp   که در آن( , )T

h h h   ،

,h 1   صورت به ،، بردار پارامترهاي مدل باشد2

)5(       ( ) ( )( ; ) ( ) ( ; ) ,c cpf p f p          1 1 2 21 0 10 2  

)خواهد بود که در آن  )( ; )c
h hf   میزس با پارامترهاي چگالی فونh  0 hو  2 0 

  یعنی

cos( )( )( ; )
( )

h i hc
h i h

h

f e
I

   
 


0

1

2
 

h پارامتر میانگین، hاست. در اینجا  0  پارامتر تمرکز و( )I 0  نوع  تابع بسل تعدیل شده

صفر  شتراول، از مرتبه  ست. براي جزئیات بی براي برآورد پارامترهاي این مدل  را ببینید.] 17[ ا

ستفاده  EMاي، از الگوریتم آمیزه ها در رود این الگوریتم تفکیک داده]. انتظار می18شود [میا

ــه ــخیص خوش ــههاي مجزا و تش ــبی انجام دهد. با هاي دورافتاده را بهاي با دادهخوش طور مناس

ها درصد از کل داده 5اي که شامل حداکثر هاي داخل خوشهپیروي از این رویکرد، معمولاً داده

ي کارگیرشــوند. در ادامه جزئیاتی از نحوه بههاي دورافتاده در نظر گرفته میعنوان دادهباشــد به

  آید.) به قصد برآود پارامترهاي آن می5مدل (براي  EMالگوریتم 

,...,فرض کنید  n 1 ) ـــند و به ازاي هر یک از 5داراي توزیع به فرم متغیر پنهانی  i) باش

  موجود باشد طوري که  izصورت به

( )
~

( )
~

( ; )

( ; ).

c
i i h

i c
i i h

f
z

f

  

  


 



1

2

1

0
 

هاي مشاهده شده و متغیر پنهان (اصطلاحاً گمشده) به مجموعه داده EMبنا به ادبیات الگوریتم 

کامل گفته میداده ـــود. نمادگذاريهاي  )ش ,..., )T
n   )و 1 ,..., )T

nz z z را در نظر  1

  صورتبگیرید. آنگاه، لگاریتم تابع درستنمایی داده کامل به

)6 (        
( , | , ) [log ( , )]

( )[log( ) log ( , )]

n

i i
i

i i

In z p z p f

z p f

   

 


 

   

 1 1
1

2 21 1
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با  Mیا امیدگیري و گام  Eشــامل دو قدم معروف گام  EM، الگوریتم ]18[ اســت. با پیروي از

سازي است. براي تشریح جزئیات این الگوریتم، در ادامه مراحل محاسبه این دو گام براي بیشینه

  شوند.اي تشریح میهاي دور افتاده دایرهتشخیص داده

ــی رابطه (:  Eگام  ــبه امید ریاض ) یعنی 6محاس ( )( , ) ln( , | , )cQ E z p     ــط توس

  تساوي

)7  (                 
( ) ( )

( )

( , ) ((log log ( , ))

(log ( ) log ( , )),

n
c c

i i
i

c
i i

Q t p f

t p p f

   

 



 

  

 1 1 1
1

2 2 21

  

)گیرد که در این عبارت صــورت می )c
iht  احتمال شــرطیiz 1 شــرط داشــتن مقدار اولیه به

)پارامترهاي  )c  و مشاهدات توان نوشت: است. با توجه به محاسبات احتمالات پسین می  

 
 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

;
| , .

;

c c
h h i hc c

ih ih k
c c

h h i h
h

p f
t p z

p f

 
 

 


  


1

1  

تر، ) برحسب پارامترها مدنظر است. به زبانی دقیق7سازي رابطه (در این گام ماکسیمم :Mگام 

سبه عبارت  هدف محا ( ) ( )arg max ( , )c cQ   1 شان داده می ست. در زیر ن شود که ا

  نتیجه این امر براي هر یک از پارامترها داراي فرم بسته است. 

h,به ازاي  h) نسبت به پارامتر 7گیري از رابطه (با مشتق 1   داریم: 2

 

 

( ) cos( )
( )

cos( )

( )

, ( sin( ))

                   sin( ) .

h i h

h i

c n
c h i h

ih
ih

n
c

ih h i h
i

Q e
t

e

t

  

  

    



  








    
  

  

 





1
1

1

 

  با مساوي صفر قرار دادن رابطه اخیر، یعنی 

 ( ) sin( cos cos sin )
n

c
ih h i h i h

i

t     


 
1

0 

  صورت به پارامتر 
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( )

( )

( )

sin

ˆ tan tan

cos

n
c

ih i
c i

h n
c

ih i
i

t
S

C
t







  



 
 

     
   
 
 





1 1 11

1

 

شد. با توجه به اینکه به )روز خواهد  )ˆ c
h 1 ست، با پیروي از ، باید برآورد ]17[ میانگین جهتی ا

  صورتبهآن 

( )

tan ( ) , ,

ˆ tan ( )

tan ( ) , ,

c
h

S
S C

C

S
C

C

S
S C

C

 





 




 




  



  


1

1 1

1

0 0

0

2 0 0

 

)که در آن بازنویسی شود،  ) sin
n

c
ih i

i

S t 



1

)و   ) cos
n

c
ih i

i

C t 



1

.  

سانی پارامتر براي به شتق گرفت. می7نیز باید از رابطه ( hروزر سبت به این پارامتر م توان ) ن

  ملاحظه کرد که

cos( )

( )
( )

cos( )

( )

( ) cos( )

( ( )) ( )( , )

( )

                    (cos( ) ( )).

h i h

h i h

h i h

C n
h hc

ih
ih

h

n
c

ih i h h
i

I
e

I IQ
t

e

I

t A

  

  

   

    



 

  








   
  

     
  

 
 

  





1
2

0 0

1

0

1

2

2 2

2
       (8) 

به طورکلی که 
( )

( )
( )

p

p

I x
A x

I x


0

تابع  ندیس یک براي  ـــود.حذف می A که در اینجا ا با  ش

  )، تساوي 8مساوي صفر قرار دادن عبارت (

( ) ( )ˆ ˆ( ) cos( )
n n

c c
h ih ih i h

i i

A t t  
 

  
1 1

 

  صورت به hشود که از طریق آن پارامتر حاصل می



 8                       تابان باغفلکیو  زادهعلیخدیجه عبدي، موسی گل

( )

( )

( )

ˆcos( )

ˆ ,

n
c

ih i h
c i

h n
c

ih
i

t

A

t

 
   



 
 

 
 
 
 





1 1 1

1

 

گیري روز خواهد شد. پارامتر آمیختگی نیز مشابه دو پارامتر تمرکز و میانگین جهتی با مشتقبه

  صورت زیر است.آید. نتیجه حاصل به) به دست می7از رابطه (

(c)

( ) ( )

( ) ( )

ˆ

n

ih n
c ci

h ihn
c c i

i i
i

t

p t
n

t t

 





 








1 1

1
1 2

1

1
. 

صورت زیر تدوین را به EMتوان تشخیص داده دور افتاده با استفاده از روش الگوریتم اکنون می

1i,...,کرد. به ازاي تعداد نمونه تولید شده یعنی  n  و دو خوشه,h 1 احتمالات پسین  2
( )c
iht  سبه و سیمم مقادیر این احتمالات در هر مرحله محا ست ماک سپس لازم ا شود.  سبه  محا

مقادیر حاصــل در یک خوشــه قرار داده شــوند. با انجام این کار، درنهایت دو خوشــه به دســت 

هاي آن شود و دادهعنوان خوشه دور افتاده شناخته میاي که داده کمتري دارد بهآید. خوشهمی

  ي دور افتاده خواهند بود.هاخوشه، داده

  سازي و تحلیل مثال واقعی مطالعه شبیه-4

شبیه شخیص داده دور افتاده مبتنی بر در این بخش با انجام مطالعات  سی روش ت سازي به برر

شود. صحت تشخیص داده پرداخته می EMمیزس با روش الگوریتم اي از توزیع فونمدل آمیزه

ستفاده از این  شنهادي با ماتریس درهم ریختگی بررسی میدورافتاده با ا بر  شود. علاوهروش پی

ـــت. داده هاي این مثال مربوط به جهت موج و باد ثبت این، تحلیل یک مثال واقعی مدنظر اس

اي شده توسط بویه بوشهر است که از سازمان هواشناسی کشور تهیه شد. مدل رگرسیون دایره

هاي رگرسیونی، داده دور افتاده تشخیص ا استفاده از ماندهشود و بها برازش داده میبر این داده

  گیرد.شود. تحلیل عملکرد روش نیز مورد بحث قرار میداده می

  سازي مطالعه شبیه-4-1

ـــبیه ـــازي فرض میبراي انجام مطالعه ش میزس ها از آمیزه دو توزیع فونکنیم مجموعه دادهس

ــــده لیــد ش ــهتو ــد. ب یقان ق میطور د ظر  ن یم دادهتر، در  یر یق گ طر بطــه هــا از  را
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/ ( , / ) / ( , / )VM VM


0 05 10 3 0 95 12 8
2

توان باشـــند. در این حالت، می آمدهدســـتبه 

صد از داده 5چنین فرض کرد که  شه و در شه  95هاي تولیدي در یک خو صد از آنها در خو در

هاي دورافتاده در عنوان دادهدرصد هستند را به 5. لذا، مشاهداتی که در خوشه قرار دارنددیگر 

میزس از هاي فوناي از توزیعدورافتاده بر اســاس مدل آمیزه ایم. براي تشــخیص دادهنظر گرفته

ین سازي اکنیم. براي شروع شبیهکه در بخش قبل تشریح شد، استفاده می EMروش الگوریتم 

  قادیر اولیه زیر در نظر گرفته شد:م مدل آمیزه،

/ ,  / ,  / ,  ,  /p         1 1 2 2 10 5 14 5 1 01 116 0 45  

ـــط در به EMبا این مقادیر اولیه، برآورد پارامترها به روش الگوریتم  تکرار همگرا  30طور متوس

ــدند.  ــبیه 500برآورد پارامترها به ازاي حجم نمونه متفاوت و ش ــازي در جدول بار تکرار ش  1س

شود که  ست. توجه  شان می (MSE)پرانتز، میانگین مربعات خطا  داخل ریمقادآمده ا دهد. را ن

کمتري به مقدار  MSEشود با افزایش حجم نمونه، برآورد پارامترها با که ملاحظه می طورهمان

شه با حجم واقعی نزدیک می ست که چون خو ضح ا نمونه، تعداد کمتري دارد،  05/0شوند. وا

با سرعت کمتري به مقدار واقعی نزدیک شده است. لذا،  2نسبت به برآورد  1برآورد پارامتر 

کمتري مقدار واقعی را  MSEرود با افزایش حجم نمونه برآورد پارامتر اولی با مقدار انتظار می

)برآورد کند. همچنین، به علت اینکه برآورد نسبت آمیختگی  )p  باMSE  بسیار پایینی برآورد

ست، انتظار می شخیص  EMرود که الگوریتم شده ا با خطاي ناچیزي بتواند داده دورافتاده را ت

  دهد.

، مقادیر داخل پرانتز مقدار EMمیزس بر اســاس الگوریتم برآورد پارامترهاي مدل آمیزه فون ):1جدول (

MSE دهد.را نشان می  

  100n  500n  1000n  مقدار واقعی  پارامتر

1  57/1  / ( / )1 6 0 0 4  / ( / )1 57 0 006  / ( / )1 5 7 0 0 0 2 4  

k1  3/10  / ( / )1 8 56 1 27 52  / ( / )1 1 8 6 1 9 7  / ( / )10 96 7 25  

2  /3 14  / ( / )3 1 3 0 0 0 1  / ( / )3 14 0 00017  / ( / )3 1 4 0 0 0 0 0 9  

k2  8/12  / ( / )1 3 1 2 5 2 1  / ( / )12 56 0 71  / ( / )1 2 6 4 0 3 6  

p1  /0 0 5  / ( / )0 06 0 00 8  / ( / )0 05 0 0001 / ( / )0 05 0 00004  

با  .ریختگی اســـتفاده کردتوان از ماتریس درهمبراي اطمینان از تفکیک درســـت پارامترها، می

هاي داده ریختگی معیارهایی براي اعتبار سنجی تشخیص خوشه شاملاستفاده از ماتریس درهم
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شبیههاي متفاوت دورافتاده براي حجم نمونه سبه سازي،در هر تکرار  ست. میانگین  شدهمحا ا

ستی 2بار تکرار در جدول  500معیارها به ازاي  این ست. در این جدول، معیار در شده ا  1آورده 

سیت ها)،بندي دادهدقت خوشه( سا شیوع 2ح شخیص درست خوشه آلوده)،  سبت ت سبت ( 3(ن ن

سبت تشخیص غلط خوشه شامل داده دورافتاده) را با  4وقوع خوشه آلوده) و نرخ مثبت آلوده (ن

شــود که ملاحظه می 2دهند. با توجه به نتایج جدول نشــان می EMاســتفاده از روش الگوریتم 

 001/0در  EMدهد، به این معنی که الگوریتم را نشان می 001/0معیار نرخ مثبت آلوده مقدار 

  است که این مقدار خطا بسیار ناچیز است. هاي دورافتاده را تشخیص نداده موارد داده

  هاي دور افتادهمیانگین معیارهاي اعتبارسنجی تشخیص خوشه مربوط به داده ):2جدول (

n  1 0 00  n  50 0  n  1 0   معیارهاي اعتبارسنجی  0

 درستی  99/0  99/0  99/0

 حساسیت  96/0  97/0  98/0

 شیوع  047/0  049/0  05/0

 نرخ مثبت کاذب  002/0  001/0  001/0

دهد محاسبه کرده است. این عدد نشان می 99/0ها را بندي دادهدرستی مقدار دقت خوشهمعیار 

ی درستبههاي دورافتاده را تا حد زیادي که روش پیشنهادي در این مقاله توانسته است داده

 تشخیص دهد.

  تحلیل یک مثال واقعی -4-2

ساس در این بخش داده ستفاده از بویه بوشهر و بر ا هاي مربوط به جهت باد و جهت موج که با ا

داده  تاًیماهها در واقع این داده. گیردمورد بررسی قرار می گیري شدهسال اندازه کی یط درجه

 يهاها اســت. دادهاي این دادهاي هســتند. در واقع، هدف بررســی نوع ارتباط بین متغیرهدایره

ــط بو ــت که توس ــهر ا هیمثال مورد مطالعه، مربوط به جهت موج و باد اس  24ها در داده نیبوش

سال  شدند. از نقطه نظر جغراف 2008ساعت هر روز و در طول  شهر در طول  هیبو ،ییایثبت  بو

 .ردقرار دا 5/28 ییایو عرض جغراف 49/50 ییایجغراف

                                                                                                                                                
1 - Accuracy 

2 - Sensitivity 

3  - Prevalence  

4  - False positive rate 
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ســـهولت محاســـبات و  يبرحســـب درجه هســـتند. اما، برا یمثال همگ نیا يارهیدا يهاداده

ـــدند. علاوه بر ا لیتبد انیها به رادداده یدرجه، تمام ياز نمادگذار يریجلوگ نیچنهم   ن،یش

از  یکیدر نظر گرفته شد.  16:30 ثبت شده در ساعت يهاداده یبردن اثر روز تمام نیاز ب يبرا

ستقلال آمار يارهیدا ونیرگرس هیمفروضات اول ست. از آنجائ نیب يا یکه انتظار م یمشاهدات ا

ستگ یقیبه طر یمتوال يروزها يهاداده رود سع یهمب شند  شته با ستگ یدا  حداقل یشد همب

ــداده روزه کی ــود.  یها بررس ــونیپ یدار آزمون همبســتگپی مقش -12 برابر کی ریتأخ يبرا رس

ـــه برابر  ریتأخ، 3/2×10-3 دو برابر ریتأخ، 48/1×10 به  22/0چهار برابر  ریتأخو  2/1×10-3 س

وجود ندارد.  یها همبستگداده نیسه به بعد ب ریکه از تأخ دهدینشان م ریمقاد نیا آمد. دست

 1در شــکل  زین جهینت نی. ارودیم نیها بعد از گام چهارم از بداده یهمبســتگ گر،ید یبه عبارت

بود، با انتخاب هر  دعد 360ها در ساعت موردنظر . از آنجائی که تعداد کل دادهشودیمشاهده م

شاهده تعداد داده نیچهارم ها داده شیپالا يبرا یمقدمات لیبعد از تحل .افتیکاهش  90ها به م

 ها است.داده نیا يبرا يارهیآمار دا يهاهاي محاسبه خلاصهمندياز علاقه یکی

وج جهت م يهاداده يبرا ندیطول برآ نیانگیاضافه مبه يارهیدا انسیدامنه و وار انه،یم ن،یانگیم

 آورده شده است. 3در جدول  جیو جهت باد محاسبه و نتا

  هاي جهت باد و جهت موج (برحسب رادیان)تحلیل توصیفی داده ):3جدول (

  میانگین طول برآیند  واریانس   دامنه   میانه   میانگین   متغیر

  7/0  3/0  9/2  -37/1 -67/1  جهت موج 

  7/0  29/0  17/3  -26/1  -5/1  جهت باد 

 نیانگیمحاسبه شده است. با توجه به مقدار م ریدو متغ نیا يمرکز يارهایدر ستون اول و دوم مع

بوشهر در فصل به سمت جنوب بوده است. در  یجهت باد و موج غالب منطقه ساحل ،يارهیدا

که شامل  یترین کمانآورده شده است. کوچک یپراکندگ يارهایمع 2جدول  يبعد يهاستون

جهت موج و  ریهر دو متغ يآن برا ریاست که مقاد يارهیشود، دامنه دا ياهمه مشاهدات نمونه

 زییجهت موج فصل پا يارهیدا انسیوار نکهیباد در دو فصل در ستون سوم آمده است. با توجه به ا

 را دارد.  گرید يهانسبت به جهت يشتریب یدگپراکن استتر نزدیک کیبه 

ر شکل د ینییتب ریپاسخ و متغ ریهر دو متغ يگلباد برا ایدر اصطلاح جغراف ای 1یسرخگل نمودار

 نیرا در افصل  يرهایمتغ يبرا یجهت غالب و پراکندگ توانیوضوح منشان داده شده است. به 1

 شکل مشاهده کرد.

                                                                                                                                                
1-Rose diagram 
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  نمودار گلباد جهت موج و باد فصل   :)1(شکل 

ـــیون دایرهAICC ه، ابتدا آمار]7[ براي این امر، با پیروي از باهم  ]9و [ ]5اي [دو مدل رگرس

  شوند. مدلی که مقدار مقایسه می

( )
ˆ ˆlog ( )

n n l
AICC n I n

n l
 


  

 
02 2

2
 

شد، برازش بهتري به داده شته با داد تع lحجم نمونه و  nکند. در این آماره ها ارائه میکمتري دا

ستند. براي مدل شده ه ، مقدارش ]9[ و براي مدل -85/118این آماره،  ]5[ پارامترهاي برآورد 

ـــیون دایره -48/113 ـــت آمدند. در نتیجه، باید مدل رگرس ها برازش داده به داده JSاي به دس

ـــیونی دایره ـــود. در برازش این مدل رگرس عنوان متغیر تبیینی و جهت موج اي، جهت باد بهش

اي شوند. پارامترهاي مدل با فرض اینکه درجه چند جملهعنوان متغیر پاسخ در نظر گرفته میبه

)مثلثاتی برابر یک است  )m 1 صورت زیر برآورد شدند:به  

ˆ ˆ ˆ/ , / , / ,

ˆ ˆ ˆ/ , / , / .

A A B

C C D

    

    

0 1 1

0 1 1

0 163 0 852 0 071

0 270 0 289 0 581
 

)بعد از برآورد پارامترها، توابع  )g x1  و( )g x2 صورتبه  

ˆ ( ) / / cos / sin

ˆ ( ) / / cos / sin

g x x x

g x x x

   

   

1

2

0 163 0 852 0 071

0 270 0 289 0 581
 

ـــدند. با توجه به اینکه  مقدار آزمون -pبرآورد ش ـــبه این آزمون به  2  ]5[( براي نحوه محاس

ˆمراجعه شود) با سه درجه آزادي براي  ( )g x1  وˆ ( )g x2  ست، نیازي  92/0و  23/0به ترتیب ا
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یک ثاتی از  جه مثل عد از برآورد بهبه افزایش در )دو نیســــت. ب )g xمدل ی ، یعن]5[ ها، 
( )( | ) ( ) ( ) ( )iy i xE e x x e g x ig x  1   محاسبه شد، که براي این منظور داریم: 2

/ / cos / sin
tan , / /

/ / cos / sinx
ˆ ( )

/ / cos / sin
tan , /     /

/ / cos / sin

j j

j

j j

j j

j j

j j

x x
x

x
x

x x
x or x

x x



 





    
        

 
   

         

1

1

0 270 0 289 0 581
0 89 3 17

0 163 0 852 0 071

0 270 0 289 0 581
0 89 3 17 2

0 163 0 852 0 071

  

  و

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )) / .
n n

i i i
i i

x x g x g x
n n

 
 

    2 2 2
1 2

1 1

1 1
0 94  

ــتفاده میزس براي تعیین دادههاي فوناي از توزیعاکنون از رویکرد مدل آمیزه هاي دورافتاده اس

داراي دو خوشــه هســتند، با اســتفاده از  JSهاي مدل رگرســیونی کنیم. با فرض اینکه ماندهمی

ــخیص داده EMالگوریتم  هاي دور افتاده پرداختیم. با اســتفاده از این الگوریتم، ملاحظه به تش

شماره  شاهده  دور  عنوان دادهتوان آن را بهدر یک خوشه قرار گرفت و لذا می 25شد که تنها م

  است. 1387اردیبهشت سال  20معه روز جافتاده در نظر گرفت. این مشاهده مربوط به

  گیري بحث و نتیجه-5

ـــائل برخورد با داده ـــت. این  زیبرانگبحثهاي دور افتاده در یک تحلیل آماري از مس در آمار اس

برخوردار اســت، چرا که ماهیت تناوبی بودن  دوچنداناي از اهمیت هاي دایرهموضــوع در داده

افزاید. در این مقاله رویکرد جدیدي براي برخورد با این مطلب ها بر پیچیدگی موضـــوع میداده

اي مطالعه و اســتفاده از آن مدل براي تعیین هاي رگرســیونی دایرهپیشــنهاد شــد. یکی از مدل

قاط دورافتاده  ـــد. براي ارزیابیارهیدان ـــریح ش عه عملکرد روش ي تش ـــنهادي مطال هاي پیش

شبیهشبیه شخیص داده دورافتاده سازي انجام گرفت. با توجه به نتایج  شد که ت سازي ملاحظه 

  خطاي کمی به همراه دارد. EMاي از توزیع فون میزس با روش الگوریتم آمیزه بر اساس مدل

 ناسبی براي تحقیقات آتی در اینتواند موضوع مها از دو به مقادیر بیشتر میتعمیم تعداد خوشه

ـــد. به ـــتفاده از روشعلاوه، انتظار میحوزه باش میزس، میزان بیزي در مدل آمیزه فوق رود اس

شه ضوع  اندازهبهها را خطاي برآورد پارامترهاي تمرکز خو سی این مو کافی کاهش دهد. اما برر

ها شد همبستگی زمانی بین دادهتري دارد. در بررسی مثال واقعی سعی نیاز به تحقیقات وسیع

شنهاد  شد. پی شته با صداق دا شاهدات م ستقلال م به طریقی از بین برود، تا بدین طریق فرض ا

اي هاي زمانی دایرهها، از تحلیل ســريتر این دادهشــود براي مطالعات آینده و بررســی دقیقمی
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شخیص داده شود. بحث راجع به ت ستفاده  سري زا تواند اي نیز میمانی دایرههاي دور افتاده در 

 موضوع جالبی براي تحقیقات آتی باشد.
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Circular Outliers Detection Using a Mixture of Von Mises 
Distributions 

Khadigeh Abdi, Moussa Golalizadeh, and Taban Baghfalaki 

Department of Statistics, Tarbiat Modares University, Tehran, Iran. 

Abstract 

Circular data are typical examples of directional data with specific systematic 
period. Because the presence of outliers  leads to invalid statistical inferences 
on the parameters of the circular regression models, their prevalence in 
analyzing these models  requires particular  attentions. There are different 
approaches for modeling the structure of the data set with outliers in which 
using the mixture models is among the most important ones. As a new idea, 
to study the methods in determining the outlier data and to employ the mixture 
model of Von Mises distribution  are considered in this paper. The EM 
algorithm is utilized  for estimating the parameters of these models. The 
performance of the proposed models is investigated using some simulation 
studies and then the confusion matrix is considered  to evaluate the accuracy 
of fitting models . Also, the proposed methods are applied to analysis  a real 
data set, related to the wave directional analysis in the Bushehr province in 
Iran. 

Keywords  : Directional data; Outlier points; Von Mises distribution; Mixture 
models; EM algorithm. 
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  براي برآورد پارامترهاي مدل  EMیتم الگور کد
iteration=500 
 M=matrix(1,nrow=iteration,ncol=5) 
colnames(M)=c("mu1","mu2","kappa1","kappa2","p1") 
  for(kk in 1:iteration) { 
n=10000 
h= 10000  
k=2             
meanobs1<-0,5*p1 
meanobs2<-p1 
kappaobs1<-10,3 
kappaobs2<-12,8 
pobs<-0,01 
z<-rbinom(n,1,pobs)    
randata1<-rvm(n,meanobs1,kappaobs1) 
randata2<-rvm(n,meanobs2,kappaobs2) 
theta<-(z*randata1+(1-z)*randata2)%%(2*pi) 
 mu=kappa=rep(0،2) 
Results=matrix(1,h,5) 
colnames(Results)=c("mu1","mu2","kappa1","kappa2","p1") 
Results[1,]=c(0,035*pi,1,01*pi,10,3،10,. 1 ) 
       for(c in 2:h) 

                }  
p=c(Results[(c-1),5],1-Results[(c-1),5)] 
mu=Results[(c-1),1:2] 
  kappa=Results[(c-1),3:4] 
f=matrix(c(rep(0,n*k)),n,k)  
   for(j in 1:k){ 
     f[,j]<-dvm(theta,mu[j],kappa[j])        
               } 
tt<-matrix(c(rep(0,n*k)),n,k)     
   for(i in 1:n) 
       {         for(j in 1:k) 
           {    tt[i,j]<-(p[j]*f[i,j])/(p[1]*f[i,1]+p[2]*f[1,2)] 
    }   } 
   for(j in 1:k) 

 }     sorat<-sum(tt[,j]*sin(theta)) 
      makhrj<-sum(tt[,j]*cos(theta)) 
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      mu[j]<-atan(sorat/makhrj) 
if(makhrj<0) 
{ 
mu[j]=pi+atan(sorat/makhrj) 
}else{ 
mu[j]=ifelse(sorat>0,atan(sorat/makhrj),2*pi+atan(sorat/makhrj)) 
} 
               } 
      Results[c,1:2]=c(mu[1],mu[2]) 
d=c() 
    for(j in 1:k) 
     {                    d=(sum(tt[,j]*cos(theta-mu[j])))/sum(tt[,j]) 
          kappa[j]<-( 1,28-0,53 *d^2)*tan((pi*d)/2)   
    {                   Results[c,3:4]=c(kappa[1],kappa[2]) 
     Results[c,5]<-sum(tt[,1])/n        
     p=c(Results[c,5],1-Results[c,5]) 
if (t(Results[c,]-Results[(c-1),])%*%(Results[c,]-Results[(c-
1),])<0,000001)(break) 
print(c )} 
M[kk,]=Results[c,] 
  print(kk) } 
M[kk,] 
 a<-c() 
zz<-max.col(tt) 
   for(i in 1:length(zz)) 
         {       if (zz[i]==1) a=c(a,zz[i]) 
             i=i+1       } 
       index=1:n   
       index[zz==1]  
         index[zz==2] 
m=c(meanobs1, meanobs2, kappaobs1, kappaobs2, pobs)  
MSE<-matrix(1,nrow=1,ncol=5) 
colnames(MSE)=c("MSE.mu1","MSE.mu2","MSE.kappa1","MSE.ka
ppa2", 
"MSE.p1") 
       for (j in 1:iteration) 
            {     for (i in 1:5) 
           {         MSE[i]=(1/j)*(sum((M[,i]-m[i])^2)) 
                   }  

} 
           MSE  


