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هاي شامل مجموعه زیر جبرهايي رده ترینکوچک
 ي جابجاییمشبکه-BCKآغازي از یک 
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  27/10/1398 تاریخ پذیرش:            26/10/1397 تاریخ دریافت:
,yجبر و -BCK یک X کنیمدر این مقاله، فرض می چکیده: t  عناصري ازX  باشند. متناظر

,F(yاي با نماد این دو عنصر، مجموعه با t) دهیم کهکنیم. نشان میرا معرفی میF(y, t)  یک
اگر  و تنهاخطی و جابجایی است اگر  Xجبر-BCKدهیم است. سپس نشان می Xزیر جبر از 

,yبه ازاي هر  t X∈ ،F(y, t) و کافیي آغازي باشد. همچنین، یک شرط لازم یک مجموعه 
,F(yبراي اینکه  t) ي دهیم که مجموعهنشان میدهیم. در پایان آل باشد ارائه مییک ایده

 است. دارکران پذیرتوزیعي ها یک مشبکهي این نوع مجموعهمتشکل از همه

-BCK،جبر استلزامی-BCKجبر جابجایی، مشبکه، -BCKجبر، -BCKهاي کلیدي: واژه
 جبر استلزامی مثبت.

  10G03 ،25G03): 2010ریاضی ( بنديرده

  مقدمه -1

ــاب گزاره هامجموعهي تعمیمی از نظریه عنوانبهجبرها -Iنظریه ــده  ]1[ درها و حس معرفی ش
سال نظریه سپس نظریه -Iتعمیمی از عنوانبهجبرها -BCKياست. در همان  BCIجبرها و 

ها - ها - BCKتعمیمی از عنوانبهجبر ها کلاس ]2[ درجبر ید. این جبر ئه گرد هایی از ارا
جبرها -BCKي مهمی از جبرهاي جابجایی دســته-BCKجبرهاي منطق هســتند. همچنین 
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شبکه ستند که نیم م شندمیهاي پایینی ه ستلزامی -BCK]. 8 و 9[ با ستلزامی و ا جبرهاي ا
اند. ) معرفی شده1975جبرها هستند که توسط ك. ایزکی (-BCKهاي دیگري ازمثبت دسته

جبر اســتلزامی اســت اگر و تنها اگر جابجایی و اســتلزامی -BCKشــود که یکنشــان داده می
شد. مفهوم ایده ست. یک نوع از ایده5,4جبرها در [-BCKآل درمثبت با شده ا هاي آل] بیان 

ـــت که رابطهمهم ایده جبرهاي جابجایی دارد. بدین -BCKي خیلی نزدیک با آل جابجایی اس
  ].6[ باشدآل از آن جابجایی جبر جابجایی است اگر و تنها اگر هر ایده-BCKمعنی که یک

,yي پیش رو براي هر زوج در مقاله t X∈اي از مجموعه، زیرX  به نامF(y, t)  تعریف و سپس
,yدهیم که براي هر کنیم. نشان میخواصی از این مجموعه را بررسی می t X∈،F(y, t)  یک

,F(yآل بودن زیر جبر است. همچنین، یک شرط لازم و کافی براي ایده t)  درBCK- جبرهاي
جبر، جابجایی و خطی است اگر -BCKدهیم که یک . در ادامه نشان میکنیممیجابجایی بیان 

,yو تنها اگر به ازاي هر  t X∈ ،F(y, t) که دهیم باشد. نشان میي آغازي یک زیر مجموعه
ان، . در پایدهدمی دارکران پذیرتوزیعتشکیل یک مشبکه  هاییمجموعه چنینایني همه مجموعه

,yکه به ازاي هر  دهیممینشان  t X∈ ،F(y, t) عنصر از  ترینکوچکL(y, t)  با ویژگی
A(t) F(y, t)= .است 

  تعاریف و مفاهیم مقدماتی-2

ضایا و تعاریف مقدماتی را که در این مقاله از  ست در این بخش یادآوري  هاآنق شده ا ستفاده  ا
  ] رجوع کند.10,7تواند به [. خواننده براي جزئیات بیشتر میکنیممی

"مجموعه ناتهی همراه با عمل دوتایییک  Xکنیمفرض می :1تعریف  "و عضو ثابت  ∗" "0
;X)باشد. آنگاه  , )∗   شود هرگاه در شرایط ذیل صدق کند:جبر نامیده می-BCKیک  0

.((x y) (x z)) (z y) (BCI )∗ ∗ ∗ ∗ ∗ = −0 1  
(x (x y)) y (BCI )∗ ∗ ∗ = −0 2. 

.x x (BCI )∗ = −0 3 
(BCI )− xاگر 2 y∗ y و 0= x∗ xآنگاه 0= y=،  

x (BCI )∗ = −0 0 5.  

;X) جايبهنامیم. در اغلب مواقع می Xرا صـــفر  X∈0عنصـــر  , )∗ را  Xطور خلاصـــه به 0
  ایم.جایگزین کرده
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ـــورتبهکه  ≥ي دوتایی رابطه Xجبر–BCKدر x ص y≤  اگر و تنها اگرx y∗ تعریف  0=
  است. جزئیي ترتیب یک رابطه شودمی

,xداراي خواص زیر است: به ازاي هر  Xجبر-BCKهر  :2قضیه  y,z X∈،  
x x (a )∗ = 10،  

x y x (a )∗ ≤ 2  
(x y) z (x z) y (a )∗ ∗ = ∗ ∗ 3،  

(a xاگر  4( y≤  آنگاه،x z y z∗ ≤ zو  ∗ y z x∗ ≤ ∗، 

(x z) (y z) x y (a )5∗ ∗ ∗ ≤ ∗ 

x (x (x y)) x y (a )∗ ∗ ∗ = ∗ 6 

،x (x y) y (a )∗ ∗ ≤ 7  
x y z x z y (a )∗ ≤ ⇔ ∗ ≤ 8.  

  یک Xاز  Aي ناتهی جبر است. زیر مجموعه-BCKیک  X کنیممیفرض  :3 تعریف 

شد، یعنی،  Xدرضرب، عمل ∗تحت عمل  هرگاهشود نامیده می Xالف) زیر جبر از سته با ب
,xبراي هر  y A∈ داشته باشیم ،x y A∗ ∈، 

ــودمینامیده  Xآل ازب) ایده ,xو براي تمام  A∈0هرگاه  ش y X∈ اگر ،x y, y A∗ آنگاه  ∋
x A∈.  

,xهرگاه براي تمام  شــودمیي پایینی نامیده پ) مجموعه y X∈ اگر ،y A∈  وx y≤ آنگاه ،
x A∈. 

  جبر باشد.-BCKیک X کنیممیفرض  :4تعریف 

,xبه ازاي هر هرگاهنامیم خطی) می(مرتب  کاملاًي را یک مجموعه Xالف)  y X∈،x y≤  یا
y x≤.  

ست اگر داراي  دارکران Xگوییممیب)  شد ترینبزرگا صر با aیعنی  ؛عن X∈  شد موجود با
xبه ازاي هر کهطوريبه X∈  داشته باشیمx a≤ .عنصر ترینبزرگX  و 1در صورت وجود با
X∗1  باNx شود.نشان داده می  

,xنامیم هرگاه به ازاي هر را جابجایی میX پ) y X∈ داشته باشیم  
x (x y) y (y x)∗ ∗ = ∗ ∗  
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xدر چنین حالتی  (x y)∗ ـــبت به رابطه x,yکران پایین  ترینبزرگ ∗ –BCKدر  ≥ي نس
xاست و آن را با  Xجبر y∧  دهیممینشان،  

,xهرگاه به ازاي هر  نامیممیرا استلزامی مثبت X (ت) y,z X∈ ي زیر برقرار باشدرابطه 

(x y) z (x z) (y z).∗ ∗ = ∗ ∗ ∗  
ـــتلزامی  X(ث) به ازاي هر  نامیممیرا اس گاه  ,xهر y X∈ طه xيراب (y x) x∗ ∗ برقرار   =

  باشد.
  :جبر باشد. آنگاه-BCKیک Xکنیممیفرض  ]10[: 5قضیه 
,xجابجایی است اگر و تنها اگر براي تمام  Xالف)  y X∈،.x (x y) y (y x)∗ ∗ ≤ ∗ ∗ 

,xاگر براي تمام  و تنهااستلزامی مثبت است اگر   Xب) y X∈تساوي ،(x y) y x y∗ ∗ = ∗  
  برقرار باشد.

  اگر جابجایی و استلزامی مثبت باشد. و تنهااستلزامی است اگر  Xپ) 

 Xي ناتهی اززیر مجموعه Aجبر جابجایی باشــد و -BCKیک  Xکنیم میفرض  :6 فیتعر
x}يباشد. مجموعه X | x a , a A}∈ ∧ = ∀   دهیمنشان میAnn(A) را با 0∋

x,yنامیم هرگاه براي تمام را یک مشبکه می P جزئیي مرتب مجموعه ]10[ :7تعریف  P∈ ،
ران ک ترینکوچککران پایین باشد.  ترینبزرگکران بالا و  ترینکوچکداراي  {x,y}ي مجموعه

xبالاي این مجموعه را با y∨  کران پایین آن را با  ترینبزرگوx y∧  دهیممینشان.  
 نامیممیمشبکه -BCKرا یک   Xجبر باشد.-BCKیک Xکنیممیفرض  ]7[ :8تعریف 

  ي ترتیبش یک مشبکه باشد.هرگاه نسبت به رابطه
باشد. آنگاه براي تمام  دارکرانجبر جابجایی -BCKیک  Xکنیممی] فرض 7[: 9 قضیه

x, y X∈:داریم ،  
NNxالف)  x=،  

Nxب)  Ny y x∗ = ∗،  

Nx پ) Ny N(x y)∨ = Nx.و ∧ Ny N(x y)∧ = ∨  
مشبکه جابجایی است که  -BCKیک  Xدارکرانجبر جابجایی و -BCK] هر7[ :10قضیه 

,xدر آن، به ازاي تمام  y X∈،  
x y x (x y).∧ = ∗ xو ∗ y N(Nx Ny)∨ = ∧  
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,xمشبکه جابجایی باشد و  -BCKیک  Xکنیممی] فرض 7[: 11 هیقض y,z X∈، آنگاه  
,X)ي الف) مشبکه   است، پذیرتوزیع ≥(

xب) (y z) (x y) (x z)∗ ∨ = ∗ ∧ ∗،  
x) پ (y z) (x y) (x z)∗ ∧ = ∗ ∨ ∗،  

x)) ت y) z (x z) (y z)∨ ∗ = ∗ ∨ ∗،  

 است. Xجبر-BCKهمان  Xبه بعد منظور از ازاینجا

  هاي آغازيشامل مجموعه زیر جبرهايي رده-3

 موردمطالعهرا  هاآنرا معرفی کرده و خواص  جبرها-BCKزیر جبرهاياي از در این بخش، رده
  .دهیممیقرار 

,y کنیممیفرض  :12تعریف  t عناصري ازX  دهیمباشند. قرار می  
F(y, t) {x X | y t y x}.= ∈ ∗ ≤ ∗  

,yبراي تمام  که کنیممی مشاهده t X∈ ،F(y, t)∈0.  

y براي هر :13گزاره  X∈،  

.F(y, ) {x X | y x y}= ∈ ∗ =0   

,F(yجابجایی باشد، آنگاه  X علاوه بر این، اگر   برابر است. y با پوچساز 0(

x کنیممیفرض  اثبات. F(y, )∈ yآنگاه  0 y x∗ ≤ y و بنابراین 0∗ y x≤ . از طرفی دیگر، ∗
y x y∗ yدر نتیجه  ≥ x y∗ ,F(yبنابراین؛ = ) {x X | y x y}⊆ ∈ ∗ ي شمول . عکس رابطه0=

  واضح است.

  که کنیممیبراي قسمت دوم قضیه مشاهده 
x F(y, ) y x y y (y x) x y x Ann(y).∈ ⇔ ∗ = ⇔ ∗ ∗ = ⇔ ∧ = ⇔ ∈0 0 0 

,yبراي هر :14لم  t X∈، y t≤ اگر و تنها اگرF(y, t) X=.  

y کنیممیفرض  :اثبات t≤ آنگاه براي تمام .x X∈، y t y x∗ = ≤ X بنابراین؛ 0∗ F(y, t)⊆ 
,F(y روازاینو  t) X=.  

,F(y کنیممی، فرض برعکس t) X= بنابراین؛ y F(y, t)∈ در نتیجه y t y y∗ ≤ ∗ = پس  0
y t∗ = yو لذا  0 t≤.  
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,y: به ازاي هر15گزاره  t,s X∈ ،  

tالف) اگر  s≤آنگاه ، F(y, t) F(y,s)≤،  

A(t) ب) F(y, t)⊆

 
A(t) که در آن {x X | x t}= ∈ ≤،  

,F(yپ)  t) ي پایینی است.یک مجموعه  

xت) اگر  F(y, t)∈ آنگاه براي تمام ،s X∈ ،x s F(y, t)∗ ∈.  

sث) اگر  F(y, t)∈ آنگاه ،F(y,s) F(y, t)⊆.  

t کنیممیالف) فرض  :اثبات s≤آنگاه .  

)1(                                        y s y t.∗ ≤ ∗        
x کنیممیحال فرض  F(y, t)∈ بنابراین ؛y t y x.∗ ≤ y،)1(و با توجه به  ∗ s y x∗ ≤ ، در ∗

xنتیجه  F(y,s)∈.  
x کنیممیب) فرض  A(t)∈ آنگاه .x t≤. 2 يدر نتیجه با توجه به قضیه(a )4، y t y x∗ ≤ ∗ 

xلذا  F(y, t)∈بنابراین (ب) برقرار است. ؛  
x کنیممیپ) فرض  F(y, t)∈  وs x≤. 2 يآنگاه بنا به قضیه(a )4 ،y x y s∗ ≤ ∗ 
x کهازآنجایی F(y, t)∈ داریم ،y t y s∗ ≤ sبنابراین ؛ ∗ F(y, t)∈  و در نتیجهF(y, t)  یک
  ي پایینی است.مجموعه

,F(y کهازآنجاییت)  t) ي پایینی است و یک مجموعهx s x∗   آید.دست می نتیجه به ≥

sث) چون  F(y, t)∈ لذا ،y t y s∗ ≤ x کنیممی. حال فرض ∗ F(y,s)∈ بنابراین ؛
y s y x∗ ≤ yگیریم که متعدي است، نتیجه می ≥ي . چون رابطه∗ t y x∗ ≤ بنابراین ؛ ∗

x F(y, t)∈  آید.دست میو نتیجه به  

,F(y که دهیممیدر مثال زیر نشان  t)  وA(t)  برابر نیستند. لزوماًدر حالت کلی  

X کنیممی: فرض 16مثال  { , , , , }= 0 1 2 3 را توسط جدول زیر مشخص  X روي ∗و عمل  4
 کنیم.می

4  3  2  1  0  ∗  
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 1 1 
0 0 0 1 2  2  
0 0 1  1 3  3  
0  4  4  4  4  4  
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;X)آنگاه  , )∗ ي ساده نشان داده با یک محاسبه. ]334 ي، صفحه10[ جبر است-BCKیک  0
)Fشود که می , ) X=1 )A کهدرحالی 3 ) { , , }=3 1 2 3.  

,yبراي تمام  :17نتیجه  t X∈ ،F(y, t) یک زیرجبر ازX .است  

,F(yبدیهی است که  اثبات: t) φ≠ زیرا ،F(y, t)∈0(پ)،  5ي . با توجه به گزارهF(y, t)  یک
  زیر جبر است.

,y,sبراي هر :18 يگزاره t X∈،  

F(y,s.الف) (s t)),F(y, t (t s)) F(y,s) F(y, t)∗ ∗ ∗ ∗ ⊆ ∩  

,F(y. جابجایی باشد، آنگاه Xعلاوه بر این، اگر )ب t s) F(y,s) F(y, t)∧ = ∩  

a) 2 يالف) با توجه به قضیه اثبات:  ,a )7 2، t (t s) t,s∗ ∗ ، نتیجه با توجه به روازاینو  ≥
  آید.(الف) به دست می15ي گزاره

xکنیم (ب) فرض می  F(y, t) F(y,s)∈ x. از اینکه ∩ F(y, t)∈  گیریممینتیجه 
y t y x∗ ≤ y بنابراینو  ∗ (y x) y (y t)∗ ∗ ≤ ∗ x ، در نتیجه∗ y y t∧ ≤ طور مشابه به. ∧

x کهایناز  F(y,s)∈ گیریممی، نتیجه x y y s∧ ≤   بنابراین؛ ∧

x y (y t) (y s) y (t s)∧ ≤ ∧ ∧ ∧ = ∧ yیعنی،، ∧ (y x) y (y (t s))∗ ∗ ≤ ∗ ∗ لذا با . ∧
a)2 يقضیهاستفاده از  y گیریممی، نتیجه 6( ((y (y (t s))) y x∗ ∗ ∗ ∧ ≤ بنابراین با توجه  ؛∗
a)2 يبه قضیه y ، داریم8( (t s) y x∗ ∧ ≤ xبنابراین  ؛∗ F(y, t s)∈  پس ∧

F(y, t) F(y,s) F(y, t s)∩ ⊆ t کنیم کهتوجه می .∧ s s (s t) t (t s)∧ = ∗ ∗ = ∗ و لذا  ∗
  شود.است و بدین ترتیب اثبات کامل می ي شمول با توجه به (الف) برقرارمعکوس رابطه

gکنیم فرض می :19گزاره  : X Y→  از  ریختیهمیکBCK-جبرها باشد، آنگاه  
g(F(y, t) F(g(y),g(t)).⊆  

sکنیم فرض می اثبات: g(F(y, t))∈ آنگاه .x F(y, t)∈  کهطوريبهموجود است g(s) x= از .
xاینکه  F(y, t)∈ که گیریممی، نتیجه y t y x∗ ≤  ،روازاینحافظ ترتیب است،  gو چون  ∗

g(y t) g(y x)∗ ≤ g(y) لذا ∗ g(t) g(y) g(x)∗ ≤ g(x) بنابراینو  ∗ F(g(y),g(t))∈. 
,y کنیممیفرض  :20گزاره  t,s X∈آنگاه .  

,F(yالف)  t) F(y,s)=  اگر  و تنهااگرy t y s∗ = ∗،  
t,sجابجایی باشد و  Xب) اگر y≤ آنگاه ،F(y, t) F(y,s)=  اگر و تنها اگرt s=.  
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,F(y کنیممیالف) فرض  اثبات: t) F(y,s)= .کهازآنجایی t F(y, t)∈  داریمt F(y,s)∈ ؛
yبنابراین  s y t∗ ≤ sطور مشابه از اینکه . به∗ F(y,s)∈  گیریممینتیجه y t y s∗ ≤ ∗ ،
yبنابراین  t y s∗ = ∗.  

yکه  کنیممیبرعکس، فرض  t y s∗ = x آنگاه .∗ F(y, t)∈  اگر و تنهااگرy t y x∗ ≤ اگر  ∗
yو تنها اگر  s y t∗ ≤ xاگر  و تنهااگر  ∗ F(y,s)∈ بنابراین ؛F(y, t) F(y,s)=.  

,F(y کنیممیب) فرض  t) F(y,s)= الف)، (. با توجه بهy t y s∗ =   و لذا ∗
y (y t) y (y s).∗ ∗ = ∗ ∗ 

tجابجایی است،  X کهازآنجایی y s y∧ = t,sو از اینکه  ∧ y≤ گیریممی، نتیجه t s= .
  طور بدیهی برقرار است.عکس گزاره به

  آید.می به دستي زیر (ب) نتیجه20ي از گزاره 

yجابجایی باشد و X کنیممیفرض  :21نتیجه  X∈ آنگاه براي هر .t,s A(y)∈،  
t s F(y, t) F(y,s).= ⇔ =  

  ي فوق است.یک شرط لازم براي نتیجه Xکه شرط جابجایی بودن دهیممیدر مثال زیر نشان 

X کنیممی: فرض 22مثال  { , , , , }= 0 1 2 3 را توسط جدول زیر مشخص  Xروي ∗و عمل  4
 کنیم.می

4  3  2  1  0  ∗  
0  0  0  0  0 0 
0  0  0  0  1 1 
0  0  0  1 2  2  
0  0  1 2  3  3  
0  1  2  3  4  4  

;X)آنگاه  , )∗   که جابجایی نیست زیرا ]319ي صفحه ،10[ جبر است-BCKیک  0
( ) ( ).∗ ∗ = ≠ = ∗ ∗2 2 3 2 1 3 3 2  

)F شود کهي ساده نشان داده میبا یک محاسبه  , ) F( , ) { , , }= =4 1 4 2 0 1 1≠ کهدرحالی 2 2.  



  166                        .هاي آغازيشامل مجموعه جبرهاي زیري رده ترینکوچک                        
NNxکه در حالت کلی تساوي  کنیممییادآوري  x=  برقرار نیست. اگر براي هرx X∈ این ،

  است. پذیربرگشت Xگوییممیتساوي برقرار باشد 

  باشد. پذیربرگشت Xکه تحت آن شرط  کنیممیي بعدي شرطی را بیان در گزاره

  :دار باشد آنگاه عبارات زیر معادل هستندکران Xاگر  :23گزاره 

  است. پذیربرگشت Xالف)  

t,sب) براي هر   X∈ اگر ،F( , t) F( ,s)=1 tآنگاه  1 s=.  

t (ب) واضح است که ⟸(الف)  اثبات: F( , t)∈ t . لذا1 F( ,s)∈ Nt روازاینو  1 Ns≤  بنابراین
NNs NNt≤  ،(الف) و در نتیجه بنا بهs t≤ نشان داد که توانمی. با استدلال مشابه t s≤  و

t روازاین s=.  

)F (ب)، کافی است نشان دهیم که20ي (الف) بنا به گزاره ⇐(ب)  , t) F( , NNt)=1 . فرض 1
xکه کنیممی F( , t)∈ Nt. آنگاه 1 Ns≤در نتیجه ، NNNt NNNs Nx≤ و لذا  =

x F( , NNt)∈ )F، بنابراین 1 , t) F( , NNt)⊆1  (الف) و این15ي شمول از گزاره يرابطه. عکس 1
NNtواقعیت که  t≤شود.، نتیجه می  

  :شرایط زیر معادل هستند باشد.جبر -BCKیک  X کنیممیفرض  :24قضیه 

  جابجایی خطی است، Xالف)  

,yب) به ازاي تمام   t X∈ که � ≰ � ،.F(y, t) A(t)=  

((الف)  اثبات: � کنیممیفرض  )ب⇐ ≰ ,F(yیک عنصر دلخواه از  zو  � t)  .کهازآنجاییباشد 
X  که  گیریممیخطی است نتیجهy z≤  یاz y≤. اگرy z≤ آنگاه ،y z∗ = که و چون 0

z F(y, t)∈  پسy t∗ yلذا  0= t≤  که با فرض،� ≰ متناقض است. این تناقض نشان  �
zکه  دهدمی y≤ کنیم نک ادعا میی. اz t≤ چنین نباشد، یعنی  کنیممیض ر. فt z≤ گاه ن. آ

a)(2يبا توجه به قضیه )4، 
)2(                                                    y z y t∗ ≤ ∗ 

zاز طرفی دیگر، با توجه به اینکه  F(y, t)∈داریم ،  

)3(                                                     y t y z∗ ≤ ∗ 
yگیریم که ) نتیجه می3) و (2اکنون از ( z y t∗ = y. لذا ∗ (y z) y (y t)∗ ∗ = ∗ بنابراین با ؛ ∗

  ،Xتوجه به جابجایی بودن 

)4(                                                   y z y t∧ = ∧  
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� کهازآنجایی ≰ t گیریممیخطی است، نتیجه  Xو  � y<. ابراین بنy t t∧ مچنین، از ه .=
z y≤  ،داریمy z z∧ tعنی، ی ،= z=  که با فرضt z<  متناقض است. این تناقض نشان
zکه  دهدمی t≤  و لذاz A(t)∈ بنابراین .F(y, t) A(t)⊆(ب)،  13ي شمول از لم . عکس رابطه 
  شود.و بدین ترتیب تساوي ثابت می شودمییجه نت

,x کنیممیخطی است. فرض  X دهیممی(الف) ابتدا نشان  ⇐(ب)  y X∈ آنگاه با توجه به .
y اینکه (y x) y∗ ∗   آیددو حالت پیش می ≥

yحالت اول:   (y x) y∗ ∗ =.  

y کهازآنجایی  (y x) x∗ ∗ y گیریممی، نتیجه ≥ x≤.  

yحالت دوم:   (y x) y∗ ∗ ≠.  

�آنگاه  ≰ � ∗ (� ∗ ,F(y که گیریممیو لذا از (ب) نتیجه  (� y (y x)) A(y (y x))∗ ∗ ≤ ∗ ∗
a)2ي. با توجه به قضیه x که کنیممیشاهده 2 ي،6( F(y, y (y x))∈ ∗  در نتیجه ∗

x A(y (y x)∈ ∗ x، لذا ∗ y (y x)≤ ∗ xو بنابراین  ∗ y≤در نتیجه .X  خطی است. حال
,x کنیممیجابجایی است. براي این منظور فرض  Xکه  دهیممینشان  y X∈ .کهازآنجایی X 

xکه  کنیممیخطی است بدون اینکه از کلیت مسئله کم شود فرض  (x y) y (y x)∗ ∗ ≤ ∗ ∗ 
y دهیممیو نشان  (y x) x (x y)∗ ∗ ≤ ∗   . گیریم چنین نباشد، آنگاه∗

)5( � ∗ (� ∗ �) ≰ � ∗ (� ∗ �)  

�که  کندمیو این دلالت  ≰ � ∗ (� ∗  24 ي. لذا با توجه به قضیه(�
F(x,x (x y)) A(x (x y))∗ ∗ = ∗  که گیریممی. با بحثی مشابه بالا نتیجه ∗

y F(x (x y))∈ ∗ y. پس ∗ A(x (x y))∈ ∗ yو لذا  ∗ x (x y)≤ ∗ 2ي. با توجه به قضیه∗
(a )2 ،x (x y) y∗ ∗ yبنابراین؛ ≥ (y x) x (x y)∗ ∗ ≤ ∗ ) متناقض است. این 5که با ( ∗

xکه  دهدمیتناقض نشان  (x y) y (y x)∗ ∗ = ∗ جابجایی است. بدین ترتیب  Xو بنابراین  ∗
  شود.برهان کامل می

yي جابجایی باشد. به ازاي هر مشبکه-BCKیک  Xکنیممیفرض  :25 نمادگذاري X∈  قرار
 دهیممی

L(y,X) : {F(y, t) | t X}= ∈  
t,sبراي تمام  L(y,X)را روي  ∆و  ∇و اعمال  X∈کنیم، به شکل زیر تعریف می 

)6( F(y, t) F(y,s) : F(y, t s),∇ = ∧  
 F(y,t) F(y,s) : F(y, t s).∆ = ∨ 
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همان اعمالی باشند ∆و  ∇ي جابجایی باشد مشبکه-BCKیک  X کنیممیفرض  :26قضیه 
;L(y,X))اند. آنگاه، تعریف شده )6( که در   است. دارکرانپذیر ي توزیعیک مشبکه ∇,∆(

t,sکهازآنجایی اثبات: t s≤   که گیریممی(الف) نتیجه 15 ي، از گزاره∨
F(y, t),F(y,s) F(y, t s).⊆ ∨  

F(y,z) کنیممیفرض  L(y,X)∈ یک کران بالا براي F(y, t) و F(y,s)یعنی، ؛ باشد
F(y, t) و F(y,s)هايزیرمجموعه F(y,z)  .کهازآنجاییباشندt F(y, t)∈  گیریممی، نتیجه 

t F(y,z)∈ و بنابراینy z y t∗ ≤ yطور مشابه، . به∗ z y s∗ ≤ بنابراین؛ ∗
y z (y t) (y s)∗ ≤ ∗ ∧ yکه گیریممی(الف)، نتیجه 11 يو لذا از قضیه ∗ z y (t s)∗ ≤ ∗ ∨ 

tیعنی؛  s F(y,z)∨ ,F(y(ب)،15 يحال با توجه به گزاره .∋ t s) F(y,z)∨ بنابراین ؛  ⊇
F(y,t s)∨ کران بالا براي  ترینکوچکF(y, t)  وF(y,s) (ب)، این 18 ياست. از گزاره

F(y,tکه  آیدمینتیجه به دست  s)∧  کران پایین براي  ترینبزرگنیزF(y, t)  وF(y,s) 
;L(y,X))بنابراین ؛ است ,F(y(الف)، 15 يیک مشبکه است. با توجه به گزاره ∇,∆(  و 0(

F(y, ) X=1  يمجموعهعضو براي  ترینبزرگو  ترینکوچکبه ترتیب L(y,X)  هستند. لذا
L(y,X) که  دهیممیاست. اینک نشان  دارکرانL(y,X) کنیممیاست. فرض  پذیرتوزیع 

y,z, t,s X∈ يپذیرتوزیع) و خاصیت 5ه بنا به (آنگاX داریم 

F(y,z) F(y, t) F(y,s)) F(y,z (t s))
F(y,(z t) (z s))
F(y,z t) F(y,z s)
(F(y,z) F(y, t)) (F(y,z) F(y,s)).

∆( ∇ = ∧ ∨
= ∧ ∨ ∧
= ∧ ∆ ∧
= ∆ ∇ ∆

 

;L(y,X))بنابراین    است. دارکرانپذیر ي توزیعیک مشبکه ∇,∆(

,yکنیمفرض می :27گزاره  t X∈ آنگاه .F(y, t) عنصر  ترینکوچکL(y,X)  است که داراي
A(t)ویژگی  F(y, t)⊆ است.  

,y کنیممیاثبات: فرض  t X∈(ب)، 15 ي. با توجه به گزارهA(t) F(y, t)⊆ حال فرض .
sکه  کنیممی X∈  کهطوريبهموجود باشد A(t) F(y,s)⊆ دهیم کهو نشان می .

F(y, t) F(y,s)⊆ کنیممیبراي این منظور فرض x F(y, t)∈ آنگاه ،y t y x∗ ≤ و با توجه  ∗
a)2 يبه قضیه )8 ،y (y x) t∗ ∗ y ،، یعنی≥ (y x) A(t)∗ ∗  بنابراین؛ ∋

y (y x) F(y,s)∗ ∗ y. لذا ∋ s y (y (y x))∗ ≤ ∗ ∗ a)2 ياز قضیهاینک . ∗ ، نتیجه 4(
y گیریممی s y x∗ ≤ xو بنابراین  ∗ F(y,s)∈لذا . F(y, t) F(y,s)⊆ بدین ترتیب اثبات .

  .شودمیکامل 
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,F(yکه  دهیممیدر مثال زیر نشان  t) ًآل نیست، حتی اگر یک ایده لزوماX .جابجایی باشد  

X کنیممی. فرض 28مثال  { , , , , }= 0 1 2 3 ". عمل 4 توسط جدول زیر مشخص  را X روي∗"
  .کنیممی

4  3  2  1  0  ∗  
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 1 1 
0 0 0 1 2  2  
1  0  1  2  3  3  
0  1  1  2  4  4  

;X)آنگاه  , )∗ ساده  يبا یک محاسبه ]392صفحه  10[ ،است خطی جبر جابجایی-BCKیک  0
)F شودمینشان داده  , ) { , , , }=3 2 0 1 2 )F نیست زیرا Xآل ازهکه یک اید 4 , )∗ = ∈3 1 2 3 اما  2

F( , )∉3 3 2.  
,F(yکه تحت آن شرط  کنیممیبعدي شرطی را بیان  يگزارهدر  t) آل است.یک ایده  

ی باشد. آنگاه عبارات زیر معادل خط یجبرجابجای-BCKیک X کنیممیرض ف :29گزاره 
  :هستند

  استلزامی است، Xالف) 

,yب) براي هر  t X∈ ،F(y, t) آل ازیک ایدهX .است  

,y کنیممی(ب) فرض  ⇐(الف)  اثبات: t X∈ اگر .y t≤ واضح است 12به لم  با توجه آنگاه ،
,F(yکه  t) آل است زیرا یک ایدهF(y, t) X=  که کنیممیحال فرض.� ≰ آنگاه با توجه به �
,F(y، 22 يقضیه t) A(t)=  بنابراین کافی است نشان دهیم کهA(t) آل از یک ایدهX  .است

,y کنیممیفرض  y x A(t)∗ x. آنگاه ∋ t≤  وy x t∗ xو لذا  ≥ t∗ y)و  0= x) t∗ ∗ = 0 .
  استلزامی مثبت است و بنابراین X (پ)،5 يبا توجه به قضیه

(y x) t y t∗ ∗ = a) 2 ي. اینک با استفاده از قضیه∗ ,a )3   داریم،، 5

y t (y t) (y t) (x t) ((y t) t) (x t)
(y t) x (y x) t

∗ = ∗ ∗ = ∗ ∗ ∗ = ∗ ∗ ∗ ∗
≤ ∗ ∗ = ∗ ∗ =

0
0

  

y پس t∗ yدر نتیجه  0= A(t)∈ و بنابراینA(t) آل ازیک ایدهX .است  
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استلزامی است. فرض  X(پ)، کافی است نشان دهیم که 5ي (الف) با توجه به قضیه ⇐(ب)  

,x کنیممی y X∈ ،(الف) آنگاه با توجه به A(x) آل از یک ایدهX دهیم،است. قرار می  

w : y ((y x) x)= ∗ ∗ zو ∗ : y (y x)= ∗ y، از اینکه ∗ (y x) x∗ ∗ گیریم که نتیجه می ≥
z A(x)∈ ي اصل موضوعه کارگیريبه. همچنین، با( BCK)−1 2 يو قضیه (a ,a )5   داریم 7

w z (y ((y x) x)) (y ((y x)) (y x) ((y x) x
y (y x) x A(x).

∗ = ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ≤ ∗ ∗ ∗ ∗
≤ ∗ ∗ ≤ ∈

  

w بنابراین  z A(x)∗ zآل است و یک ایده A(x) اینکه. با توجه به ∋ A(x)∈  نتیجه
wکه  گیریممی A(x)∈ ،یعنی ،y (y (y x)) A(x)∗ ∗ ∗ y پس ∋ (y (y x)) x∗ ∗ ∗  و ≥
a)2 يبا توجه به قضیه روازاین )8،y x (y x) x∗ ≤ ∗ y). از طرفی دیگر،∗ x) x y x∗ ∗ ≤ ∗

y)بنابراین ؛  x) x y x∗ ∗ =   .استلزامی مثبت است X(ب)، 6 يو لذا با توجه به قضیه ∗

,yکنیممیفرض  :30گزاره  t X∈به ازاي هر . آنگاهz F(y, t)∈، F(y,t) A(z)=  اگر و تنها
,F(yیک کران بالا براي  zاگر  t) .باشد  

F(y,t)اگر  اثبات: A(z)=  .کنیممیفرض  برعکسنتیجه روشن است z F(y, t)∈  یک کران
,F(yبالا براي  t) باشد. آنگاه به ازاي هرx F(y, t)∈،x z≤درنتیجه .z F(y, t)∈  حال .

x کنیممیفرض  A(z)∈،یعنی ،x z≤  و لذاy z y x∗ ≤ که از طرفی دیگر، از این ∗
z F(y, t)∈ داریم ،y t y z∗ ≤ y. در نتیجه ∗ t y x∗ ≤  که کندمیو این دلالت  ∗
x F(y, t)∈ بنابراین ؛A(z) F(y, t)⊆ در نتیجه A(z) F(y, t)=.  

,F(yي جابجایی باشد. آنگاه مشبکه-BCKیک  X کنیممیفرض  :31گزاره  t)  نیز براي تمام
y, t X∈ است. چنین  

,F(y اثبات: چون t)  یک زیر جبر است بنابراین یکBCK- جبر جابجایی است. حال فرض
x,z کنیممی F(y, t)∈ در نتیجه .y t y x∗ ≤ xاز طرفی دیگر،  .∗ z x∧ در نتیجه  ≥

y x y (x z)∗ ≤ ∗ x، لذا ∧ z F(y, t)∧ ,F(yبنابراین ؛ ∋ t)  بسته است.  ∧تحت عمل
y کهازآنجاییهمچنین  t y x∗ ≤ yکه  گیریممینتیجه  ،∗ (y x) t∗ ∗ xو لذا  ≥ y t∧ ≤ .

yطور مشابه، از به t y z∗ ≤ z که شودمی ، نتیجه∗ y t∧ z).. پس ≥ y) (x y) t∧ ∨ ∧ ≤ 
x). که گیریممینتیجه  X يپذیرتوزیعحال از  z) y t∨ ∧ y یعنی، ≥ (y (x z)) t∗ ∗ ∨ ≤ 

a)(2 يو لذا با توجه به قضیه ,a )6 yداریم )،4 t y (x z)∗ ≤ ∗ xبنابراین ؛∨ z F(y, t)∨ ∈ .
,F(y در نتیجه t)  رسد.اثبات به پایان می بسته است. بدین ترتیب ∨تحت عمل  
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  گیرينتیجه

 کارگیريبهایم. با قرار داده موردمطالعهجبر را -BCKاي از زیر جبرهاي یک در این مقاله رده
-BCKجبرهاي جابجایی خطی و -BCKجبرها از قبیل-BCKاین رده، انواع مهمی از 

ي تمام عناصر رده مذکور ایم. با تعریف دو عمل روي مجموعهجبرهاي استلزامی را توصیف کرده
ریف مفاهیم تع توانمیکار بعدي  عنوانبهایم. به دست آورده دارکران پذیرتعویضي یک مشبکه

BCKشبه  جبرها،-BCIدیگر از جمله  یشده در این مقاله را براي ساختارهاي جبري منطق
  جبرها بکار برد و نتایجی را به دست آورد.-BLجبرها و -

  تشکر و قدردانی

و  شان که موجب بهبود مقاله شده استسازنده هايیشنهادپ به خاطراز داوران محترم مجله 
آوري دانشگاه شهید چمران اهواز در قالب پژوهانه از حمایت مالی معاونت پژوهش و فنهمچنین 

GN: SCU.MM98.155 آیدمیبه عمل تشکر  تقدیر و.  
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Abstract: In this paper, we assume that X is a BCK-algebra and y, t elements 
of X. We assign to these elements a set, denoted by F(y; t). We show that F(y; 
t) is a subalgebra of X. Then we prove that a BCK-algebra X is a Linear 
Commutative BCK-algebra if and only if every F(y; t) is an initial set of X. 
Moreover, we give a necessary and sufficient condition for F(y; t) to be an 
ideal. Finally, we show that the set consisting of all these sets forms a bounded 
distributive lattice. 

Keywords: BCK-algebra, Commutative BCK-algebra, lattice, Implicative 
BCK-algebra, Positive implicative BCK-algebra. 
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