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 دو مرزي لایه بر حاکم معادلات حل براي ،)ADM( ادومین تجزیه روش مقاله این در :چکیده
 حل رايب تحلیلی هايروش از یکی روش این. است شده کاربردهبه ناپذیر تراکم سیال براي بعدي

 جریان( خاص شرایط براي اسکن -فالکنر معادله حاضر، تحقیق در .است غیرخطی معادلات
 مشاهده. است شده حل) گوه روي جریان همگرا، کانال در جریان سکون، نقطه جریان بلازیوس،

 است ریاضی قدرتمند ابزار یک همچنین و دهدمی دست به دقیقی بسیار نتایج روش این که شد
 کاربردهبه مهندسی و علوم مختلف هايشاخه در غیرخطی و خطی فراوان مسائل حل براي که

  .شودمی

 .بلازیوس اسکن، -فالکنر ادومین، تجزیه مرزي، لایه :هاي کلیديواژه

   .25A37، 20D34 ): 2010ریاضی ( بنديرده

 مقدمه -1

 ریانج براي مخصوصاً مهندسی، و فیزیکی مسائل از وسیعی طیف حل براي ادومین تجزیه روش
 روش مشهورترین (ADM) ادومین روش. است شده استفاده آرام و پایا و بعدي دو تراکم غیرقابل

 ملگرع معادلات تصادفی و قطعی و غیرخطی و خطی کاربردي هايجواب یافتن براي سیستماتیک
 معادلات و )PDE( جزئی دیفرانسیل معادلات و )ODE( معمولی دیفرانسیل معادلات شامل

 براي کارآمدي هايالگوریتم که است قدرتمندي تکنیک) ADM( .]1-7[ است...  و انتگرالی
 مهندسی و کاربردي علوم در جهان واقعی مسائل در کاربرد براي عددي و تحلیلی هايجواب
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 را) BVP( مرزي مقدار مسائل و) IVP( اولیه مقدار مسائل حل امکان مابه  ؛ کهکندمی ایجاد
  .]8-10[ کندمی فراهم

 فرانسیلدی معادله شکل به مرزي لایه آرام و پایا و بعدي دو تراکم غیرقابل جریان به مربوط مسائل
 یناول معادلات این. کرد حل تواننمی را آن مستقیماً که شودمی بیان غیرخطی سوم درجه جزئی

 نامیده اسکن -فالکنر معادلات بنابراین و شدند بیان 1931 سال در اسکن -فالکنر توسط بار
 .داد عهتوس دیفرانسیلی مرزي لایه معادله براي را تشابهی تبدیل روش اسکن -فالکنر. اندشده

 صورتبه مستقیماً که داد کاهش غیرخطی 3 مرتبه معمولی دیفرانسیلی معادله به سپس آن را
]. 12شد [ امتحان  هارتري توسط بعدها هم به شانوابستگی و هاحلراه ].11شد [ حل عددي

 داد کاهش اولیه مرزي مسائل جفت یک به را مرزي مسائل که برد بکار را تبدیلات گروه یکنا، 
، همکاران و گوپال راجا]. 13کرد [ حل مستقیم انتگرالی روش توسط را مسائل این سپس و

 وهگ یک حول همگن تراکم غیرقابل دوم مرتبه مسائل براي را اسکن -فالکنر مرزي لایه جریان
 تشابهی حل روش یک لین، و لین]. 14داد [ قرار مطالعه مورد جریان جهت به نسبت متقارن

کرد  معرفی پرانتل عدد هر با را دماهم سطح روي اجباري جابجایی گرماي انتقال جریان براي
 بسط روش توسط را گوه یک حول جریان براي جریان میدان و دما همکاران، و هوسو]. 15[

  ].61کردند [ مطالعه شوتینگ روش و کوتا رانگ انتگرال تشابهی، تبدیلات ،هاسري

 و هرسو بعداً. ]17داد [ پیشنهاد اسکن -فالکنر معادله براي را محدود اختلاف روش اساتامبی،
 گرماي انتقال مسائل براي محدود اختلاف روش و تشابهی تبدیلات ،هاسري بسط از ترکیبی هایو،

 انتقال تحلیل کایو، لی -بور. ]18داد [ ارائه را دار فن پره حول دوم مرتبه الاستیک ویسکو سیال
و  داد رارق مطالعه مورد دیفرانسیلی تبدیلات روش توسط را اسکن -فالکنر گوه جریان براي گرما

 هايسالحقیقی در  .]19دارد [ عددي هايروش دیگر با خوبی تطابق حاصله نتایج نشان داد که
را با روش تجزیه ادومین حل نمود و نتایج  بعديیک غیرخطیبرگرهاي معادله  2016و  2015

  .]20-21کرد [حاصل را با روش کرانک نیکلسون و روش شبکه بولتزمن مقایسه 

 مورد اسکن -فالکنر جریان مسئله حل براي) ADM( ادومین تجزیه روش کاربرد مقاله این در
 يمرز شرط براي مرزي لایه لبه بنابراین داریم فشار گرادیان چون. است گرفته قرار ارزیابی

 ناسک -فالکنر معادله براي مومنتوم معادله روش این درستی دادن نشان براي. یستن مشخص
 روي جریان همگرا، کانال در جریان سکون، نقطه جریان بلازیوس، جریان( خاص شرایط براي
  .است شده حل) گوه

  ADM روش پایه و ساسا -2

  :بگیرید نظر در را زیر دیفرانسیل معادله ابتدا روش، این اساسی ایده بیان براي
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)1(                             ( ) ( ) ( ) ( )Ly x Ry x Ny x g x+ + =  

):    از عبارت استشرط مرزي  کهطوريبه )i
iy α0 , و     = , ,...,i n=0 1 2   

. عملگر استعملگر غیرخطی  Nو  بقیه عملگر خطی R، پذیرعملگر خطی معکوس L چنینمه
1L− ) دهیم. در این صورت خواهیم داشت:) اثر می1را بر طرفین رابطه  

( )( ) ( ) ( )y φ L g x Ry x L Ny xL− − −= + − −1 1 1                          (2) 
فرض  )ADM(شود. روش تجزیه ادومین از اعمال شرایط مرزي موجود حاصل می φ کهطوريبه

  سري نامتناهی زیر  باشد:   صورتبه y(x)کند که جواب می

( ) ( )n
n=

y x y x
∞

= ∑
o

                                                       (3) 

-زیر در نظر می صورتبه هاايچندجملهسري نامتناهی از  صورتبهرا  N(y)و عملگر غیرخطی 
  گیرد:

( ) n
n=

  N y A
∞

= ∑
o

                                                            (4) 

n, , ,yیی از هاايچندجملهها  nAو  y y1 ...o شوند: زیر تعریف می صورتبهباشند که می  

( ) ( )
n

i
n n in i λ

1 d    A y  y    y  F λ y n   و , , ...
n dλ

∞

=
=

 … = =  ∑0 01 01, ,
! o

          (5) 

n, ,y آن توابع) و حل 2) در معادله دیفرانسیل (5) و (3گذاري روابط ( با جاي y ,y y , 21 ...o 
  د.نشوحاصل می

  معادلات حاکم و روش حل آن -3

  :استزیر  صورتبه تراکم ناپذیرمعادلات حاکم بر لایه مرزي دو بعدي براي سیال 

)6  (                                                         u v
x y

0∂ ∂
+ =

∂ ∂
  

)7   (                                       
 u u p uu v  v

x y p x y
∂ ∂ ∂ ∂

+ = +
−

∂ ∂ ∂ ∂

2

2
1  

. براي ارتباط استفشار معرف  P و yو  xبه ترتیب سرعت سیال در راستاي  vو  uکه در آن 
  گرادیان فشار با سرعت از معادله برنولی استفاده شده است.
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)8   (                                              dUp U
p x dx
1 ∞

∞

∂
− =

∂
  

pبراي لایه مرزي آرام، با فرض . است xسرعت جریان آزاد در جهت  ∞Uکه در آن 
x

0∂
=

∂
، با 

 اما براي حالتی که گرادیان ؛است آمدهدستبهبعد حل بلازیوس تعریف متغیرهاي تشابهی و بی
ازد را ساسکن شرایط خاصی را که استفاده از حل تشابهی را ممکن می -فالکنرفشار صفر نیست 

  جریان سیال لزج غیرقابل تراکم را بالاي یک گوه در نظر بگیرید:  .]11[ نمود ارائهبررسی و 

)9           (               m
x
β

=
− β2

)و             ) m U x Cx∞ =     

  شوند:زیر معرفی می صورتبهبعد متغیرهاي تشابهی و بی

)10  (                             ( ) uf' z
 U∞

 xو       =
yz  Re
x

= 0/5  

) معادله مومنتوم به شکل 7) و (6در معادله ( هاآن) و جاگذاري 10) و (9با استفاده از معادلات (
  شود:زیر تبدیل می

)11  (                                      f αff +β( -f  ′′ ′′′′ + =21 ) 0  

  :استزیر  صورتبه ؛ سرعت بدون بعد شده ؛f برايشرایط مرزي  آنکه در 

)12(                       ( )f ′ ∞ =1    ( )f 00 ,′ =      ( )f 0 0,=    
آن از بنابراین براي حل  استاست و حل تحلیلی آن مشکل  غیرخطی) 11معادله ( ازآنجاکه 

  روش تجزیه ادومین استفاده شده است.

  ز روي یک صفحه مسطحاجریان عبور کننده  3-1

له اسکن به معاد -براي جریان عبوري از روي یک صفحه مسطح با زاویه حمله صفر معادله فالکنر
  یابد:) تقلیل می13(

)13(                                               f ff =1 0
2

′ ′′+′′  

  از: اندعبارتکه شرایط مرزي 

.( )f ′ ∞ =1      , ( )f 00′ =      , ( )f 0 0=  
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  صورتبهکنیم. براي این کار معادله را میبراي حل معادله بالا از روش تجزیه ادومین استفاده 

( ) ( )L f N f+ ): کهطوريبهنویسیم  می 0= )L f f= )و  ′′′ )N f ff ′′=
1
2

.  

) عملگر معکوس )
x x x

L (.)= dx dx dx    − ∫ ∫ ∫1 .
o o o

  کنیم: ) اعمال می13را بر طرفین معادله (

( )( )f A Bx Cx L N f−= + + −2 1                                   (14) 

) از شرط مرزي )f =0 A مقدار 0 ) و از شرط 0= )f ′ =0 B مقدار 0 شود، حاصل می 0  =
  بنابراین

f Cx L ff−  ′′= −  
 

2 1 1
2

                                        (15) 

) قسمت غیرخطی )N f ff ′′=
1
2

n صورتبهرا  
n=

N(f)= A
∞

∑
o

  کنیم بطوریکهتجزیه می 

( )
n

k
n kn i λ

1A  N f λ ، , , , ,
n λ 0 0

012 3 ...
!

∞

=
=

∂  = =  ∂ ∑       n                     (16) 

nA غیرخطیي ادومین براي قسمت هاايچندجمله ( )N f ff ′′=
1
2

  د بطوریکه:نباشمی 

( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

A N f f f

A N f f f  f f f f

f f
A N f f N f f  f f f f f f  f f  f f f  
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2
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
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3
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01 2
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.
2 6

+     ′′ ′′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′ ′′+ + + + + +     
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    گیریم:دنباله بازگشتی زیر را در نظر می

( )n n

f =cx
f = L A ، n , , ,

0
1

1

2

1 2 3 ...−
−


 − =

                                  
  

 

  شود: زیر حاصل می صورتبهجملات جواب 
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( )

( )

xf L A c

f L A c x

5
1 2

1

1 4 9
2 1

0 60
1

494

−

− −

= − = −

= − =
 

n صورتبهجواب 
n

f f
0

∞

=

=   شودمیحاصل    ∑

xf f f f cx c c x= + + + … = + − +…0

5
2 2 4 9

1 2
1

6 494
)

0
( -                  (17) 

)اگر شرط  )f 1′ ∞ fرا در  = f f f0 1 2= + cاعمال کنیم مقدار  + 0  آیدیم به دست =1435/
  شود:و جواب زیر حاصل می

( ) xf x  x ( ) ( ) x= − − + …
5

2 2 4 91
60 494

0 /1435 0 /1435 0 /1435  

روش حاضر با حل  تحلیلی یجنتا .تر محاسبه نمودرا دقیق cتوان مقدار می f با افزایش جملات
شود میکه ملاحظه  طورهمانسه شده است و مقای 1بلازیوس با روش هموتوپی در جدول شماره 

و همچنین رفتار تابع در این  سازگاري بسیار خوبی بین حل بلازیوس و روش حاضر وجود دارد
  .نشان داده شده است )1( شکلحالت در 

  

  جریان عبور کننده از روي یک صفحه مسطح: )1شکل (
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  HPM [23]و  ADMاز روش  f(x) آمدهدستبه نتایج مقایسه :)1( جدول

x f(x) (ADM) f(x) (ADM)  

0  
2/0  
4/0  
6/0  
8/0  

1  
2/1  
4/1  
6/1  
8/1  

0  
0057/0  
0230/0  
0516/0  
0917/0  
1532/0  
2258/0  
3294/0  
3837/0  
4583/0  

0  
0066/0  
0266/0  
0597/0  
1061/0  
1655/0  
2379/0  
3229/0  
4203/0  
5295/0  

  جریان نقطه سکون -3-2

  یابد:) تقلیل می18اسکن به معادله (-در جریان نقطه سکون، در لایه مرزي دو بعدي معادله فالکنر

+  f ff - ( f  ) =′′′ ′′′+ 21 0                                                    (18) 
  :زیر است صورتبهکه در آن شرایط مرزي 

,( )f ′ ∞ =1 ,( )f ′ =0 0 ( )f =0 0  

  صورتبهمعادله را  کار یناکنیم. براي براي حل معادله بالا از روش تجزیه ادومین استفاده می
f ff - f 2 1′′ ′′′ +′ =   صورتبهکه  گیریمیمدر نظر  −

  ( ) ( )L f  N f g+ =                                             (19) 
)شود و در آن نوشته می )L f f= ′′′، ( )N f ff - f 2′′ gو  =′ 1= − است. با اعمال        

( )
x x x

L (.)= . dx dx dx1
0 0 0

− ∫ ∫  ) داریم19بر طرفین رابطه ( ∫

( )( )xf A Bx Cx L N f
!

−= + + − −2 1
3

3
. 

) از شرط )f 0 A مقدار =0 ) و از شرط =0 )f 00′ Bمقدار  =   شود بنابراین:حاصل می =0
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( )( ) ( ) ( )( )f L N f x L N fxcx θ− −= − − = −
3

2 1 1

6
 

) غیرخطیاگر قسمت  )  N f ff - f 2′′  خواهیم داشت را تجزیه کنیم در این صورت=′

( ) nn
N f A∞

=
= ∑ 0

) کهطوريبه  )
n

k
n kn K λ

 A  N f λ  
n! λ 0 0

1
=

=

∂  =   ∂   ، بنابراین ∞∑
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( )

( ) ( ) [ ]

)

( )

(

A N f f f f

A N f f f f f f 2f f f

f fA N f f N f f f f f 2f f f f f f  
!

′

′

′ ′= = −

′ ′′ ′ ′′ = = + − 

′ ′′ ′′ ′ ′′ ′ = + = + − + − + ′′

2

0 0 0 0 0

3
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 1

2 2
2 41 1

2 2 22 2

 

   صورتبهبا در نظر گرفتن دنباله بازگشتی 

( )

( )n n

xf = x = cx                  

f = L A   ,  n , , ,...

θ

−
−


−


 − =

3
2

0

1
1 1 2 3

6  

   :شوندجملات بعدي جواب حاصل می

 

1f =  c x  cx  x

1f = c x c x c x .c x x

− +

− + + +

2 5 6 7
1

3 10 2 11 12 4 9 13
2

1 1
30 180 2520

62 3600 1 1
7200 2494800 1796256000 2520 12972960

 

  
  جریان نقطه سکون): 2شکل (
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  HPM [22] و ADM از روش f(x)  آمدهدستبهمقایسه نتایج  :)2( جدول
x f(x) (ADM) f(x) (ADM)  

0  
1/0  
2/0  
3/0  
4/0  
5/0  
6/0  
7/0  
8/0  
9/0  

1  
1/1  

0  
118264/0  
226612/0  
325239/0  
414403/0  
494601/0  
566249/0  
629803/0  
685841/0  
734881/0  
777636/0 
814538/0  

0  
11826/0  
22661/0  
32524/0  
41446/0  
49465/0  
56628/0  
62986/0  
68594/0  
73508/0  
77787/0  
٨١۴٨٧/٠  

nبدین ترتیب جواب مسئله 
n=

f= f
∞

∑
o

هر تعداد از جملات سري و  را با cشود. مقدار حاصل می 

f= fتوان به دست آورد. مثلاً اگر شرط مرزي می + f f0 1  شرطبهر نظر بگیریم با توجه را د +2
)مرزي  )f 1′ 0/مقدار  ∞= 210034=c یلی نتایج تحل، 2در جدول شماره  شود.حاصل می

 شودمیکه مشاهده  طورهمانمقایسه شده است و  ] 22[ عدديروش آدومیان حاضر با حل 
رفتار تابع در  2 شکلدر  همچنین دارد. وجود حاضرسازگاري خوبی بین حل عددي و روش 

   .نشان داده شده است سکونحالت جریان نقطه 

  اجریان در کانال همگر -3-3

  یابد:) تقلیل می20اسکن به معادله ( –براي جریان در یک کانال همگرا، معادله فالکنر 

( )f f+ −′ =′′ ′ 21 0                                             (20) 
   صورتبهکه در آن شرایط مرزي 

( ) ( ) ( )f ,         f ,        f ∞′ ′= = =0 0 0 0 1  

 کنیم. براي این کار معادله براي حل معادله بالا از روش تجزیه ادومین استفاده میاست. 
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 ( )f f 2 1′′′ ′− = L(f)=fگیریم که در نظر میرا  − N(f)=  u و  ′′′ =1و  2′ −g  و معادله
  :استزیر   صورتبه

)21(                                            L(f) N(f)=g   −   

)عملگر معکوس  )
x x x

L (.)= . dx dx dx   1
0 0 0

− ∫ ∫  :کنیم) اعمال می21را بر طرفین معادله ( ∫

( ) ( )f = A + Bx + Cx L N(f) +L  − −+ −2 1 1 1  

) از طرفی )L = x31 1 1
6

− −   ، بنابراین:−

( )f = A + Bx + Cx x L N(f)  −− +2 131
6

 

)چون  )f 0 ) و A=0پس  =0 )f 0 0′   بنابراین: B=0پس  =

( )f = Cx x L N(f)−− −2 131
6

 

nصورت به N(f)تجزیه ادومین را براي 
n=

N(f)= A∑
o

∞

  بطوریکه ،گیریمدر نظر می 

n
k

n kn
k= λ

1 δA = N( f λ )
n! λ

.
δ =

 
 
 

∑
o o

∞

 

  در این صورت:

( )

A N(f )=f

A N (f ).f = f  f f
f fA N (f ).f +N (f )  f  f .f  f  2 f f .

!
 

′=

′′′=

′′ ′′ ′ ′′ ′ = = + +′ 

′



2
0 0 0

0 0 0

2
0 0 0 0

1 1 1
2

0 0

2
31 1

2 2 2 0

2

2 2
2 2

 

    گیریم:را در نظر میبازگشتی زیر دنباله 

( )

( )n

f = x = cx x               

f = L A   ,    n=  ,  …,n

θ

−
−

 −

 −

2 3

1

0

1

1
6

1 2
 

nجملات سري جواب 
n=

f= f∑
o

∞

  شوند: می حاصل زیر صورتبه، 
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f =  c x  x  cx

f = c x c x c x c x x

+ −

+ − − +

2 5 7 6
1

4 9 2 11 3 10 12 13
2

1 1 1
15 840 60

1 148 32 1 1
810 831600 43200 55440 1469520

 

  جریان بر روي گوه -3-4

0/ و α=1 براي جریان روي گوه، با انتخاب 5=β  اسکن به معادله  –معادله فالکنر  

( )f f f + f′  ′′+ − = ′′ ′ 2

2
1 1 0                                  (22) 

  از:  اندعبارتشرایط مرزي در آن که یابد تقلیل می

( ) ( ) ( )f ,      f ,      f∞ ′ = =′ =1 0 0 0 0 . 
  :صورتبهبراي حل معادله بالا با استفاده از روش تجزیه ادومین، معادله را 

)23       (                                      L(f)+N(f)=g    

L(f)=fگیریم که در نظر می ′′′، N(f)= f f (f )21
2

′′ =gو  −′ 1
2

. عملگر معکوس است −

( )
x x x

L (.)= . dx dx dx
0 0 0

1− ∫ ∫   کنیم:) اعمال می23را بر طرفین معادله ( ∫

( )f = A + Bx + Cx L N(f) +L  − −  − − 
 

2 1 1 1
2

 

Lاز طرفی:  = x1 31 1
2 12

−  − − 
 

  بنابراین 

( )f = A + Bx + Cx x L N(f)  −− −2 3 11
12

  

)از شرایط مرزي  )f 0 )و  =0 )f 0 0′   شود:حاصل می B=0و  A=0مقادیر  =

( )f = Cx x L N(f)  −− −2 3 11
12

 

=nN(f): صورتبه N(f)تجزیه ادومین را براي  A
0=

∑
n

∞

  گیریم بطوریکه:در نظر می 



  242                    اسکن -فالکنر مرزي لایه معادله حل در ادومین تجزیه روش                 

   
 

n
k

n kn
λ

1 δA = N( f λ )
n! δλ k

∞

= =

 
 
 

∑
0 0

  

  در این صورت:

( ) 

A N(f )=f  f  (f )

A N (f )f =f  f  f
f fA N (f ) f +N (f ) f f  f  f  f f  f .

′= −

′′′=

′′

′

 ′′ ′′ ′ ′′′= = ′ + + 

2

1 1 1
2 2

41 1
2

0 0 0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0 0 02 2

1
2

2 2

 

  گیریم: دنباله بازگشتی زیر را در نظر می

( )

( )n

f = x = cx x             

f = L A   ,  n , ,…n

θ

−
−

 −

 − =

0

1

2 3

1

1
12

12
 

=nf جملات سري جواب f
0=

∑
n

∞

  شود: می زیر حاصل صورتبه، 

( )

 

f = L A  x  cx

f = c x x c x

−− = − +

+ −

1 7 6
1

2 11 13 12
2

0
1 1

20160 720
1 1 1

1425600 830269440 1596720

 

  گیرينتیجه -4
حل معادلات حاکم بر لایه مرزي دو بعدي براي سیال  براي (ADM) ، نروش تجزیه ادومی 

 بینیشپیرفتار لایه مرزي را  تواندمیروش ادومین  کهطوريبهشده است  کاربردهبهتراکم ناپذیر 
بالا و سرعت زیاد  دقتبه توانمیکند. این روش داراي مزایاي زیادي است که از آن جمله 

 دهدمیعددي انجام شد نشان  روش باکه  ايمقایسه بر اساسسري جواب اشاره کرد و  همگرایی
   .اردد دیگر هايروش هايجوابکه سازگاري خوبی با 
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 سکنا -فالکنر مرزي لایه معادله حل در دومینا تجزیه روش

 **حکیمه محمدي، *1هرام رضاپورش
  آذربایجان یمدن یدشهگروه ریاضی، دانشگاه *

  یآزاد اسلام، دانشگاه یاندوآبواحد مگروه ریاضی، **
  16/12/1398 تاریخ پذیرش:    11/8/1397 دریافت:تاریخ 

 دو مرزي لایه بر حاکم معادلات حل براي ،)ADM( ادومین تجزیه روش مقاله این در :چکیده
 حل رايب تحلیلی هايروش از یکی روش این. است شده کاربردهبه ناپذیر تراکم سیال براي بعدي

 جریان( خاص شرایط براي اسکن -فالکنر معادله حاضر، تحقیق در .است غیرخطی معادلات
 مشاهده. است شده حل) گوه روي جریان همگرا، کانال در جریان سکون، نقطه جریان بلازیوس،

 است ریاضی قدرتمند ابزار یک همچنین و دهدمی دست به دقیقی بسیار نتایج روش این که شد
 کاربردهبه مهندسی و علوم مختلف هايشاخه در غیرخطی و خطی فراوان مسائل حل براي که

  .شودمی

 .بلازیوس اسکن، -فالکنر ادومین، تجزیه مرزي، لایه :هاي کلیديواژه

   .25A37، 20D34 ): 2010ریاضی ( بنديرده

 مقدمه -1

 ریانج براي مخصوصاً مهندسی، و فیزیکی مسائل از وسیعی طیف حل براي ادومین تجزیه روش
 روش مشهورترین (ADM) ادومین روش. است شده استفاده آرام و پایا و بعدي دو تراکم غیرقابل

 ملگرع معادلات تصادفی و قطعی و غیرخطی و خطی کاربردي هايجواب یافتن براي سیستماتیک
 معادلات و )PDE( جزئی دیفرانسیل معادلات و )ODE( معمولی دیفرانسیل معادلات شامل

 براي کارآمدي هايالگوریتم که است قدرتمندي تکنیک) ADM( .]1-7[ است...  و انتگرالی
 مهندسی و کاربردي علوم در جهان واقعی مسائل در کاربرد براي عددي و تحلیلی هايجواب

                                                                                                                                          
 rezapourshahram@yahoo.ca آدرس الکترونیکی نویسنده مسئول مقاله:  -1 

mailto:rezapourshahram@yahoo.ca
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 را) BVP( مرزي مقدار مسائل و) IVP( اولیه مقدار مسائل حل امکان مابه  ؛ کهکندمی ایجاد
  .]8-10[ کندمی فراهم

 فرانسیلدی معادله شکل به مرزي لایه آرام و پایا و بعدي دو تراکم غیرقابل جریان به مربوط مسائل
 یناول معادلات این. کرد حل تواننمی را آن مستقیماً که شودمی بیان غیرخطی سوم درجه جزئی

 نامیده اسکن -فالکنر معادلات بنابراین و شدند بیان 1931 سال در اسکن -فالکنر توسط بار
 .داد عهتوس دیفرانسیلی مرزي لایه معادله براي را تشابهی تبدیل روش اسکن -فالکنر. اندشده

 صورتبه مستقیماً که داد کاهش غیرخطی 3 مرتبه معمولی دیفرانسیلی معادله به سپس آن را
]. 12شد [ امتحان  هارتري توسط بعدها هم به شانوابستگی و هاحلراه ].11شد [ حل عددي

 داد کاهش اولیه مرزي مسائل جفت یک به را مرزي مسائل که برد بکار را تبدیلات گروه یکنا، 
، همکاران و گوپال راجا]. 13کرد [ حل مستقیم انتگرالی روش توسط را مسائل این سپس و

 وهگ یک حول همگن تراکم غیرقابل دوم مرتبه مسائل براي را اسکن -فالکنر مرزي لایه جریان
 تشابهی حل روش یک لین، و لین]. 14داد [ قرار مطالعه مورد جریان جهت به نسبت متقارن

کرد  معرفی پرانتل عدد هر با را دماهم سطح روي اجباري جابجایی گرماي انتقال جریان براي
 بسط روش توسط را گوه یک حول جریان براي جریان میدان و دما همکاران، و هوسو]. 15[

  ].61کردند [ مطالعه شوتینگ روش و کوتا رانگ انتگرال تشابهی، تبدیلات ،هاسري

 و هرسو بعداً. ]17داد [ پیشنهاد اسکن -فالکنر معادله براي را محدود اختلاف روش اساتامبی،
 گرماي انتقال مسائل براي محدود اختلاف روش و تشابهی تبدیلات ،هاسري بسط از ترکیبی هایو،

 انتقال تحلیل کایو، لی -بور. ]18داد [ ارائه را دار فن پره حول دوم مرتبه الاستیک ویسکو سیال
و  داد رارق مطالعه مورد دیفرانسیلی تبدیلات روش توسط را اسکن -فالکنر گوه جریان براي گرما

 هايسالحقیقی در  .]19دارد [ عددي هايروش دیگر با خوبی تطابق حاصله نتایج نشان داد که
را با روش تجزیه ادومین حل نمود و نتایج  بعديیک غیرخطیبرگرهاي معادله  2016و  2015

  .]20-21کرد [حاصل را با روش کرانک نیکلسون و روش شبکه بولتزمن مقایسه 

 مورد اسکن -فالکنر جریان مسئله حل براي) ADM( ادومین تجزیه روش کاربرد مقاله این در
 يمرز شرط براي مرزي لایه لبه بنابراین داریم فشار گرادیان چون. است گرفته قرار ارزیابی

 ناسک -فالکنر معادله براي مومنتوم معادله روش این درستی دادن نشان براي. یستن مشخص
 روي جریان همگرا، کانال در جریان سکون، نقطه جریان بلازیوس، جریان( خاص شرایط براي
  .است شده حل) گوه

  ADM روش پایه و ساسا -2

  :بگیرید نظر در را زیر دیفرانسیل معادله ابتدا روش، این اساسی ایده بیان براي
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)1(                             ( ) ( ) ( ) ( )Ly x Ry x Ny x g x+ + =  

):    از عبارت استشرط مرزي  کهطوريبه )i
iy α0 , و     = , ,...,i n=0 1 2   

. عملگر استعملگر غیرخطی  Nو  بقیه عملگر خطی R، پذیرعملگر خطی معکوس L چنینمه
1L− ) دهیم. در این صورت خواهیم داشت:) اثر می1را بر طرفین رابطه  

( )( ) ( ) ( )y φ L g x Ry x L Ny xL− − −= + − −1 1 1                          (2) 
فرض  )ADM(شود. روش تجزیه ادومین از اعمال شرایط مرزي موجود حاصل می φ کهطوريبه

  سري نامتناهی زیر  باشد:   صورتبه y(x)کند که جواب می

( ) ( )n
n=

y x y x
∞

= ∑
o

                                                       (3) 

-زیر در نظر می صورتبه هاايچندجملهسري نامتناهی از  صورتبهرا  N(y)و عملگر غیرخطی 
  گیرد:

( ) n
n=

  N y A
∞

= ∑
o

                                                            (4) 

n, , ,yیی از هاايچندجملهها  nAو  y y1 ...o شوند: زیر تعریف می صورتبهباشند که می  

( ) ( )
n

i
n n in i λ

1 d    A y  y    y  F λ y n   و , , ...
n dλ

∞

=
=

 … = =  ∑0 01 01, ,
! o

          (5) 

n, ,y آن توابع) و حل 2) در معادله دیفرانسیل (5) و (3گذاري روابط ( با جاي y ,y y , 21 ...o 
  د.نشوحاصل می

  معادلات حاکم و روش حل آن -3

  :استزیر  صورتبه تراکم ناپذیرمعادلات حاکم بر لایه مرزي دو بعدي براي سیال 

)6  (                                                         u v
x y

0∂ ∂
+ =

∂ ∂
  

)7   (                                       
 u u p uu v  v

x y p x y
∂ ∂ ∂ ∂

+ = +
−

∂ ∂ ∂ ∂

2

2
1  

. براي ارتباط استفشار معرف  P و yو  xبه ترتیب سرعت سیال در راستاي  vو  uکه در آن 
  گرادیان فشار با سرعت از معادله برنولی استفاده شده است.
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)8   (                                              dUp U
p x dx
1 ∞

∞

∂
− =

∂
  

pبراي لایه مرزي آرام، با فرض . است xسرعت جریان آزاد در جهت  ∞Uکه در آن 
x

0∂
=

∂
، با 

 اما براي حالتی که گرادیان ؛است آمدهدستبهبعد حل بلازیوس تعریف متغیرهاي تشابهی و بی
ازد را ساسکن شرایط خاصی را که استفاده از حل تشابهی را ممکن می -فالکنرفشار صفر نیست 

  جریان سیال لزج غیرقابل تراکم را بالاي یک گوه در نظر بگیرید:  .]11[ نمود ارائهبررسی و 

)9           (               m
x
β

=
− β2

)و             ) m U x Cx∞ =     

  شوند:زیر معرفی می صورتبهبعد متغیرهاي تشابهی و بی

)10  (                             ( ) uf' z
 U∞

 xو       =
yz  Re
x

= 0/5  

) معادله مومنتوم به شکل 7) و (6در معادله ( هاآن) و جاگذاري 10) و (9با استفاده از معادلات (
  شود:زیر تبدیل می

)11  (                                      f αff +β( -f  ′′ ′′′′ + =21 ) 0  

  :استزیر  صورتبه ؛ سرعت بدون بعد شده ؛f برايشرایط مرزي  آنکه در 

)12(                       ( )f ′ ∞ =1    ( )f 00 ,′ =      ( )f 0 0,=    
آن از بنابراین براي حل  استاست و حل تحلیلی آن مشکل  غیرخطی) 11معادله ( ازآنجاکه 

  روش تجزیه ادومین استفاده شده است.

  ز روي یک صفحه مسطحاجریان عبور کننده  3-1

له اسکن به معاد -براي جریان عبوري از روي یک صفحه مسطح با زاویه حمله صفر معادله فالکنر
  یابد:) تقلیل می13(

)13(                                               f ff =1 0
2

′ ′′+′′  

  از: اندعبارتکه شرایط مرزي 

.( )f ′ ∞ =1      , ( )f 00′ =      , ( )f 0 0=  



 شهرام رضاپور، حکیمه محمدي                                 235

  صورتبهکنیم. براي این کار معادله را میبراي حل معادله بالا از روش تجزیه ادومین استفاده 

( ) ( )L f N f+ ): کهطوريبهنویسیم  می 0= )L f f= )و  ′′′ )N f ff ′′=
1
2

.  

) عملگر معکوس )
x x x

L (.)= dx dx dx    − ∫ ∫ ∫1 .
o o o

  کنیم: ) اعمال می13را بر طرفین معادله (

( )( )f A Bx Cx L N f−= + + −2 1                                   (14) 

) از شرط مرزي )f =0 A مقدار 0 ) و از شرط 0= )f ′ =0 B مقدار 0 شود، حاصل می 0  =
  بنابراین

f Cx L ff−  ′′= −  
 

2 1 1
2

                                        (15) 

) قسمت غیرخطی )N f ff ′′=
1
2

n صورتبهرا  
n=

N(f)= A
∞

∑
o

  کنیم بطوریکهتجزیه می 

( )
n

k
n kn i λ

1A  N f λ ، , , , ,
n λ 0 0

012 3 ...
!

∞

=
=

∂  = =  ∂ ∑       n                     (16) 

nA غیرخطیي ادومین براي قسمت هاايچندجمله ( )N f ff ′′=
1
2

  د بطوریکه:نباشمی 

( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

A N f f f

A N f f f  f f f f

f f
A N f f N f f  f f f f f f  f f  f f f  

f
A N f f N f f f N f

 f  f

2

0

1 1 1

2
1

2 2 2

0 0 0

(3)
0 0 0 0 0

2
(3) ( 3)1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

3
(3) 1

3 3 10 0 2 0

0 0

1
2

1 1
2 2

1 1 1 1 1 1
2! 2 2 2 2 2 2 2

3!

.

1 1
2 2

= =

 ′ ′′= = + 
 

   ′ ′′ ′′ ′′ ′ ′ ′′= + = + + + +   
  

′′

′

′ ′′ +


= + +

′ ′′

′

= +

′ ′

ff f f f f  f f f f f f  f f f  f f f
2 2(3) (3)

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 03 0

3
1

01 2
1 1 3 1
2 2 2

.
2 6

+     ′′ ′′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′ ′′+ + + + + +     
     

 

    گیریم:دنباله بازگشتی زیر را در نظر می

( )n n

f =cx
f = L A ، n , , ,

0
1

1

2

1 2 3 ...−
−


 − =

                                  
  

 

  شود: زیر حاصل می صورتبهجملات جواب 
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( )

( )

xf L A c

f L A c x

5
1 2

1

1 4 9
2 1

0 60
1

494

−

− −

= − = −

= − =
 

n صورتبهجواب 
n

f f
0

∞

=

=   شودمیحاصل    ∑

xf f f f cx c c x= + + + … = + − +…0

5
2 2 4 9

1 2
1

6 494
)

0
( -                  (17) 

)اگر شرط  )f 1′ ∞ fرا در  = f f f0 1 2= + cاعمال کنیم مقدار  + 0  آیدیم به دست =1435/
  شود:و جواب زیر حاصل می

( ) xf x  x ( ) ( ) x= − − + …
5

2 2 4 91
60 494

0 /1435 0 /1435 0 /1435  

روش حاضر با حل  تحلیلی یجنتا .تر محاسبه نمودرا دقیق cتوان مقدار می f با افزایش جملات
شود میکه ملاحظه  طورهمانسه شده است و مقای 1بلازیوس با روش هموتوپی در جدول شماره 

و همچنین رفتار تابع در این  سازگاري بسیار خوبی بین حل بلازیوس و روش حاضر وجود دارد
  .نشان داده شده است )1( شکلحالت در 

  

  جریان عبور کننده از روي یک صفحه مسطح: )1شکل (
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  HPM [23]و  ADMاز روش  f(x) آمدهدستبه نتایج مقایسه :)1( جدول

x f(x) (ADM) f(x) (ADM)  

0  
2/0  
4/0  
6/0  
8/0  

1  
2/1  
4/1  
6/1  
8/1  

0  
0057/0  
0230/0  
0516/0  
0917/0  
1532/0  
2258/0  
3294/0  
3837/0  
4583/0  

0  
0066/0  
0266/0  
0597/0  
1061/0  
1655/0  
2379/0  
3229/0  
4203/0  
5295/0  

  جریان نقطه سکون -3-2

  یابد:) تقلیل می18اسکن به معادله (-در جریان نقطه سکون، در لایه مرزي دو بعدي معادله فالکنر

+  f ff - ( f  ) =′′′ ′′′+ 21 0                                                    (18) 
  :زیر است صورتبهکه در آن شرایط مرزي 

,( )f ′ ∞ =1 ,( )f ′ =0 0 ( )f =0 0  

  صورتبهمعادله را  کار یناکنیم. براي براي حل معادله بالا از روش تجزیه ادومین استفاده می
f ff - f 2 1′′ ′′′ +′ =   صورتبهکه  گیریمیمدر نظر  −

  ( ) ( )L f  N f g+ =                                             (19) 
)شود و در آن نوشته می )L f f= ′′′، ( )N f ff - f 2′′ gو  =′ 1= − است. با اعمال        

( )
x x x

L (.)= . dx dx dx1
0 0 0

− ∫ ∫  ) داریم19بر طرفین رابطه ( ∫

( )( )xf A Bx Cx L N f
!

−= + + − −2 1
3

3
. 

) از شرط )f 0 A مقدار =0 ) و از شرط =0 )f 00′ Bمقدار  =   شود بنابراین:حاصل می =0
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( )( ) ( ) ( )( )f L N f x L N fxcx θ− −= − − = −
3

2 1 1

6
 

) غیرخطیاگر قسمت  )  N f ff - f 2′′  خواهیم داشت را تجزیه کنیم در این صورت=′

( ) nn
N f A∞

=
= ∑ 0

) کهطوريبه  )
n

k
n kn K λ

 A  N f λ  
n! λ 0 0

1
=

=

∂  =   ∂   ، بنابراین ∞∑

( )
( )

( ) ( ) [ ]

)

( )

(

A N f f f f

A N f f f f f f 2f f f

f fA N f f N f f f f f 2f f f f f f  
!

′

′

′ ′= = −

′ ′′ ′ ′′ = = + − 

′ ′′ ′′ ′ ′′ ′ = + = + − + − + ′′

2

0 0 0 0 0

3
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 1

2 2
2 41 1

2 2 22 2

 

   صورتبهبا در نظر گرفتن دنباله بازگشتی 

( )

( )n n

xf = x = cx                  

f = L A   ,  n , , ,...

θ

−
−


−


 − =

3
2

0

1
1 1 2 3

6  

   :شوندجملات بعدي جواب حاصل می

 

1f =  c x  cx  x

1f = c x c x c x .c x x

− +

− + + +

2 5 6 7
1

3 10 2 11 12 4 9 13
2

1 1
30 180 2520

62 3600 1 1
7200 2494800 1796256000 2520 12972960

 

  
  جریان نقطه سکون): 2شکل (
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  HPM [22] و ADM از روش f(x)  آمدهدستبهمقایسه نتایج  :)2( جدول
x f(x) (ADM) f(x) (ADM)  

0  
1/0  
2/0  
3/0  
4/0  
5/0  
6/0  
7/0  
8/0  
9/0  

1  
1/1  

0  
118264/0  
226612/0  
325239/0  
414403/0  
494601/0  
566249/0  
629803/0  
685841/0  
734881/0  
777636/0 
814538/0  

0  
11826/0  
22661/0  
32524/0  
41446/0  
49465/0  
56628/0  
62986/0  
68594/0  
73508/0  
77787/0  
٨١۴٨٧/٠  

nبدین ترتیب جواب مسئله 
n=

f= f
∞

∑
o

هر تعداد از جملات سري و  را با cشود. مقدار حاصل می 

f= fتوان به دست آورد. مثلاً اگر شرط مرزي می + f f0 1  شرطبهر نظر بگیریم با توجه را د +2
)مرزي  )f 1′ 0/مقدار  ∞= 210034=c یلی نتایج تحل، 2در جدول شماره  شود.حاصل می

 شودمیکه مشاهده  طورهمانمقایسه شده است و  ] 22[ عدديروش آدومیان حاضر با حل 
رفتار تابع در  2 شکلدر  همچنین دارد. وجود حاضرسازگاري خوبی بین حل عددي و روش 

   .نشان داده شده است سکونحالت جریان نقطه 

  اجریان در کانال همگر -3-3

  یابد:) تقلیل می20اسکن به معادله ( –براي جریان در یک کانال همگرا، معادله فالکنر 

( )f f+ −′ =′′ ′ 21 0                                             (20) 
   صورتبهکه در آن شرایط مرزي 

( ) ( ) ( )f ,         f ,        f ∞′ ′= = =0 0 0 0 1  

 کنیم. براي این کار معادله براي حل معادله بالا از روش تجزیه ادومین استفاده میاست. 
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 ( )f f 2 1′′′ ′− = L(f)=fگیریم که در نظر میرا  − N(f)=  u و  ′′′ =1و  2′ −g  و معادله
  :استزیر   صورتبه

)21(                                            L(f) N(f)=g   −   

)عملگر معکوس  )
x x x

L (.)= . dx dx dx   1
0 0 0

− ∫ ∫  :کنیم) اعمال می21را بر طرفین معادله ( ∫

( ) ( )f = A + Bx + Cx L N(f) +L  − −+ −2 1 1 1  

) از طرفی )L = x31 1 1
6

− −   ، بنابراین:−

( )f = A + Bx + Cx x L N(f)  −− +2 131
6

 

)چون  )f 0 ) و A=0پس  =0 )f 0 0′   بنابراین: B=0پس  =

( )f = Cx x L N(f)−− −2 131
6

 

nصورت به N(f)تجزیه ادومین را براي 
n=

N(f)= A∑
o

∞

  بطوریکه ،گیریمدر نظر می 

n
k

n kn
k= λ

1 δA = N( f λ )
n! λ

.
δ =

 
 
 

∑
o o

∞

 

  در این صورت:

( )

A N(f )=f

A N (f ).f = f  f f
f fA N (f ).f +N (f )  f  f .f  f  2 f f .

!
 

′=

′′′=

′′ ′′ ′ ′′ ′ = = + +′ 

′



2
0 0 0

0 0 0

2
0 0 0 0

1 1 1
2

0 0

2
31 1

2 2 2 0

2

2 2
2 2

 

    گیریم:را در نظر میبازگشتی زیر دنباله 

( )

( )n

f = x = cx x               

f = L A   ,    n=  ,  …,n

θ

−
−

 −

 −

2 3

1

0

1

1
6

1 2
 

nجملات سري جواب 
n=

f= f∑
o

∞

  شوند: می حاصل زیر صورتبه، 
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f =  c x  x  cx

f = c x c x c x c x x

+ −

+ − − +

2 5 7 6
1

4 9 2 11 3 10 12 13
2

1 1 1
15 840 60

1 148 32 1 1
810 831600 43200 55440 1469520

 

  جریان بر روي گوه -3-4

0/ و α=1 براي جریان روي گوه، با انتخاب 5=β  اسکن به معادله  –معادله فالکنر  

( )f f f + f′  ′′+ − = ′′ ′ 2

2
1 1 0                                  (22) 

  از:  اندعبارتشرایط مرزي در آن که یابد تقلیل می

( ) ( ) ( )f ,      f ,      f∞ ′ = =′ =1 0 0 0 0 . 
  :صورتبهبراي حل معادله بالا با استفاده از روش تجزیه ادومین، معادله را 

)23       (                                      L(f)+N(f)=g    

L(f)=fگیریم که در نظر می ′′′، N(f)= f f (f )21
2

′′ =gو  −′ 1
2

. عملگر معکوس است −

( )
x x x

L (.)= . dx dx dx
0 0 0

1− ∫ ∫   کنیم:) اعمال می23را بر طرفین معادله ( ∫

( )f = A + Bx + Cx L N(f) +L  − −  − − 
 

2 1 1 1
2

 

Lاز طرفی:  = x1 31 1
2 12

−  − − 
 

  بنابراین 

( )f = A + Bx + Cx x L N(f)  −− −2 3 11
12

  

)از شرایط مرزي  )f 0 )و  =0 )f 0 0′   شود:حاصل می B=0و  A=0مقادیر  =

( )f = Cx x L N(f)  −− −2 3 11
12

 

=nN(f): صورتبه N(f)تجزیه ادومین را براي  A
0=

∑
n

∞

  گیریم بطوریکه:در نظر می 
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n
k

n kn
λ

1 δA = N( f λ )
n! δλ k

∞

= =

 
 
 

∑
0 0

  

  در این صورت:

( ) 

A N(f )=f  f  (f )

A N (f )f =f  f  f
f fA N (f ) f +N (f ) f f  f  f  f f  f .

′= −

′′′=

′′

′

 ′′ ′′ ′ ′′′= = ′ + + 

2

1 1 1
2 2

41 1
2

0 0 0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0 0 02 2

1
2

2 2

 

  گیریم: دنباله بازگشتی زیر را در نظر می

( )

( )n

f = x = cx x             
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  گیرينتیجه -4
حل معادلات حاکم بر لایه مرزي دو بعدي براي سیال  براي (ADM) ، نروش تجزیه ادومی 

 بینیشپیرفتار لایه مرزي را  تواندمیروش ادومین  کهطوريبهشده است  کاربردهبهتراکم ناپذیر 
بالا و سرعت زیاد  دقتبه توانمیکند. این روش داراي مزایاي زیادي است که از آن جمله 

 دهدمیعددي انجام شد نشان  روش باکه  ايمقایسه بر اساسسري جواب اشاره کرد و  همگرایی
   .اردد دیگر هايروش هايجوابکه سازگاري خوبی با 
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Abstract 
In this paper an analytical technique, namely the adomian decomposition 
method (ADM), has been applied to solve the governing equations for 
boundary- Layer problems in the case of a two dimensional incompressible 
flow. In the present work, Falkner-Skan equation for special circumstances 
(Blasius flow, Stagnation point flow, flow in a convergent channel, flow over 
a wedge) has been solved. It is found that this method can give very accurate 
results and also it is powerful mathematical tool that can be applied to a large 
class of Linear and nonlinear problems in different fields of science and 
engineering. 
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