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هاي مقیاس با دم-متري مکانپارامدل رگرسیون نیمه
 سکانت سنگین بر اساس توزیع هایپربولیکنیمه
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  3/3/1399 تاریخ پذیرش:    4/7/1398 دریافت:تاریخ 
ن هاي ایاند که در عمل بسیاري از پذیرههاي رگرسیون کلاسیک دریافتهکاربران مدلچکیده: 
بندي ماهیت واقعی هایی را به کار گرفت که قادر به مدلها برقرار نیستند و باید مدلنوع مدل

یافته براي همه پارامترهاي یک توزیع شامل مکان، هاي جمعی تعمیمها باشند. رده مدلداده
هاي موجود در تواند پیچیدگیشکل، یک رده بسیار منعطف و پرطرفدار است که می مقیاس و

یک مدل رگرسیونی براي پارامترهاي مختلف توزیع متغیر پاسخ  ارائهها را لحاظ کند. در کنار داده
هاي هاي پرت نیز داراي اهمیت است. در مواردي که تعداد دادهبندي دادهمیانگین، مدل فقطنهو 

 سئلهمنیاز وارد  ازحدبیشتواند پیچیدگی می سنگیندمهاي اندك است، استفاده از توزیعپرت 
یه آن در سنگین و تعبکند. در این مقاله، با در نظر گرفتن توزیع هایپربولیک سکانت با دم نیمه

یافته براي مکان، مقیاس و شکل، یک مدل رگرسیون هاي جمعی تعمیمچارچوب مدل
ندي بمقیاس جدید را براي رفع این مشکل در کنار حفظ انعطاف بالاي مدل-مکانپارامتري نیمه

کنیم. کارایی مدل پیشنهادي را در مقایسه با مدل اثرات متغیرهاي رگرسیونی، معرفی می
کنیم و کاربست آن را در یک مثال واقعی سازي بررسی میکلاسیک نرمال با یک مطالعه شبیه
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 مقدمه -1

ده هاي بیشتر شهاي با پیچیدگیدر کنار مزایاي متعدد، منجر به تولید مجموعه داده يفنّاوررشد 
ها، در هر دو دیدگاه هاي برازش آنهاي آماري و روشهاي رو به گسترش مدلاست. تعمیم

  اند.ها فراهم آوردهتر این نوع دادهبندي واقعیکلاسیک و بیزي، بستري براي مدل

هاي هاي آماري هستند که در اغلب زمینههاي مدلترین زیرردهاز مهمهاي رگرسیونی یکی مدل
رند. گیقرار می مورداستفادهو صنعت،  علمی، مانند اقتصاد، پزشکی، علوم اجتماعی، هواشناسی

]) و 1، نلدر و ودربرن [GLMs( 1یافتههاي خطی تعمیمبندي رگرسیونی، مدلدر چارچوب مدل
اي دارند. در هر ]) جایگاه ویژه2[ یبشیرانیت، هیستی و GAMs( 2یافتههاي جمعی تعمیممدل

هاي نمایی در نظر گرفته ، عضوي از خانواده توزیعyها توزیع متغیر پاسخ، دوي این زیررده
دي بنتبیینی رگرسیونی مدلعنوان تابعی از متغیرهاي ، بهµه در آن میانگین پاسخ،  شود،می
از طریق تابع واریانس  µو میانگین  ϕ 3شود و واریانس پاسخ به پارامتر ثابت پراکنشمی

( )τ µ صورتبه ( ) ( )V y ϕτ µ= هاي ر مدل ،بنابراین؛ وابسته استGLM  وGAM 
شود میبندي نمتغیرهاي تبیینی مدل برحسبواضح و سرراست ی صورتبهواریانس توزیع پاسخ 

هاي ها وابسته است. توجه داشته باشید که مدلصورت تلویحی به آنو تنها از طریق میانگین به
)ها براي آن کهطوريبههستند،  GLMsرگرسیون خطی نیز عضوي از  )τ µ =1.  

صورت با در نظر گرفتن اثرات غیرخطی (ناپارامتري) متغیرهاي تبیینی به GAMهاي اگرچه مدل
پارامتر میانگین (مکان)  غیرازبهانعطاف بیشتري دارند، اما ، GLMهاي جمعی، نسبت به مدل

، محدودیتدهند. براي رفع این را نمی ها، مثل واریانس توزیع پاسخبندي سایر پارامتراجازه مدل
 4یافته براي مکان، مقیاس و شکلهاي جمعی تعمیم] رده مدل3ریگبی و استاسینوپولوس [

)GAMLSSها عبارتند از:) را معرفی کردند. دو ویژگی مهم این رده از مدل  

هاي نمایی براي متغیر هاي پارامتري جایگزین خانواده توزیعیک خانواده کلی از توزیع .1
 شود.پاسخ می

نوان عتوان بهمکان) بلکه همه پارامترهاي توزیع شرطی پاسخ را می(میانگین  فقطنه .2
 بندي کرد.تابعی پارامتري یا ناپارامتري جمعی از متغیرهاي تبیینی مدل

                                                                                                                                          
1- Generalized Linear Models (GLMs) 
2- Generalized Additive Models (GAMs) 
3- Dispersion 
4- Generalized Additive Models for Location, Scale, and Shape (GAMLSS) 
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هاي مدل 1هاي آمیختهاز نسخه معمولاًهاي وابسته، لازم به ذکر است که براي تحلیل پاسخ
GLM )GLMM ؛ لی و نلدر [4[ یتونکل، بریسلو و[و 5 ([GAM )GAMM] ؛ 6، لین و زانگ[

صورت جمعی به ها با افزودن اثرات تصادفی بهکه در آن شود]) استفاده می7فاهرمیر و لانگ [
نیز این  GAMLSSهاي شود. رده مدلها وارد مدل میپیشگوي مدل، ساختار وابستگی داده

  از پارامترهاي توزیع اضافه کند. دامهرکست که اثرات تصادفی را به ا ویژگی را دارا

یک یا چند داده  معمولاً بندي ندارند و براي مدل ایدئالها رفتاري در دنیاي واقعی، همیشه داده
 زیادي تأثیرها توانند بر الگوي حاکم بر دادهها حضور دارند که میمشکوك (پرت) در جمع داده
طور ذاتی اي پارامتري مختلفی هستند که بهه، توزیعGAMLSSهاي داشته باشند. در رده مدل

 باشندمیهاي پرت توسط پارامترهاي مقیاس و شکل بندي دادهو قادر به مدلسنگین دم
اشاره  t-نرمال و چوله-هاي چولهتوان به توزیعمی مثالعنوانبه]). 8استاسینوپولوس و همکاران [(

 gamlssافزار که در دو بسته GAMLSSهاي موجود در رده مدل توجهقابلرغم انعطاف کرد. علی
وجود دارند، امکان رخداد  Rافزار در محیط نرم 2gamlss.dist]) و 9[ ریگبی(استاسینوپولوس و 

  دو مشکل بالقوه وجود دارد:

متقارن بودن جمله خطا با میانگین  معمولاًهاي رگرسیون خطی، در ساختار زیررده مدل .1
 هاي چوله برقرار نیست و بنابراین استفادهشود. این پذیره براي توزیعته میصفر پذیرف

 هاي خطی منطقی نیست.براي حالت خاص مدل GAMLSSاز برخی از اعضاي رده 

 هايتوزیع است، کوچک نمونه حجم کل به نسبت پرت هايداده تعداد کهزمانی .2
 قابلم در و دهند اختصاص هادم به را لازم ازحدبیش تأکید توانندمی متقارن سنگیندم

 شامل را موجود هايداده اغلب که( توزیع مرکزي مقادیر براي را کمتري چگالی
 مدلی نامناسب منتهی شود. به تواندمی پدیده این. بگیرند نظر در )شوندمی

نگین سهاي نیمهکارگیري یک توزیع متقارن با دمبا توجه به این دو مشکل، معرفی و امکان به
  تواند کارساز باشد.می GAMLSSدر رده 

هاي با جدید کارا در برخورد با پاسخ GAMLSSهدف اصلی ما در این مقاله، معرفی یک مدل 
عنوان یک توزیع متقارن با دم به )،HS( 3توزیع هایپربولیک سکانتسنگین بر پایه دم نیمه
بندي رگرسیونی و برخورد با نقاط پرت با تعداد کم سنگین، براي ایجاد انعطاف لازم در مدلنیمه

هاي ها است. انتظار داریم این توزیع در مواقعی که دم توزیع جمله خطا بین دمنسبت به سایر داده
ودن دم سنگین بی داشته باشد. در واقع نیمهسنگین و نرمال باشد، عملکرد مناسبیک توزیع دم

                                                                                                                                          
1- Mixed models 
2- https://cran.r-project.org/package=gamlss.dist  
3- Hyperbolic Secant 

https://cran.r-project.org/package=gamlss.dist
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که هاي پرت است. با توجه به اینچندان زیاد از دادهبندي تعداد نهتوزیع خطا به معنی امکان مدل
شده یک داراي دو پارامتر مکان و مقیاس است، مدل رگرسیون معرفی HSهاي خانواده توزیع
مکان و  زمانهمبندي ایی که در آن مدلشود. از اولین کارهمقیاس محسوب می-مدل مکان

  ] اشاره کرد.10استاسینوپولوس [توان به ریگبی و مقیاس پیشنهاد شده است، می

 3کنیم. در بخش را معرفی می مدنظرهاي و ویژگی HSهاي خانواده توزیع 2در ادامه، در بخش 
. در این بخش پردازیممی HSجدید با توزیع خطاي  GAMLSSبه معرفی و ساخت یک مدل 

را نیز معرفی خواهیم کرد. در  1تاوانیدهبرازش مدل در چارچوب استنباط مبتنی بر درستنمایی 
شده را در مقایسه با مدل مبتنی بر نرمال سازي عملکرد مدل معرفیبا یک مطالعه شبیه 4بخش 

کاربست مدل را در یک مثال واقعی براي بررسی وضعیت اسیدي  5کنیم. در بخش ارزیابی می
نشان ]) 11لاس و دلامپادي [داگدر کشور آمریکا ( 2کوه تیغه آبیهاي واقع در رشتهبودن دریاچه

  گیري خواهیم کرد.دهیم. در پایان نیز نتیجهمی

  HSهاي خانواده توزیع -2

] معرفی شد. این توزیع حول پارامتر مکان خود که میانگین 12اولین بار توسط فیشر [ HSتوزیع 
] 14[ ] و پرك13هاي این خانواده توسط دود [توزیع هم هست، متقارن است. برخی از ویژگی

] این توزیع را به حالت چوله تعمیم داد و فیشچر و وگان 15قرار گرفتند. وگان [ موردبررسی
] با عنوان 17یافته چوله را معرفی کردند. کتاب فیشچر [] توزیع هایپربولیک سکانت تعمیم16[

مبانی  ، منبع جامع و کاملی برايهاي مالییافته و کاربردهاي آن در دادهتعمیم HSهاي توزیع
، هاي مالیبندي و تحلیل دادهنظري و کاربردهاي این توزیع است. استفاده از این توزیع در مدل

 معمول است.

  صورتبه HSتابع چگالی توزیع 

( )
( )

; , ,     ( )( )

yexp
f y y RY yexp

µ
σµ σ
µπσ

σ

−

= ∈
−

+

21
2 1

 

پارامتر مقیاس هستند. واریانس این  σمیانگین توزیع و  µکه در آن پارامتر  شودتعریف می

πتوزیع 
σ

2
2

4
) و براي نمایش توزیع از نماد  تاس  ), Y HS µ σ∼ کنیم. این توزیع استفاده می

پلاس هایی مثل کوشی، لاتري دارد ولی به سنگینی توزیعهاي سنگیننسبت به توزیع نرمال دم
                                                                                                                                          
1- Penalized likelihood 
2- Blue Ridge mountains 
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ین یاد سنگعنوان یک توزیع با دم نیمهدر متون مربوطه از آن به؛ نیبنابرا؛ نیستاستودنت -tیا 
شود. اثبات می HSطور رسمی تعریف و براي توزیع سنگینی دم یک توزیع البته بهشود. نیمهمی
  ] را ببینید.18توانید ساتو [سنگینی میعنوان نمونه براي مشاهده تعریفی رسمی از دمبه

  سنگین است.یک توزیع با دم نیمه HSیع توز .1قضیه 

  ] مراجعه کنید.18براي مشاهده برهان به ساتو [ اثبات:

منحنی توابع چگالی و دم سمت راست این  )1شکل (، HSسنگینی دم توزیع براي درك نیمه
ه واضح است ک کاملاً دهد. با توجه به شکل، توزیع را در کنار دو توزیع نرمال و کوشی نشان می

 بین دو توزیع نرمال (با دمی سبک) و کوشی (با دمی سنگین) قرار دارد. HSدم توزیع 

 
ها هاي سمت راست آن، نرمال و کوشی (سمت راست) و دمHSهاي : نمودار توابع چگالی توزیع)1(شکل 

  (سمت چپ)

  GAMLSSبندي چارچوب مدل -3

منعطف براي یک متغیر پاسخ فراهم  کاملاًبندي کلی و یک چارچوب مدل GAMLSSsرده 
ن را سنگیهاي چوله و دمکه توزیع هاي پیوسته و گسستهکرده است. یک طیف وسیع از توزیع

تعبیه  Rدر محیط  gamlssافزار شوند، براي توزیع متغیر پاسخ معرفی و در بستهنیز شامل می
] مراجعه 8استاسینوپولوس و همکاران [توانید به ها میاند. براي مشاهده فهرست این توزیعشده

 µ ،σ ،νها را با توان آنشوند که میها تا چهار پارامتر را شامل میکنید. برخی از این توزیع
ه ترتیب بیانگر پارامترهاي مکان (مثل میانگین)، مقیاس (مثل انحراف معیار)  که نشان داد τو 

همه پارامترهاي  GAMLSSبندي و شکل (مثل چولگی و کشیدگی) هستند. در چارچوب مدل
پارامتري یا ترکیبی جمعی از توابع ناپارامتري هموار از متغیرهاي  صورتبهتوان توزیع پاسخ را می
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 ورتصبهاي از دو بخش پارامتري و ناپارامتري را توان آمیختهبندي کرد. البته میتبیینی مدل
  پارامتري در نظر گرفت.مدلی نیمه

,، براي iy براي شروع فرض کنید مشاهدات , ,i n= …1 طور مستقل داراي تابع (چگالی) ، به2
) احتمال | )i

if y θ  با بردار پارامترهاي( ) ( )' ', , , , , ,i
i i i i i i i iθ θ θ θ µ σ ν τ= =1 2 3 4θ 

زیر تعریف  صورتبه GAMLSS] چارچوب یک مدل 3باشند. بنا بر ریگبی و استاسینوپلوس [
  شود.می

)فرض کنید تابع  )kg ,، براي ⋅ , ,k =1 2 3  kθ، یک تابع پیوند معلوم یکنوا باشد که پارامتر 4
  توان نوشتاین می؛ بناکند. را به متغیرهاي تبیینی مرتبط می

( ) ( )
kJ

k k k k jk jk
j

g h xθ
=

= + ∑
1

X β                          (1) 

,و  kکه در آن، براي هر  , kj J=1L ، ( )'
', , ,
kk k J kβ β β= …1 2kβ  بردار پارامترهاي

'kJ  ،بعديkX  ماتریس طرح معلوم'kn J×  ،بعدي( ).jkh  یک تابع ناپارامتري هموار از
از مشاهدات متغیرهاي تبیینی با اثرات  nها بردارهایی با طول jkxو  jkXمتغیر تبیینی 

براي پارامتر  GAMهاي متري را در چارچوب مدلاپار) یک مدل نیمه1غیرخطی هستند. مدل (
kθ دهد.تشکیل می  

ر یک اث صورتبهتوان با کمک رهیافت بسط توابع پایه ) اثرات هموار متغیرها را می1در مدل (
)تصادفی، مشابه  )h =x Zγ ، نمایش داد که در آنZ  یک ماتریس پایه است که بر اساس

شود داراي برداري از ضرایب (اثرات) تصادفی است که فرض می γشود و ساخته می xمقادیر 
توان اثرات تصادفی را نیز به واضح است که میتوزیع نرمال چندمتغیره است. با این نمایش، 

هاي وابسته بندي دادهین مدل؛ جمعی اضافه کرد. بناب صورتبه)، براي هر پارامتر، 1پیشگوي (
پذیر نیز امکان GAMLSSهاي هاي طولی، سري زمانی و فضایی در چارچوب رده مدلمثل داده

  است.
زیر  صورتبهتوان از پارامترهاي مکان، مقیاس و شکل می هرکدام) را براي 1با این مقدمه، مدل (

  نمایش داد:

( )
J

j j
j

g
=

= + ∑
1

1 11 1 1
1

μ X β Z γ  

( )
J

j j
j

g
=

= + ∑
2

2 2 2 2 2
2

σ X β Z γ  
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( )
J

j j
j

g
=

= + ∑
3

3 3 3 3 3
3

ν X β Z γ  

( )
J

j j
j

g
=

= + ∑
4

4 4 4 4 4
4

τ X β Z γ  

شوند. مشابه قبل تعریف می kXو  kβو  بعدي هستند nبردارهاي  τ و μ ،σ ،νکه در آن 
jknماتریس پایه معلوم  jkZهمچنین  q×  بعدي وابسته به متغیرهاي تبیینی هستند وjkγ 

)بعدي با پذیره  jkqبردار تصادفی  ),
jkjk q jkN −∼ 10γ G  است که در آنjk

−1G  معکوس
jkیافته) (تعمیم jkq q×  بعدي ماتریس متقارن( )jk jk jkλ=G G  است که ممکن است به

داراي یک توزیع  jkγناویژه باشد، بردار ضرایب  jkGوابسته باشد. اگر ماتریس  jkλابرپارامتر 

)exp'ناسره است که چگالی آن متناسب است با  )jk jk jk jkλ−
1
2

γ G γ .توان می مثالعنوانبه
اي هاي فضایی مشبکه]) براي داده19رو و هلد [، CAR( 1به اثر تصادفی اتورگرسیو شرطی فضایی

  اشاره کرد که یک توزیع ناسره دارد.
انواع مختلفی از اثرات جمعی را نتیجه  Gو  Zهاي تعیین ساختارهاي مختلف براي ماتریس

سري زمانی و  هايمؤلفههموار متغیرها،  هايمؤلفهتصادفی،  هايمؤلفهدهد. این اثرات شامل می
 2هتاوانیدهاي هاي مختلفی مانند اسپلاینهموار انتخاب هايمؤلفهشوند. براي اثرات فضایی می
  هاي موضعی وجود دارند.ايچندجمله ،3هاي درجه سوم، اسپلاین])20(ایلرز و مارکس [

کند که توزیع شرطی متغیر پاسخ این امکان را فراهم می GAMLSSبندي چارچوب مدل
هاي نمایی چه خارج از آن باشد. اثرات تصادفی) هر توزیع دلخواهی چه از خانواده توزیع شرطبه(

 یک محدودیت، توزیع اثرات عنوانشود. البته بهویژگی خیلی منعطف و خوب محسوب می یکاین
هاي به چارچوب رده مدل HSتصادفی باید نرمال باشد. در این مقاله، ما با تعبیه کردن توزیع 

GAMLSS ایم که یک یا چند داده اي را فراهم کردههاي پیوستهبندي منعطف دادهامکان مدل
مقیاس است که در ساختار -پارامتري مکانما یک مدل نیمه موردنظرشوند. مدل پرت را شامل می

θ) با دو پارامتر 1مدل ( µ=1 و θ σ=2 کند.صدق می  

 استنباط مبتنی بر درستنمایی -3-1

که در براي مدل پیشنهادي، مبتنی بر درستنمایی است. با توجه به این مدنظررهیافت استنباطی 
توان استفاده کرد، براي جلوگیري از پیچیدگی ناپارامتري جمعی مختلف می هايمؤلفهاین مدل از 

                                                                                                                                          
1- Spatial Conditional Autoregressive 
2- Penalized splines 
3- Cubic splines 
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شود. تحت مستقل بودن مشاهدات استفاده می تاوانیده، از یک چارچوب درستنمایی ازحدبیش
  صورتبهپیشنهادي  GAMLSS پاسخ، تابع لگاریتم درستنمایی مدل

( ) ( ), log ; ,
n

i i i
i

f y µ σ
=

= ∑
1

l μ σ  

 که در آن است

( ), log log log log
yy e

µ
σµ

µ σ π σ
σ

− −
= − − + + − +  

 

2
2 1l 

)با تابع چگالی  HSو پارامترهاي مکان و مقیاس توزیع  ).f ) به متغیرهاي 1توسط مدل (
  زیر است: صورتبهبراي این مدل  تاوانیدهشوند. تابع درستنمایی تبیینی مرتبط می

( ) ( ), .
kJ

T
p kj kj kj kj

k j

λ
= =

= − ∑∑
2

1 1

1
2

l l μ σ γ G γ                              (2) 

خطی مدل، یعنی  مؤلفهپارامترهاي بردار مجموعه پارامترهایی که باید برآورد شوند، عبارتند از 
( ),= 1 2

'β β β ، پارامترهاي اثرات تصادفی (توابع ناپارامتري)، یعنیبردار  

( ), , , ,γ γ γ γ= J J1 211 1 12 2L L
'

γ  

)و ابرپارامترهاي مدل، یعنی  ), , , ,λ λ λ λ= J J1 211 1 12 2L L
'

λ. هاي در چارچوب مدل
GAMLSS پارامترهاي خطی ،β  و پارامترهاي اثرات تصادفیγ به ازاي مقادیر ثابتی براي ،

) برآورد 2در ( pl تاوانیدهبا ماکسیمم کردن تابع درستنمایی ، λابرپارامترهاي هموارساز 
(ریگبی و  2CGو  1RSهايهاي الگوریتماي با نامشوند. براي این کار دو روش پایهمی

هاي دوم ها از یک الگوریتم کمترین توان]) وجود دارند. هر دوي این روش3استاسینوپلوس [
پارامترهاي مذکور، با مفروض بودن  ML) موزون تکراري براي محاسبه برآوردهاي تاوانیده(

] نشان دادند برآوردهاي 3کنند. ریگبی و استاسینوپلوس [ابرپارامترهاي هموارساز، استفاده می
بخش تخت براي ضرایب هاي پیشین ناآگاهیها، با در نظر گرفتن توزیعحاصل از این روش
) در چارچوب یک MAP( 3، برآوردهاي مد پسینیγراي ضرایب تصادفی رگرسیونی و نرمال ب

  رهیافت بیز تجربی نیز هستند.

                                                                                                                                          
1- Rigby and Stasinopoulos 
2- Cole and Green 
3- Maximum a posteriori 
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] است. روش 10شده توسط ریگبی و استاسینوپلوس [تعمیم الگوریتم به کار گرفته RSروش 
CG ] که در آن مشتقات مرتبه اول تابع درستنمایی  ] است21نیز تعمیم الگوریتم کول و گرین

 µو مقادیر امید ریاضی مشتقات مرتبه دوم تابع درستنمایی نسبت به پارامترهاي توزیع یعنی 
 (برویدن 1FGSسازي هستند. البته براي مشتقات مرتبه دوم، مشابه روش بهینه موردنیاز σو
و  µنسبت به  HSهاي عددي نیز استفاده کرد. مشتقات اول توزیع توان از تقریب])، می22[

σ عبارتند از  

( )
( )( ),

( )( )

yexp

yexp

µ
µ σ σ

µµ σ σ
σ

−
∂

= − +
−∂ +

2
1 2

2 1

l 

( )
( )( ),

.( )( )

yexpy y
yexp

µ
µ σ µ µ σ

µσ σ σ σ
σ

−
∂ − −

= − − +
−∂ +

2 2

2
1 2 2 1

l 

 تأکید] 9[ ریگبیاستاسینوپولوس و ایم. هاي عددي استفاده کردهبراي مشتقات دوم نیز از تقریب
ها نشان تر ولی در همگرایی کندتر است. آنکلی RSنسبت به الگوریتم  CGلگوریتم کردند که ا

دادند در مواردي که پارامترهاي توزیع از نظر اطلاع متعامد هستند (به این معنی که امید ریاضی 
به  RSضرب تابع درستنمایی نسبت به پارامترها صفر هستند)، استفاده از روش مشتقات حاصل

از  CGواردي که پارامترها متعامد نباشند، الگوریتم شود؛ و در مدلیل سرعت بالاتر آن توصیه می
] 9[ ریگبیاستاسینوپولوس و توسط  2کارایی بیشتري برخوردار است. البته یک روش سازوار
استفاده  دهتاوانیسازي تابع درستنمایی پیشنهاد شده است که از ترکیب هر دو الگوریتم در بهینه

  کند.می

 4]) و فراموضعی23استاسینوپولوس [(ریگبی و  3دو روش موضعی λراي برآورد ابرپارامترهاي ب
تر است. و اجراي آن ساده ترسریعاند. روش موضعی ]) پیشنهاد شده3(ریگبی و استاسینوپولوس [

شود، انجام می CGیا  RSهاي در واقع در روش موضعی برآورد ابرپارامترها در هر مرحله الگوریتم
  در روش فراموضعی، حداقل سه معیار براي برآورد ابرپارامترها وجود دارند: کهدرحالی

                                                                                                                                          
1- Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno 
2- Adaptive 
3- Locally 
4- Globally 



  388                ...سنگینهاي نیمهمقیاس با دم-پارامتري مکانمدل رگرسیون نیمه

 

 ])24؛ وود [GCV( 1یافتهکردن معیار اعتبارسنجی متقابل تعمیم مینیمم .1

]) یا معیار اطلاع بیزي شوارتز 25، آکاییک [AICکردن معیار اطلاع آکاییک ( مینیمم .2
)BIC] 26؛ شوارتز([ 

  درستنمایی.مقدار ماکسیمم  .3

  ایم.موضعی استفاده کرده صورتبهما در این مقاله، از معیار سوم و 

 BICو  AICتوان از معیارهاي هاي نامزد میبراي مقایسه و انتخاب مدل برتر در بین مدل
  شود.ها انجام میماندهها نیز توسط تحلیل باقیاستفاده کرد. بررسی نیکویی برازش مدل

  سازيشبیهمطالعه  -4

 سازي استفاده کردیم. هدفبراي ارزیابی عملکرد مدل پیشنهادي، در این بخش از یک مثال شبیه
عنوان یک مدل با دم سبک) و از ارزیابی، مقایسه عملکرد مدل پیشنهادي با دو مدل نرمال (به

ل ن دو مدعنوان یک مدل با دم سنگین) بود. دلایل مقایسه با ایاستودنت (به-tمدل رگرسیونی 
  عبارتند از

مقیاس -براي مدل مکان 2عنوان جانشینی نیرومندرا به HSمقیاس جدید -مدل مکان •
 بودند. موردنظرو نرمال  HSنرمال معرفی کردیم. براي همین برازش هر دو مدل 

استودنت نیز جانشینی نیرومند براي مدل نرمال -tمقیاس مبتنی بر توزیع -مدل مکان •
اما با توجه به دم سنگین بودن این توزیع مایل بودیم نتیجه استفاده ؛ شودمحسوب می

  را بدانیم. HSسنگین از آن و مدل با دم نیمه

هاي رقیب استفاده از مدل کدامهیچها از سازي دادهبنا به پیشنهاد یکی از داوران، براي شبیه
ع لجستیک تولید کردیم. توزیمقیاس بر پایه توزیع -ها را از یک مدل رگرسیونی مکاننشد. داده

عنوان یک توزیع دم استودنت به-tتوزیع  اندازهبهتر از نرمال دارد ولی لجستیک دمی سنگین
 ام متغیر پاسخ داراي iها فرض کردیم مشاهده سنگین معروف و معمول نیست. براي تولید داده

  کهطوريبهباشد،  iσو پارامتر مقیاس  iµتوزیع لجستیک با پارامتر مکان 

sin( )                 i i ix xπ
µ = +1 25

 

  و

                                                                                                                                          
1- Generalized Cross Validation (GCV) 
2- Robust 
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exp( sin( ))i i ix xπ
σ = +3 45

                                           (3) 
,که در آن، براي  , ,i n= …1 , ، همه متغیرهاي تبیینی2 , ,x x x x1 2 3 از توزیع نرمال با  4

x,میانگین صفر تولید شدند. انحراف معیار دو متغیر  x1 و دو متغیر تبیینی دیگر  2/0برابر  3
طور که معلوم است در هر دو پارامتر مکان و مقیاس توزیع، هم اثر انتخاب شدند. همان 2برابر 

در نظر گرفتیم و  500و  200، 100غیرخطی. حجم نمونه را برابر  مؤلفهخطی وجود دارد و هم 
هاي ) تولید کردیم. براي برازش مدل از روش3مجموعه داده را از مدل ( 200ها از آن هرکدامبراي 

ناپارامتري جمعی در هر دو  مؤلفهبندي استفاده کردیم. براي مدل 1-3در بخش  تشریح شده
 استفاده کردیم. تاوانیدههاي نپارامتر نیز از اسپلای

استفاده کردیم که هر  Rافزار در نرم gamlssاستودنت از بسته -tهاي نرمال و براي برازش مدل
این  gamlssپدیدآوران بسته در این بسته وجود ندارد.  HSدو توزیع را در خود دارد. ولی مدل 

بندي و برازش از امکانات مدل Rافزار اند که بتوان با کدنویسی در محیط نرمامکان را فراهم کرده
هاي جدید توسط سایرین استفاده کرد. با این امکان، از موجود در این بسته براي سایر توزیع

کدهاي بهره برده و  HSپارامتري بر پایه توزیع قابلیت موجود براي معرفی یک مدل نیمه
  ایم.در دسترس خوانندگان قرار داده 1شده در مقاله را در لینک زیرهمراه با مثال ارائه مورداشاره

ستفاده ) اMSE( 2هاي دوم خطابراي ارزیابی برآوردهاي پارامترهاي خطی از معیار میانگین توان
  شود:زیر تعریف می صورتبهکردیم که 

( ) ( )ˆ ˆ
j j

j
MSE β β β

=

= −∑
200 2

1

1
200

  

ˆکه در آن 
jβ  ضریب رگرسیونی برآوردشده در مجموعه داده تولیدشدهj  ام وβ  مقدار واقعی

غیرخطی در هر دو پارامتر مکان و  مؤلفهبندي ناپارامتري و برآورد آن است. براي ارزیابی مدل
]) با تعریف زیر استفاده 27؛ ساکس و همکاران [IMSE( 3شدهتجمیع MSEمقیاس از معیار 

  کردیم:

( ) ( ) ( )( )ˆ ˆ
n

j j i i
j i

IMSE f f x f x
n= =

= −∑ ∑
200 2

1 1

1 1
200

  

                                                                                                                                          
1- https://github.com/JamilOwnuk/GAMLSS-HS/blob/master/HS%20distribution  
2- Mean Squared Errors 
3- Integrated Mean Squared Errors 

https://github.com/JamilOwnuk/GAMLSS-HS/blob/master/HS%20distribution
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)که در آن  )ĵf x  تابع برآوردشده براي مجموعه دادهj  ام وix  ها مقادیري معلوم هستند
ادیر شوند؛ در این مثال مقکه براي محاسبه اختلاف تابع برآوردشده و تابع واقعی در نظر گرفته می

  تولیدشده متغیرهاي تبیینی را براي مقداردهی به کار گرفتیم.

د. با توجه به نتایج جدول، با انگزارش شده )1(نتایج دو معیار براي هر سه مدل رقیب در جدول 
بنابراین ؛ کننداثرات برآوردشده کاهش پیدا می IMSEو  MSEافزایش حجم نمونه مقادیر 

ها را نتیجه گرفت. از طرفی، عملکرد نتایج نظري سازگاري مجانبی در این مدل يبرقرارتوان می
طور تابع جمعی هم براي همیناستودنت در برآورد پارامترهاي رگرسیونی و -tو  HSدو مدل 

-tنسبت به  HSاما برتري مشخصی براي دو مدل ؛ مکان و هم مقیاس برتر از مدل نرمال است
شود. در مقابل، براي پارامتر مقیاس مدل استودنت یا برعکس در پارامتر مکان دیده نمی

-tمدل  نسبت به کاملاً  HSرگرسیونی، هم در برآورد ضرایب خطی و هم تابع جمعی مدل 
 ها نتیجه گرفت.را در برازش داده HSتوان در مجموع برتري مدل بنابراین می؛ استودنت برتر است

  شدهسازيهاي شبیهاثر جمعی براي داده IMSEپارامترهاي خطی و  MSE: مقادیر )1جدول (

حجم 
 نمونه

  مدل
  پارامتر مقیاس  پارامتر مکان

  جمعی
عرض از 
  مبدأ

  جمعی  شیب
عرض از 
  مبدأ

  شیب

100  
  2847/0  3063/0  3449/0  4653/0  0304/0  0561/0  نرمال

T  0574/0  0311/0  4433/0  0565/0  1895/0  2772/0  

HS  0541/0  0295/0  4625/0  0539/0  0287/0  2792/0  

200  
  1109/0  3340/0  3462/0  1965/0  0185/0  0347/0  نرمال

t  0346/0  0197/0  1814/0  0499/0  2027/0  1075/0  

HS  0323/0  0168/0  1849/0  0440/0  0372/0  1037/0  

500  
  0496/0  3733/0  3594/0  0705/0  0113/0  0218/0  نرمال

t  0244/0  0109/0  0634/0  0600/0  2221/0  0452/0  

HS  0285/0  0121/0  0732/0 0436/0  0550/0  0417/0  
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 نرمال مدل سه از حاصل هايماندهباقی (راست) کرمی و (چپ) چندك-چندك نمودارهاي :)2( شکل
  500 نمونه حجم با شدهسازيشبیه داده مجموعه یک براي (پایین) HS و (وسط) استودنت-t (بالا)،

 1چندك-نمودارهاي چندك 500شده با حجم نمونه سازيهاي شبیهبراي یک مجموعه از داده
اند. نمودارهاي سمت راست نمایش داده شده )2(هاي حاصل از هر سه مدل در شکل ماندهباقی

) 2001بورن و فردریکس (معروف هستند که اولین بار توسط ون  2به نمودار کرمی )2(در شکل 
است که  3شدههاي روندزداییماندهچندك باقی-معرفی شدند. نمودار کرمی نوعی نمودار چندك

خ، عنوان توزیع واقعی پاسشده از توزیع مفروض، بهدهنده فاصله توزیع متغیر پاسخ مشاهدهنشان
 توانند در یکشده میها، نقاط روندزداییاست. در صورت نیکویی برازش توزیع مفروض به داده

 ه سه ودرجه دو یا درج صورتبهپراکنش نقاط انحناي کران محدودشده پراکنش داشته باشند. 
شده دارد. براي توضیح مدل برازش کفایتعدمهمچنین خارج از کران قرار گرفتن نقاط، نشان از 

                                                                                                                                          
1- Quantile-Quantile plot 
2- Worm plot 
3- Quantile-Quantile plot for detrended residuals 
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] را ببینید. با 28س [بورن و فردریکتوانید منبع ون بیشتر در مورد تفسیر این نوع نمودار می
ناسبی ها برازش ناممقیاس نرمال براي این داده-واضح است که مدل مکان )2توجه به شکل (

 دارند. قبولقابلمناسب و  کاملاًاستودنت برازشی -tو  HSدارند و در مقابل هر دو مدل 

نیز اثرات برآوردشده خطی و غیرخطی را براي هر دو پارامتر مکان و مقیاس در سه  )3شکل (
درصد  95هاي اطمینان دهد. به همراه برآورد اثرات، کراننشان می HSاستودنت و -tمدل نرمال، 
اند (ریگبی و محاسبه شده MLاند که بر اساس توزیع مجانبی نرمال برآوردگرهاي نیز رسم شده

اما با ؛ اندیکسان عمل کرده تقریباً). در برآورد ضرایب خطی، هر سه مدل ]3استاسینوپولوس [
نسبت به دو مدل دیگر در برآورد اثرات  HSشده، مدل ن محاسبههاي اطمیناتوجه به کران

  غیرخطی کاراتر عمل کرده است.

 
پارامترهاي مکان و مقیاس  )چین: اثرات خطی و غیرخطی برآوردشده (ممتد) و واقعی (خط)3شکل (
  500(سمت چپ) براي حجم نمونه  HSاستودنت (وسط) و -tهاي نرمال (سمت راست)، مدل

  مثال واقعی -5

براي نمایش کاربست و برتري ممکن مدل پیشنهادي جدید، تحلیل رگرسیونی یک مجموعه داده 
قرار دادیم. هدف از تحلیل  مدنظر] گزارش شده است، 11واقعی را که در داگلاس و دلامپادي [

. استتیغه آبی در کشور آمریکا کوه هاي واقع در رشتهها بررسی اسیدي بودن دریاچهاین داده
 pHمقدار متغیر تشکیل شده است. متغیر پاسخ  4مشاهده براي  112این مجموعه داده از 

) و متغیرهاي تبیینی رگرسیونی مختصات مرکزي هر دریاچه، شامل طول yها (دریاچه
گرم در هر لیتر گاریتم غلظت کلسیم با واحد میلی و )x2) و عرض جغرافیایی (x1جغرافیایی (

افزار محاسبه شده است. این مجموعه داده در بسته 10گاریتم آن در مبناي  که )x3است (
assist افزار در نرمR .در دسترس است  
دهد. نمودارهاي پراکنش کناري متغیر پاسخ در مقابل متغیرهاي تبیینی را نشان می )4شکل (

  از روي این نمودارها چند نکته قابل بیان هستند:



 جمیل اونق، حسین باغیشنی، احمد نزاکتی                            393

  
  هاي اسیديهاي دریاچه: نمودارهاي پراکنش کناري پاسخ و متغیرهاي تبیینی براي داده)4شکل (

نمودار پراکنش پاسخ در مقابل لگاریتم غلظت کلسیم (نمودار سمت راست) یک رابطه  .1
هد. این دلگاریتم غلظت نشان می تربزرگمثبت را به همراه نوسان بیشتر براي مقادیر 

 واریانسی در مدل رگرسیون مکانی است.شهود نشانی از برقرار نبودن پذیره هم

جغرافیایی، یک روند غیرخطی کاهشی و سپس نمودار پراکنش پاسخ در مقابل طول  .2
دهد. در مقابل روند افزایشی را به همراه نوسان ناهمگن در طی این روند نمایش می

 مشخص و قابل درکی در مقابل متغیر عرض جغرافیایی ملموس نیست.

واریانسی که در مشاهدات مشهود است، دو داده پرت در هر سه نمودار جدا از ناهم .3
بر لزوم  مسئلهشوند. این از سایر مشاهدات جدا هستند، دیده می کاملاًپراکنش که 

هاي پرت را (که تعداد اندکی ها توسط مدلی که توانایی برخورد با دادهلحاظ کردن آن
  دارد. تأکیدشوند) دارند، از کل مشاهدات را شامل می

 ن مدل میانگین است. برايها و کافی نبودبندي این دادهاین سه نکته، حاکی از پیچیدگی مدل
) را با تنها دو 5مقیاس (مدل -) و مکان4ها دو مدل میانگین (فقط مکان) (مدل بندي دادهمدل

xو  x1متغیر تبیینی    زیر در نظر گرفتیم: صورتبه 3

( ) ( )
 

log
i

i

h x h xµ β
σ β

= + +
 =

0 1 1 2 3

1
                                         (4) 

  و
( ) ( )

log ( )
i

i

h x h x
x h x

µ β
σ γ γ
= + +

 = + +
2 1 1 2 3

0 1 1 3 3
                                       (5) 
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نیز، با توجه به حضور دو داده پرت، براي مقایسه مدل پیشنهادي ما با مدلی که قادر به  اینجادر 
استودنت در کنار مدل نرمال -tمقیاس -هاي پرت باشد، از مدل مکان و مکانبندي دادهمدل

 AICاند. از نظر معیارهاي گزارش شده )2(استفاده کردیم. نتایج برازش هر سه مدل در جدول 
تر است. در هر دو ) ضعیف5مقیاس (-) نسبت به مدل مکان4توان گفت مدل مکان (می BICو 

توان استودنت برتر است و می-tبندي نیز مدل پیشنهادي حتی نسبت به مدل نیرومند نوع مدل
استودنت -tسنگینی مثل هاي دمسنگین مدلهاي با دم نیمهنتیجه گرفت که در حضور داده

  خواهند بود.مدل پیشنهادي ن خوبیبه

اند رسم شده )5(ها براي هر سه مدل نیز در شکل ماندهنمودارهاي نیکویی برازش مبتنی بر باقی
دهند مدل نرمال از دو مدل دیگر از کارایی کمتري برخوردار است. نیکویی برازش که نشان می

  است. تائید) قابل 5ویژه براي مدل (استودنت به-tو  HSهاي مدل

  هاي اسیديهاي دریاچه) بر روي داده5) و (4هاي (نتایج برازش مدل: )2جدول (

  0β 1β  2β  0γ  1γ  ν AIC  BIC توزیع  مدل

  )4مدل (
  46/50  27/23  -  -  -  -  - 404/1  505/6 نرمال

T  494/6  695/1 - -  -  -  581/1  30/8  21/38  
HS 552/6  891/1 - -  -  -  -  04/7  23/34  

  )5مدل (
  91/49  13/9  -  - 650/24  - 633/1  499/6  -  -  نرمال

T  -  -  478/6  898/1 -  538/19 -  661/1  35/11  85/54  
HS  -  -  386/6  805/1 -  374/3  -  94/6  72/47  

  

براي هر دو پارامتر مکان و مقیاس تحت سه  هاي اثرات برآوردشده خطی و غیرخطیمنحنی
اند. اثر برآوردشده براي رسم شده )6() در شکل 5براي مدل ( HSاستودنت و -tتوزیع نرمال، 

در تناقض با دو مدل دیگر است؛ در واقع  کاملاًمتغیر طول جغرافیایی در مقیاس مدل نرمال 
شیب اثر در مدل نرمال منفی ولی در دو مدل دیگر مثبت است. این اتفاق منجر به یک 

ها در هر سه مدل براي هر دو پارامتر مکان و مقیاس گیري نادرست خواهد شد. سایر اثرنتیجه
نی عیت برآوردشده براي متغیر تبییاند، با این تفاوت که عدم قطشبیه به هم برآورد شده تقریباً

از دو مدل رقیب بیشتر  HSهاي مشاهدات در پارامتر مکان مدل لگاریتم غلظت کلسیم در کران
  است.
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  (ب)  (الف)

استودنت (پایین) -t(وسط) و  HSهاي نرمال (بالا)، چندك و کرمی مدل-: نمودارهاي چندك)5شکل (
  ) (ب)5) (الف) و (4هاي (براي مدل

      
  (ج)  (ب)  (الف)

هاي نرمال هاي اثرات برآوردشده پارامترهاي مکان (بالا) و مقیاس (پایین) در مدل: منحنی)6شکل ( 
  )5استودنت (ج) براي مدل (-t(ب) و  HS(الف)، 

  گیرينتیجه -6

هاي عملی، محققان را بر آن داشته است تا به دنبال معرفی هاي ذاتی موجود در دادهپیچیدگی
یکی از  GAMLSSهاي ها باشند. رده مدلبندي واقعی آنهاي منعطفی براي مدلو بسط مدل

هاي اخیر طرفداران و کاربردهاي زیادي پیدا کرده هاي موفق در این زمینه است که در سالتلاش
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مقیاس، بر اساس توزیع -با توجه به این واقعیت، در این مقاله یک مدل تنومند مکان است.
هاي سنگین، معرفی کردیم که از توانایی بالاتري نسبت به مدلهایپربولیک سکانت با دم نیمه

ها برخوردار است. این مدل هاي پرت اندك نسبت به کل دادهسنگین در برخورد با دادهتنومند دم
شود و بنابراین از مزایاي استنباطی محسوب می GAMLSSهاي ضوي از رده مدلجدید ع
  ها برخوردار است.یافته براي این مدلتوسعه

غیرخطی، از  هايمؤلفهبندي سازي و کاربردي، در بخش مدلهاي شبیهبراي برازش مثال
سوم  هاي درجهپلاینهاي مختلف دیگري مانند اساستفاده کردیم. جانشین تاوانیدههاي اسپلاین

ها نیز بهره برد. هاي آنتوان از قابلیتهاي موضعی براي این کار وجود دارند که میايو چندجمله
 هايسازي و کاربردي، عملکرد برتر مدل پیشنهادي ما نسبت به مدلهاي شبیهدر هر دو مثال

ائز اهمیت باشد و مدل هاي کاربردي حتواند در موقعیترقیب نمایش داده شد. این نتیجه می
  آماردانان قرار دهد. ابزارجعبهعنوان یک امکان براي استفاده در را به HSپیشنهادي 
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Abstract 
Practitioners  who use the classical  regression  model  have been realized  that 
many of its assumptions seldom hold. We then need flexible models to capture 
the real intrinsic  properties  of data. The class of generalized  additive  models 
for location , scale , and shape  is very  flexible  in analyzing  the inherent 
complexity  of the data . This  class  of models  provides  the ability  to do 
regression  modelling  beyond  the mean  of the response  variable . Indeed , to 
admit  outliers  in the  modelling  framework  is vital . Where  we have  a few 
outliers , the  model  could  be  too  complicated  by  using  heavy -tailed 
distributions . To  overcome  this  issue , in this  paper , we  introduce  a new 
location-scale semiparametric  regression  that is constructed  based on a semi-
heavy-tailed distribution , named hyperbolic  secant, in the considered  class of 
the  models . We explore  the  performance  of the  proposed  model  by a 
simulation  study and compare  the results  with a classical  normal  model . We 
also illustrate the model in a real application. 
Keywords: Semi-heavy-tailed distribution, Hyperbolic secant distribution, 
Outlier, Penalized likelihood, Location-scale regression.  
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