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جمعيت متقابل تاثير مطالعه ي به شکارچي، و شکار دستگاه  هاي بر مبتني رياضي مدل يک معرفي با مقاله اين در چکيده:
و مي کنيم معرفي را ديفرانسيل معادله ي يک قالب در رياضي مدل يک ابتدا پرداخت. خواهيم يکديگر بر آبي منابع و
پيرامون دستگاه موضعي رفتار مطالعه ي به همچنين کرد. خواهيم معرفي را فرايند اين در موثر پارامترهاي و توابع سپس
پرداخت. خواهيم جواب ها براي قبول قابل ناحيه  ي در دستگاه سراسري رفتار مطالعه  ي همچنين و دروني تعادل نقاط
در تغيير و موضعي انشعاب هاي ايجاد با مي  توانند دستگاه بر موثر پارامترهاي تغييرات چگونه که داد خواهيم نشان به ويژه

شوند. تعادل وضعيت يک به نسبت جمعيت بقاي عدم يا بقا به منجر مدار  ها، ساختار

آبي. منابع موضعي، انشعاب هاي شکارچي، و شکار دستگاه هاي بقا، کليدي: واژه هاي

92B06, 34C60. رياضي: ردهبندي

مقدمه ۱
به کشورها، از بسياري روي پيش تهديد مهم ترين احتمالاً، منابع، اين از استفاده بهينه ي روش و آبي منابع کمبود چالش رو، پيش سال هاي در
زمين گرمايش با همزمان آبي، منابع از بي رويه و اصولي غير بهره برداري جمعيت، افزايش بود. خواهد ايران، کشور جغرافيايي حوزه ي در ويژه
تامين و کشاورزي محصولات حوزه ي در امنيت خود نوبه ي به اين که است شده آبي منابع تحليل باعث همه و همه جوي نزولات کاهش و
اهميت از سرزمين يک آبي منابع بر آن تاثير و آب مصرف ميزان و شدت از پيش بيني نوع هر وجود، اين با مي دهد. قرار تهديد مورد نيز را غذا
ابزارهاي مؤثرترين از جامعه، در آب مصرف گسترش نحوه ي و شدت پيش بيني قابليت با رياضي مدل هاي ميان، اين در است. برخوردار زيادي
تاثير مطالعه ي به موضوع، اين شبيه سازي با تا مي دهند را امکان اين ما به مدل ها اين هستند. آبي منابع در تغيير الگوهاي مطالعه ي در موجود
آينده ي پيش بيني درنهايت و جامعه يک در آب مصرف ميزان براي حداکثري شاخص تعيين همين طور و يکديگر بر آبي منابع و جمعيت متقابل

بپردازيم. متقابل تاثير اين
شناخته شده ترين از يکي هستند. يکديگر بر گونه چند) (يا دو متقابل تاثير بررسي در رياضي ابزارهاي مهم ترين از شکارچي، و شکار مدل هاي
گونه ي دو جمعيت تغييرات مطالعه ي براي ۱۹۴۸ سال در که است (Lesli-Gower) گوور لسلي- مدل شکارچي، و شکار مدل هاي انواع
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زير به صورت معادلات اين کلي شکل .[۱] است متناسب شکار تعداد با شکارچي محيط نهايي ظرفيت آن در و شد معرفي شکارچي و شکار
است:

x′ = x g(x,K)− y p(x), y′ = y
(
− d+ c q(x).

)
روابط در و مي دهد نشان شکارچي غياب در را شکار از خاصي گونه ي رشد ميزان که است پيوسته و ديفرانسيل پذير تابع يک g(x,K) که
با آشنايي و بيش تر جزئيات (براي مي کند صدق gx(x,K) ≤ ٠ و gx(K,K) < ٠ ،g(K,K) = ٠ ،g(٠, K) = r > ٠
صدق بالا شرايط در g(x,K) = r (١− x/K) تابع مثال، عنوان به کرد). مراجعه [۲] و [۱] به مي توان مدل اين منطق و ساختار
نمونه (براي است شکارچي و شکار متقابل رفتار بررسي در رياضي مدل هاي از بسياري پايه ي و معروف منطقي رشد مدل به تابع اين مي کند.
اين مي کند. صدق p (٠) = ٠ شرط در و مي شود ناميده تابعي بازخورد بالا، در p (x) تابع همچنين، شوند). ملاحظه [۹]،...،[۴] ،[۳] مراجع
بازخورد است. وابسته شکار تراکم به مي شود، شکار شکارچي هر توسط زمان واحد هر در که شکاري ميزان که است واقعيت اين بيانگر تابع
احتمالاً است. وابسته و... زمان مديريت کند، پيدا را شکار بتواند شکارچي که اين تأثير شکار، تراکم اختلاف جمله از زيادي عوامل به تابعي
دفاع قابليت » قبيل از خاصيتهايي شبيه سازي براي که هستند پاسخ توابع انواع شناخته شده ترين از (Holling) هولينگ نوع از پاسخ توابع
شوند). ملاحظه [۲۰]،...،[۱۱] ،[۱۰] مراجع مثال (براي مي گيرند قرار استفاده مورد ايمني» خود «قابليت يا و شکارچي» برابر در شکار گروهي
و آبي منابع متقابل تاثير مطالعه ي براي رياضي مدل يک گوور، – لسلي نوع از شکارچي و شکار مدل از الگوگيري با مقاله، اين در ما
خواهيم رياضي نظر نقطه از تاثير اين جنبه هاي برخي بررسي به مدل اين رفتار مطالعه ي با سپس کرد. خواهيم پيشنهاد يکديگر بر جمعيت

بود. خواهد زير به صورت مقاله اين ادامه ي در مطالب جهت گيري پرداخت.
خواهيم آن اجزاي بر حاکم قواعد بررسي و مدل نظري مباني معرفي به دستگاه، بر حاکم مفروضات و شرايط بيان ضمن بعد، فصل در ابتدا
آنها موضعي انشعابات و دستگاه ثابت نقاط مطالعه ي به زمان، از مستقل حالت در مدل گرفتن نظر در با چهارم و سوم بخشهاي در پرداخت.
آورد خواهيم به دست را شرايطي همين طور و است دروني تعادل نقاط داراي مدل شرايطي چه تحت و چگونه که داد خواهيم نشان مي پردازيم.
حالت در مدل گرفتن نظر در با پنجم، بخش در سپس مي گردند. پايداري تبادل و گره زيني انشعاب متحمل دروني تعادل نقاط اين آن، تحت که
که داد خواهيم نشان به ويژه پرداخت. خواهيم چهارم و سوم بخش هاي در به دست آمده نتايج به توجه با آن رفتار مطالعه ي به زمان، به وابسته
از استفاده با ششم، بخش در نهايت، در شد. خواهد کنترل زمان از مستقل مدل از حالت دو توسط موضعي به طور زمان، به وابسته مدل رفتار

پرداخت. خواهيم جمعيت و آبي منابع همزمان بقاي و پايداري امکان بررسي به قبل، بخش هاي در به دست آمده نتايج
براي بقا کلمه ي و شکار گونه ي براي پايداري کلمه ي شکارچي، و شکار دستگاه هاي در معمولاً که بود خواهد مفيد موضوع اين ذکر
به معني دستگاه يک در بقا و شکار جمعيت حفظ به معني دستگاه يک در پايداري که معني اين به مي گيرد؛ قرار استفاده مورد شکارچي گونه ي
هستند غيرزنده شکارچي و شکار گونه هاي آن در که شکارچي و شکار مدل هاي از برخي در است. مطلوب نسبت يک با شکارچي، جمعيت حفظ
شکارچي) (يا شکار جمعيت که مي رود به کار حالتي براي بقا) (يا پايداري کلمه ي گاهي و...) شيميايي واکنش هاي با مرتبط مدل هاي (مثلاً
که مي شود برده به کار زماني معمولاً اصطلاح اين منابع، از بسياري در حال، اين با نمي گيرد. صورت کامل انقراض يعني نمي رسد، صفر به
به طور شکارچي جمعيت مقاله، اين در که آنجا از است، بديهي مي رسند. مطلوب تعادل يک به يکديگر با تعامل در شکارچي و شکار جمعيت
و آبي منابع بحث، مورد اکوسيستم در يعني است، آن دوم به مفهوم بقا، و پايداري همزمان وجود از ما منظور است، انساني جمعيت يک بالقوه

رسيد. خواهند مطلوب تعادل يک به نهايت در و شده حفظ جامعه جمعيت

مدل معرفي ۲
يکديگر بر آبي منابع و جمعيت متقابل تاثير و فرضي جامعه ي يک در آب مصرف الگوي توصيف براي رياضي مدل يک معرفي به بخش اين در

است. زير به صورت مدل اين بر حاکم اساسي مفروضات پرداخت. خواهيم

قبلي شده ي مصرف مقادير جايگزين آب، از پيش بيني قابل مقدار مستمر به طور که است تجديد شونده آب منبع يک داراي جامعه •
است. متناهي مقداري منبع، ذخيره ي ميزان البته و مي گردد

نيز آبي منابع از بهرهبرداري ميزان جامعه، شدن گسترده تر با البته و مي يابد افزايش جمعيت باشد، بيشتر آب به دسترسي ميزان هرچه •
مي کند. پيدا افزايش

و جامعه رشد شدن متوقف باعث منبع اين به دسترسي عدم که معني اين به است؛ حياتي وابستگي يک آبي منبع به جامعه وابستگي •
دارد. دسترس در آب ميزان با مستقيم ارتباط جامعه براي انتظار قابل جمعيت حداکثر همچنين، شد. خواهد آن نابودي نهايت در

جامعه يک بهرهبرداري مورد که نيز ديگر حياتي منبع هر براي مي توان را بالا مفروضات کلي، نگاه يک در که ديد مي توان تامل، کمي با
فرضي جامعه ي يک براي آب مصرف الگوي بررسي به اينجا در ما شد، گفته پيشتر که همان طور حال، اين با داد. قرار استفاده مورد دارد، قرار
جامعه ي جمعيت نشان دهنده ي y(t) و جامعه يک دسترس در آب ذخاير ميزان دهنده ي نشان x(t) کنيم فرض منظور، اين براي مي پردازيم.
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منبع از شده خارج آب و منبع به ورودي آب ميزان نشان دهنده ي به ترتيب xout و xin کنيم فرض همچنين باشد. منبع اين از کننده استفاده
باشند. زمان واحد هر در جامعه از شده خارج جمعيت و جامعه به ورودي جمعيت ميزان نشان دهنده ي به ترتيب yout و yin و زمان واحد هر در

داشت: خواهيم صورت اين در
x(t+∆t) = x(t) + (xin − xout)∆t.
y(t+∆t) = y(t) + (yin − yout)∆t.

ميزان از آماري مطالعه ي يک با (... و سالانه بارندگي هاي از (ناشي موجود ذخاير به ورودي آب ميزان معمولاً بالا، در اول معادله ي در
تاثير تحت که است گذشته دوره هاي در دريافتي آب ميانگين مقدار برابر آن ميزان معمولاً و مي آيد به دست گذشته دوره هاي در دريافتي آب

يعني مي گردد؛ افزوده آن به يا کاسته آن ميزان از مشخص زماني دوره هاي در مختلف عوامل

xin = B٠ +B (t, x, y) , B٠ > ٠

زمان به وابسته تغييرات B (t, x, y) و است زمان واحد هر در آب ورودي از انتظار مورد ميزان متوسط ثابتB٠نشان دهنده ي اينجا، در که
مي دهد. نشان را زمان واحد هر در آب ورودي از

ذخيره سازي براي نهايي ظرفيت دهنده ي Kنشان > ٠ کنيم فرض مثلاً است، متناهي مقداري همواره آب ذخيره سازي ميزان به وضوح،
انتظار آنگاه ،x (t) > K اگر و شود نزديک صفر به B+B٠رفته رفته (t, x, y) Kمقدار x(t)به شدن نزديک با داريم انتظار باشد. آب
باشد، آن گنجايش از بيش مخزن در موجود آب ميزان اگر که مي دهد نشان آخر نامساوي حقيقت در .B٠ +B (t, x, y) < ٠ که داريم
B٠ +B (t, x, y) مي توان ممکن حالت ساده ترين در که مي دهد نشان آماري مطالعات ميگردد. خارج و شده ريز سر منبع از اضافي آب

به صورت تابعي با را
B٠ +B (t, x, y) = (b٠ + b (t, x, y))

(
١− x

K

)
است. زمان واحد هر در مخزن به ورودي آب نرخ نشان دهنده ي b٠ + b (t, x, y) ≥ ٠ آن در که زد تقريب

مي کند مصرف جامعه اعضا از يک هر که آبي مقدار ميانگين گرفتن نظر در با مي توان نيز را زمان واحد هر در شده مصرف آب ميزان
عضو هر اگر کرد. محاسبه مي رود، به هدر مرتبط) عوامل ساير يا توزيع شبکه ي فرسودگي (مثلا مختلف عوامل اثر در که آبي ميزان به علاوه ي
افراد توسط مصرفي آب کل ميزان آنگاه باشد، برخوردار آبي منابع از p (t, x, y) ≥ ٠ مقدار به متوسط به طور زمان واحد هر در جامعه

داشت: خواهيم لذا و بود خواهد yp(t, x, y) برابر زمان واحد هر در جامعه

xout = y p(t, x, y) + q(t, x)

تابع » به ترتيب، را q(t, x) و p(t, x, y) توابع است. زماني واحد هر در آب هَدَررفت ميزان نشان دهنده ي q(t, x) ≥ ٠ اينجا در که
را x(t) تغييرات معادله ي ،∆t → ٠ که وقتي ،x(t) تغييرات معادله ي در بالا توابع جايگذاري با مي ناميم. هَدَررفت» تابع » و پاسخ»

مي آوريم: به دست زير به صورت

x′ =
(
b٠ + b (t, x, y)

)(
١− x

K

)
−
(
y p (t, x, y) + q (t, x)

)
مي کنند: صدق زير روابط در و کران د   ارند توابعي p (t, x, y) ≥ ٠ , q (t, x) ≥ ٠ آن در که

∂p

∂x
≥ ٠,

∂p

∂y
≤ ٠,

∂q

∂x
≥ ٠.

افزايش نيز زمان واحد در جامعه از عضو هر آب مصرف ميزان افزايش امکان آبي، منابع افزايش با که است واقعيت اين بيان گر بالا شرايط
آبي، منابع افزايش با که، اين بالاخره و مييابد کاهش زمان واحد در فرد هر مصرفي آب سهم جامعه، جمعيت افزايش با که حالي در مييابد؛
است اين منظور حالت اين در که باشند نامنفي ثابت توابع ميتوانند q و p بالا روابط در که کنيم دقت يافت. خواهد افزايش نيز آن هدررفت
زمان واحد هر در آب هدررفت ميزان همچنين و ميدهد قرار استفاده مورد زمان واحد هر در را آبي منابع از ثابتي مقدار جامعه از فرد هر که
p (t, ٠, y) = ٠ شرايط در بايد شوند گرفته نظر در y يا x حسب بر ثابت غير توابعي q يا p چنانچه حال، اين با است. ثابت مقداري نيز
در البته و است صفر منابع اين از فرد هر سهم آبي، منابع نبود در که است واقعيت اين بيانگر شرايط اين کنند. صدق نيز q (t, ٠) = ٠ و

داشت. نخواهد وجود هم هدررفتي صورت اين
بر مبتني ما جمعيت رشد مدل جديد، مطالعات از بسياري همانند نيز اينجا در مي پردازيم. جمعيت تغييرات معادله ي مطالعه ي به اکنون
به حياتي وابستگي جامعه نهايي ظرفيت که مي کنيم فرض که است معني اين به اينجا در شبه منطقي کلمه است. «شبه منطقي» رشد مدل

يعني دارد، آب

y′ = a y

(
١− y

c (t, x)

)
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و است آبي ذخاير به جامعه نهايي ظرفيت وابستگي نشان دهنده ي که است کران د ار t به نسبت و پيوسته تابعي c (t, x) ≥ ٠ آن در که
افزايش با و است حياتي آبي منابع به جمعيت وابستگي که مي کنند بيان شرايط اين مي کند. صدق ∂c

∂x
≥ ٠ و c (t, ٠) = ٠ شرايط در

بالا، مطالب به توجه با اکنون ميناميم. وابستگي» «تابع را بالا در c(t, x) تابع مي يابد. افزايش نيز جامعه نهايي ظرفيت آبي، منابع ميزان
ميشود: جمعبندي زير دستگاه به صورت يکديگر، بر جمعيت و آبي منابع متقابل تاثير الگوي مطالعهي براي ما پيشنهادي }مدل

x′ =
(
b٠ + b (t, x, y)

)(
١− x/K

)
− y p (t, x, y) + q (t, x) ,

y′ = a y
(
١− y/c (t, x)

)
.

(۱ . ۲)

مثل جواب هايي آن درحقيقت است. معني فاقد y و x براي منفي مقادير بالا، معادله ي در y و x متغيرهاي ماهيت به توجه با
صفحه اول ناحيه ي در γ(٠) مثل نقطه اي از t = ٠ لحظه در که هستند زيستي تفسير داراي (۱ . ۲) دستگاه از γ(t) =

(
x(t), y(t)

)
نکته اين به توجه ندارد. قرار دستگاه تعريف ناحيه در yها محور که است اين بالا دستگاه درباره ي توجه قابل نکته يک مي شوند. شروع
يک (x, y) صفحه ي اول ناحيه ي که مي رساند نتيجه اين به را ما است، (۱ . ۲) دستگاه براي پايا زيرمجموعه ي يک xها محور که اين و

است. سازگار (۱ . ۲) مدل که ميکند تضمين زير لم است. پايا زير مجموعه ي

اين در شود، شروع اول ناحيه ي از که (۱ . ۲) از جواب هر که معني به اين است، پايا مجموعه ي يک (x, y) صفحه ي اول ناحيه ي .۱ . ۲ لم
دستگاه براي قبول» قابل «ناحيه ي را صفحه اول ناحيه ي کران دارند. ناحيه اين در دستگاه جواب هاي که اين به علاوه مي ماند. باقي ناحيه

مي ناميم. (۱ . ۲)

کران دار صفحه اول ناحيه ي در (۱ . ۲) مدل از γ(t) = (x(t), y(t)) جواب هر مي دهيم نشان حال است. بديهي لم اول قسمت اثبات.
نسبت و پيوسته c(t, x) و است کرا ن دار x(t) چون است. کران د ار y(t) مي دهيم نشان است؛ بديهي است، کران دار x(t) که اين است.
مي توان (۱ . ۲) مدل دوم معادله ي از حال .c(t, x(t)) ≤ M کنيم فرض مثلاً است؛ کران دار نيز c(t, x(t)) پس است، کراان دار   t به

باشد. بي کران نمي تواند y(t) مي دهد نشان که y′(t) < ٠ داريم y(t) > M براي که گرفت نتيجه

در دارند، قرار دستگاه براي قبول قابل ناحيهي در که را (۱ . ۲) دستگاه از مدارهايي فقط مقاله، اين ادامهي در ما بالا، مطالب به توجه با
گرفت خواهيم نظر

زمان از مستقل معادلهي تعادل نقاط ۳
مدل منظور، اين براي مي گيريم. درنظر هستند زمان از مستقل وابستگي و هدررفت پاسخ، توابع که حالتي در را (۱ . ۲) مدل بخش، اين در

مي گيريم: درنظر زير به صورت را (۱ . ۲){
x′ = b٠ (١− x/K) − yp (x, y) + q (x) ,
y′ = a y(١− y/c(x)).

متغير تغيير از دستگاه کردن بي بُعد براي نخست، درگام

τ = a t, n = y (٠) u (τ) = x (t) /K, v (τ) = y (t) /n,

مي آوريم: به دست زير به صورت را بي بُعد شده دستگاه و مي کنيم استفاده

u′ = b (١− u)− P (u, v) v −Q (u) , v′ = v

(
١− v

C (u)

)
(۱ . ۳)

اينجا در که

b = b٠/(aK), P (u, v) =
n p (K u, n v)

aK
, Q (u) =

q (K u)

aK
, C (u) =

c (k u)

n
.

اين در جوابها و است پايا (u, v)صفحهي اول ناحيه ي که معني بهاين است؛ سازگار نيز (۱ . ۳) معادله ي ،۱ . ۲ لم به توجه با که کنيم دقت
به صورت (۱ . ۳) دستگاه آزاد تعادل نقطهي است. دستگاه قبول قابل ناحيهي همان (u, v) صفحهي اول ناحيه ي درحقيقت کران دارند. ناحيه
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،g (u) = b−bu−Q (u) کنيم فرض اگر حقيقت، در است. b = bu+Q (u)معادلهي ريشهي u٠تنها که E٠است = (u٠, ٠)
آنگاه

g (٠) = b > ٠ g′ (u) = −b−Q′ (u) ≤ ٠, lim
u→+∞

g (u) = −∞.

معادل به طور يا و g(u٠) = ٠ که دارد ،جود u٠ براي به فردي منحصر مقدار که ميدهد نشان مياني مقدار قضيهي از ساده کاربردي لذا
λ١ = از عبارتند E٠ در (۱ . ۳) خطي قسمت ويژه ي مقادير که مي دهد نشان ساده محاسبه يک همچنين .b = bu٠ + Q (u٠)
را uها محور E٠ تعادل نقطه ي حقيقت، در است. هذلولوي زين يک E٠ مي کند تضمين که λ٢ = ١ > ٠ و −b−Q′ (u٠) < ٠

ميشود. دستگاه قبول قابل ناحيهي وارد E٠ ناپايدار منيفلد از شاخهاي و دارد پايدار منيفلد به عنوان
به صورت (۱ . ۳) دستگاه دروني تعادل نقاط مي پردازيم. دستگاه دروني تعادل نقاط بررسي به اکنون

است: زير معادله ي ريشه ي u∗ و v∗ = C (u∗) که هستند E∗ = (u∗, v∗)

g (u) := b (١− u)−Q (u)− C (u)P (u,C (u)) = ٠. (۲ . ۳)

دستگاه نتيجه، در و دارد u∗ مثل مثبت ريشه ي يک حداقل بالا معادله ي که مي دهد نشان مياني مقدار قضيه ي از استفاده ديگر، يک بار
در ،(۱ . ۳) دستگاه براي بيش تر دورني تعادل نقاط وجود امکان بررسي دارد. E∗= (u∗, v∗) مثل دروني تعادل نقطه ي يک حداقل (۱ . ۳)

مي کند. ايجاد دستگاه دروني تعادل نقاط تعداد روي بر محدوديت يک زير لم حال، اين با نيست. امکان پذير کلي حالت

دارد. دروني تعادل نقطه ي يک فقط (۱ . ۳) دستگاه آنگاه باشد، صعودي (٠, ١) بازه ي در P
(
u,C (u)

)
اگر .۱ . ۳ لم

داريم: پس ،g(u∗) = ٠ که آنجا از باشد. دستگاه دروني تعادل نقطه ي يک E∗ =
(
u∗, C(u∗)

)
کنيم فرض اثبات.

b =
Q(u∗) + C(u∗)P

(
u∗, C(u∗)

)
١− u∗

> ٠.

و باشد صعودي I= (٠, ١) بازه ي در P
(
u,C(u)

)
کنيم فرض حال .٠ < u∗<١ که مي دهد نشان اين

حالت، دراين .٠ < u∗١<u
∗
١>٢ که باشند متمايز دروني تعادل نقطه ي دو E∗

٢ = (u∗٢, C(u
∗
٢)) و E∗

١ = (u∗١, C(u
∗
١))

داريم: لم صورت و دستگاه بر حاکم فرضيات به توجه با

bu∗١ + C(u∗١)P
(
u∗١, C(u

∗
١)
)
+Q(u∗١) < bu∗٢ + C(u∗٢)P

(
u∗٢, C(u

∗
٢)
)
+Q(u∗٢).

باشد. داشته مي تواند دروني تعادل نقطه ي يک فقط دستگاه لذا است. تناقض يک که ٠ =g(u∗١) > g(u∗٢) = ٠ که اين نتيجه

خطي قسمت دترمينان و اثر حالت، اين در باشد. (۱ . ۳) دستگاه دروني تعادل نقطه ي يک E∗ =
(
u∗, C(u∗)

)
کنيم فرض اکنون

با برابرند به ترتيب E∗ در دستگاه

Tr(u∗) = −١− b−Q′(u∗)− C(u∗)
∂P

∂u

(
u∗, C(u∗)

)
< ٠, (۳ . ۳)

∆(u∗) = b+Q′(u∗) + C ′(u∗)P
(
u∗, C(u∗)

)
(۴ . ۳)

+ C(u∗)

(
C ′(u∗)

∂P

∂v

(
u∗, C(u∗)

)
+
∂P

∂u

(
u∗, C(u∗)

))
=

d

du∗
[
C(u∗)P

(
u∗, C(u∗)

)]
+ b+Q′(u∗) = −g′(u∗).

E∗ آنگاه ،∆(u∗) > ٠ اگر هستند. مثبت ،∂P/∂v (u
∗, C(u∗)) احتمالاً مگر جملات، همه ي بالا، عبارت در که کنيم دقت

اگر تنها و اگر ∆(u∗) = ٠ به علاوه، است. هذلولوي زين يک E∗ آنگاه ،∆(u∗) < ٠ اگر و بود خواهد هذلولوي جاذب يک
مي رسيم. زير قضيه ي به ترتيب، به اين .g′ (u∗) = ٠

صورت: اين در باشد. دستگاه دروني تعادل نقطه ي يک E∗ =
(
u∗, C(u∗)

)
کنيم فرض و مي گيريم نظر در را (۱ . ۳) مدل .۲ . ۳ قضيه

به فرد منحصر E∗ آنگاه باشد، صعودي I = (٠, ١) بازهي در P
(
u,C(u)

)
اگر و دارد دروني تعادل نقطهي يک حداقل دستگاه الف)

است. سراسري جاذب يک دروني تعادل نقطه ي اين آنگاه ،b ≥ ١ اگر به علاوه، است. هذلولوي جاذب يک و است
اگر تنها و اگر است هذلولوي جاذب يک و g′ (u∗) > ٠ اگر تنها و اگر است هذلولوي زين يک E∗ مثل دروني تعادل نقطهي هر ب)

.g′ (u∗) < ٠
قسمت و است تباهيده تعادل نقطهي ∗Eيک صورت اين در که g′ (u∗) = ٠ اگر تنها و اگر است ∗Eناهذلولوي دروني تعادل نقطهي ج)

دارد. λ٢ = Tr (u∗) < −١ و λ١ = ٠ ويژهي مقدار دو E∗ در دستگاه خطي
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قسمت اثبات براي است. واضح «ج» و «ب» قسمتهاي اثبات ،(۴ . ۳) و (۳ . ۳) روابط و قضيه صورت از قبل در بيان شده مطالب بنابر اثبات.
جاذب يک E∗ تعادل نقطه ي که مي شود نتيجه (۴ . ۳) و (۳ . ۳) روابط از و d

du∗

(
C(u∗)P (u∗, C(u∗))

)
≥ ٠ که اين از «الف»،

کنيم فرض خلف، به برهان مي شود. جذب E∗ تعادل نقطه ي به (۱ . ۳) از مدار هر آنگاه ،b ≥ ١ اگر که مي دهيم نشان است. هذلولوي
مدار يک جذب بايد مدارها اين که مي گيريم نتيجه پوانکاره-بنديکسون قضيه ي و ۱ . ۲ لم از نشوند. جذب E∗ به (۱ . ۳) مدارهاي از بعضي
نقطه ي تنها که اين به توجه با و دارد خود درون ناحيه ي در تعادل نقطه ي يک حتماً صفحه، در تناوبي مدار هر که آنجا از شوند. تناوبي
مثل T-تناوبي مدار يک (۱ . ۳) دستگاه که گرفت نتيجه مي توان پس است، هذلولوي جاذب يک ،E∗يعني ،(۱ . ۳) دستگاه دروني تعادل
با طرفي، از مي شود. E∗ تعادل نقطه ي جذب γ(t) درون در مدار هر و دارد خود درون در را E∗ که دارد γ(t) = (u(t), v(t))
γ(t) مشخصه ي نماي شود)، ديده [۵.۳ بخش ،۲۰] مرتبط، تعاريف و بيشتر جزييات براي Floquet، (Theory فلوکه نظريه ي از استفاده

مي آيد: به دست زير رابطه ي از

−
∫ T

٠

[
٢v(t)
C(u(t))

+

(
(b− ١) + v(t)

∂P

∂u

(
u(t), v(t)

)
+Q′(u(t)))] dt < ٠.

تناقض يک اين مي شود. γ(t) جذب باشد، γ(t) درون در که (۱ . ۳) از مدار هر لذا و است جاذب حدي دور يک γ(t) که مي دهد نشان اين
است. سراسري جاذب يک E∗ که اين نتيجه است. اشتباه اوليه فرض لذا و است

زين نوع از دروني تعادل نقطهي يک E∗ = (u∗, C(u∗)) (ب)، قسمت در که است زماني بالا قضيه ي درباره ي مهم نکته ي يک
معادله ي پس ،g (١) < ٠ و g (٠) = b > ٠ چون مي شود، ملاحظه (a)۱ شکل در که همان ط ور صورت، اين در است. هذلولوي
زير قضيه ي به را ما واقعيت اين .g′ (u١,٢) ≤ ٠ که دارد u١ < u∗ < u٢ مثل ديگر ريشه ي دو حداقل u∗ بر علاوه g (u) = ٠

مي رساند.

ديگر دروني تعادل نقطه ي دو آنگاه باشد، هذلولوي زين نوع از (۱ . ۳) دروني تعادل نقطه ي يک E∗ = (u∗, C(u∗)) اگر .۳ . ۳ قضيه
اگر کلي، حالت در u١ < u∗ < u٢ که به طوري دارند وجود نيز E١,٢ = (u١,٢, C(u١,٢)) مثل تباهيده يا هذلولوي جاذب نوع از
نوع از دروني تعادل نقطه ي (n + ١) حداقل دستگاه آنگاه باشد، داشته هذلولوي زين نوع از دروني تعادل نقطه ي n دقيقاً (۱ . ۳) معادله ي

ببينيد). را (b)۱ (شکل دارد قرار تباهيده يا هذلولوي جاذب دو ميان در هذلولوي زين هر به علاوه، دارد. تباهيده يا هذلولوي جاذب

هذلولوي جاذب و E٣ ناهذلولوي تعادل بين E٢ هذلولوي زين :(b) دارد. قرار E١ , E٢ هذلولوي جاذب دو بين در E∗ هذلولوي زين :(a) :۱ شکل
... و دارد قرار E١

خواهيم (۲ . ۳ قضيه ي «ج» (قسمت E∗ تباهيده ي دروني تعادل نقطه ي اطراف در (۱ . ۳) دستگاه موضعي رفتار بررسي به ادامه، در
استفاده با معادل، به طور يا و g′ (u∗) = ٠ اگر تنها و اگر است تباهيده دورني تعادل نقطه ي ∗Eيک که مي دانيم ۲ . ۳ قضيه ي از پرداخت.

داريم: (۴ . ۳) و (۳ . ۳) از

C ′ (u∗) =
Tr (u∗) + ١

d
du∗P (u∗, C (u∗))

> ٠.

است: زير به صورت E∗ در (۱ . ۳) خطي قسمت حالت، اين در

A =

(
Tr (u∗) + ١ − (١+ Tr (u∗)) /C ′ (u∗)
C ′ (u∗) −١

)
.
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بگيريم: نظر در را زير مسطح دستگاه (۱ قضيهي ۱۱.۲ بخش [۲۰] (مرجع .۴ . ۳ قضيه

x′ = f (x, y) , y′ = y + g (x, y)

y + معادله ي جواب y = ϕ (x) کنيم فرض همچنين هستند. مبدا در خطي غير جملات شامل و تحليلي توابع g و f آن در که
باشد: زير به صورت ψ(x) = f

(
x, ϕ(x)

)
تابع تيلور بسط و باشد g (x, y) = ٠

ψ (x) = amx
m + am+١x

m+١ + · · · , (m ≥ ٢, am ̸= ٠).

است توپولوژيک زين يک مبدأ آنگاه ،am < ٠ و فرد m اگر و است ناپايدار گره يک مبدأ آنگاه ،am > ٠ و فرد m اگر صورت، اين در
يک مبدأ آنگاه باشد، زوج m اگر بالاخره و شود) ديده [۱۰.۲ بخش ،۲۰] مرجع توپولوژيکي، زين با مرتبط تعاريف و جزييات مشاهده (براي

است. زيني گره نقطهي

طولاني بسيار قسمت اين محاسبات درآوريم. قضيه صورت در مورداستفاده به شکل را (۱ . ۳) دستگاه بايد ابتدا بالا، قضيه ي از استفاده براي
مي کنيم. نظر صرف جبري محاسبات بيان از اختصار، رعايت براي ما که است زير مراحل شامل و است
ميکنيم. منتقل مبدأ به را E∗ دروني تعادل نقطهي y=v − v∗ و x=u− u∗ متغير تغيير با (۱

مي کنيم. تبديل آن کانوني به شکل را قبل مرحله ي در به دست آمده دستگاه خطي قسمت زير متغير تغيير با (۲(
u
v

)
=

(
−C ′ (u∗) /Tr (u∗)

(
١+ Tr (u∗)

)
/Tr (u∗)

C ′ (u∗) /Tr (u∗) −١/Tr (u∗)

)(
x
y

)
.

مورد دستگاه به را قبل مرحله ي در به دست آمده دستگاه y (t) = v (t/Tr (u∗)) و x (t) = u (t/Tr (u∗)) متغير تغيير با (۳
ميکنيم. تبديل بالا قضيهي در استفاده

۴ . ۳ قضيهي در ψ (x) = a٢x
٢ + a٣x

٣ + · · · تابع قبل، مرحله ي در به دست آمده دستگاه در ضمني تابع قضيهي از استفاده با (۴
مي آوريم: به دست و کرده محاسبه دوم مرتبهي تا را

a٢ =
١

Tr (u∗)
(F ′(u∗)− ٢F (u∗)) , F (u∗) =

(b+ C (u∗)P (u∗, C (u∗)) +Q′ (u∗))

C ′ (u∗)
.

کرد. جمعبندي را زير قضيهي قالب در ميتوان را بالا مطالب

اگر باشد. (۱ . ۳) دستگاه تباهيدهي دروني تعادل نقطهي E∗ = (u∗, C(u∗)) کنيم فرض .۵ . ۳ قضيه
است. زيني گره نقطه ي يک E∗ آنگاه ،F ′ (u∗) ̸= ٢F (u∗)

(۱ . ۳) حالت فضاي ،۴ . ۳ قضيهي و ۱ . ۲ لم به توجه با حالت، اين در که است اين باشد، زيني گره نوع از E∗ که زماني مهم، نکتهي يک
پرداخت. خواهيم آن به آخر بخش در که است خاصي اهميت داراي پديده اين زيستي تفسير است. ۲ شکل توپولوژيکي همارز کلي حالت در

تعادل وضعيت به نسبت پايداري و بقا مي شود، ملاحظه تصوير در که همان طور است. تباهيده دروني تعادل نقطه ي E∗ که وقتي (۱ . ۳) مدارهاي :۲ شکل
ندارد. وجود E∗ تعادل به نسبت پايداري و بقا وجود آن چپ سمت در که حالي در مي شود حفظ W s(E∗) راست سمت در E∗
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دروني تعادل نقطهي موضعي انشعابهاي ۴
منظور، اين براي پرداخت. خواهيم E∗ تباهيدهي دروني تعادل نقطه ي اطراف در موضعي انشعاب هاي وجود امکان بررسي به بخش اين در
به صورت E∗ در (۱ . ۳) مدل خطي قسمت صورت، اين در باشد. ناهذلولوي دروني تعادل نقطهي يک E∗ =

(
u∗, C(u∗)

)
کنيم فرض

است: زير

A =

(
−b−Q′(u∗)− C(u∗)∂P

∂u

(
u∗, C(u∗)

)
−P
(
u∗, C(u∗)

)
− C(u∗)∂P

∂v

(
u∗, C(u∗)

)
C ′(u∗) −١

)
.

که ميگيريم نتيجه (۴ . ۳) و (۳ . ۳) روابط و ۲ . ۳ قضيه ي «ج» قسمت و است ناهذلولوي E∗ که اين از

b = −١− Tr(u∗)−Q′(u∗)− C(u∗)
∂P

∂u

(
u∗, C(u∗)

)
,

Q(u∗) = b (١− u∗)− C(u∗)P
(
u∗, C(u∗)

)
,

∂P

∂v

(
u∗, C(u∗)

)
=

(
∆(u∗)− b−Q′(u∗)− C ′(u∗)P

(
u∗, C(u∗)

)
− C(u∗)

∂P

∂u

(
u∗, C(u∗)

))(
C(u∗)C ′(u∗)

)−١
.

مي آوريم: به دست A ماتريس در بالا روابط جايگذاري از

A =

(
١+ Tr(u∗) −Tr(u∗)+∆(u∗)+١

C′(u∗)

C ′(u∗) −١

)
.

همهي تأثير کار اين با حقيقت، در بگيريم. نظر در دستگاه انشعاب پارامتر به عنوان را ∆(u∗) تا ميدهد را امکان اين ما به اين
باشد، تباهيده دروني تعادل نقطهي يک E∗ اگر بالا، در که کنيم دقت کردهايم. خلاصه ∆(u∗) پارامتر در را دستگاه در موجود پارامترهاي
به صورت ماتريسAرا ادامه، در ما لذا ميافتند، اتفاق ناهذلولوي تعادل نقاط اطراف در موضعي انشعاب هاي که آنجا از .∆(u∗) = ٠ آنگاه

داد. خواهيم قرار مطالعه مورد δ= ٠ در را (۱ . ۳) دستگاه موضعي انشعابهاي و ميگيريم نظر در زير

A =

(
١+ Tr(u∗) −Tr(u∗)+δ+١

C′(u∗)

C ′(u∗) −١

)
. (۱ . ۴)

اين در مي شود. گرفته درنظر دستگاه پارامتر به عنوان δ و هستند A ماتريس اثر و دترمينان به ترتيب Tr (u∗) و δ اينجا در که کنيم دقت
مرکزي منيفلد برروي (۱ . ۳) دستگاه تصوير محاسبهي براي .δ = ∆(u∗) = ٠ هرگاه است، دستگاه تباهيدهي تعادل ∗Eنقطهي حالت

کنيم فرض منظور، اين براي بنويسيم. آن استاندارد قالب در را دستگاه بايد نخست ،E∗ نقطهي در آن

f (u, v) = b (١− u)− P (u, v) v −Q(u), g (u, v) = v

(
١− v

C(u)

)
ميدهيم قرار و

f̃ (u, v) = f
(
u+ u∗, v + C(u∗)

)
, g̃ (u, v) = g

(
u+ u∗, v + C(u∗)

)
.

حالت اين در کردهايم. منتقل مختصات مبدأ به را E∗ دروني تعادل نقطهي کار، اين )با
F̃ (u, v)

G̃ (u, v)

)
=

(
f̃ (u, v)
g̃ (u, v)

)
− A.

(
u
v

)
(۱ . ۳) دستگاه خطي قسمت ويژهي مقادير با متناظر ويژهي بردارهاي محاسبهي با ميدهد. تشکيل را شده منتقل دستگاه غيرخطي قسمت

متغير تغيير که ميشود مشخص ،E∗در

(
x
y

)
=

 −C′(u∗)√
Tr٢(u∗)−۴δ

٢+Tr(u∗)+
√

Tr٢(u∗)−۴δ

٢
√

Tr٢(u∗)−۴δ

C′(u∗)√
Tr٢(u∗)−۴δ

−٢+Tr(u∗)−
√

Tr٢(u∗)−۴δ

٢
√

Tr٢(u∗)−۴δ


︸ ︷︷ ︸

:=M

(
u
v

)
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مي کند: تبديل زير در آن استاندارد قالب به را )دستگاه
x′

y′

)
= J.

(
x
y

)
+

(
ϕ (x, y, δ)
ψ (x, y, δ)

)
(۲ . ۴)

و هستند E∗در دستگاه ويژهي مقادير λ١,٢ =
(
Tr (u∗)∓

√
Tr٢ (u∗)− ۴δ

)
/٢ اينجا در که

J =

(
λ١ ٠
٠ λ٢

)
,

(
ϕ (x, y, δ)
ψ (x, y, δ)

)
= M

(
F
G

)
M−١

(
x
y

)
.

T،Tr (u∗) ≤ −١ چون و است (۲ . ۴) دستگاه تباهيدهي تعادل نقطهي ∗Eيک = (٠, ٠) تعادل نقطهي ،δ = ٠ براي حالت، اين در
است. مماس yها محور بر مبدأ در آن مرکزي منيفلد پس

باشد: زير در h تابع نمودار موضعي به طور W c (E∗) کنيم فرض مرکزي، منيفلد روش پياده سازي براي

x = h (y, δ) = a١y
٢ + a٢δy + a٣δ

٢ + o٣ (y, δ) .

مي آوريم: به دست (۲ . ۴) دستگاه در h تابع جايگذاري با
∂h

∂y
(y, δ)

(
λ٢y + ψ

(
y, h (y, δ) , δ

))
−
(
λ١h (y, δ) + ϕ

(
y, h (y, δ) , δ

))
= ٠.

که: ميشود مشخص معادله، اين حل و بالا رابطهي در جملات دستهبندي از پس

a١ = − ϕxx

٢Tr (u∗)
, a٢ =

٢a١ψδ − ϕxδ

Tr (u∗)
, a٣ =

٢a٢ψδ − ϕδδ

٢Tr (u∗)
.

آخر دست شده اند. محاسبه (x, y, δ) = (٠, ٠, ٠) نقطهي در مشتقات همهي و هستند جزيي مشتقات دهندهي نشان انديسها بالا در
را مرکزي منيفلد روي بر تصويرشده معادلهي سرانجام ،(۲ . ۴) استاندارد دستگاه دوم معادلهي در x = h (y, δ) تابع جايگذاري با که، اين

مي آوريم: به دست زير به صورت

y′ = F (y, δ) := (A٣ +B۴δ) δ
٢ + (A٢ +B٣δ) δ y + (A١ +B٢δ) y

٢ +B١y
٣ + o۴ (y, δ) (۳ . ۴)

اينجا در که

A١ =
ψxx

٢
, A٢ =

١
Tr (u∗)

+ ψxδ, A٣ =
ψδδ

٢
, (۴ . ۴)

B١ =
۶a١ψxy + ψxxx

۵
, B٢ =

٢a١ψyδ + ٢a٢ψxy + ψxxδ

٢
, (۵ . ۴)

B٣ =
٢+

(
Tr (u∗)

)٣
(a٢ψyδ + ψxδδ + ٢a٣ψxy)

٢
(
Tr (u∗)

)٣ , B۴ =
ψδδδ + ۶a٣ψyδ

۶
.

شده اند. محاسبه (x, y, δ) = (٠, ٠, ٠) نقطهي در همگي که هستند جزيي مشتقات دهندهي نشان انديسها قبل، همانند نيز اينجا در
براي داد. قرار استفاده مورد E∗ تباهيدهي دروني تعادل نقطه ي اطراف در موضعي انشعابهاي بررسي براي مي توان را (۳ . ۴) معادله ي

دارد. بالا دستگاه موضعي انشعاب هاي بررسي در اساسي نقشي که ميکنيم بيان را زير قضيهي ابتدا منظور، اين

کنيم فرض همچنين .y, δ ∈ R و باشد همواري حقيقي تابع F (y, δ) کنيم فرض ([۲۱] مالگارنج، آمادهسازي قضيهي ) .۱ . ۴ قضيه

F (٠, ٠) =
∂F

∂y
(٠, ٠) = · · · = ∂k−١F

∂yk−١ (٠, ٠) = ٠, H
∂kF

∂yk
(٠, ٠) ̸= ٠.

و V (٠, ٠) ̸= ٠ که به طوري دارند وجود V (y, δ) و Uk−١ (δ) ،... ،U٠ (δ) هموار توابع صورت، اين در

F (y, δ) =
(
yk + Uk−١ (δ) y

k−١ + · · ·+ U٠ (δ)
)
V (y, δ) .
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کنيم. اثبات و بيان را بخش اين اصلي قضيهي ميتوانيم اکنون

تصوير گرفتن نظر در با باشد. (۱ . ۳) مدل تباهيدهي دروني تعادل نقطهي يک E∗ کنيم فرض ((۱ . ۳) مدل موضعي (انشعابهاي .۲ . ۴ قضيه
داريم: ( (۵ . ۴) و (۴ . ۴) روابط و (۳ . ۴) (دستگاه آن مرکزي منيفلد برروي دستگاه

دارد. E∗ در پايداري تبادل انشعاب يک (۱ . ۳) مدل ميکند، عبور صفر از δ که وقتي آنگاه ،A١, A٢ ̸= ٠ اگر الف)
دارد. E∗ در چنگال انشعاب يک (۱ . ۳) مدل ميکند، عبور صفر از δ وقتي آنگاه A٢, B١ ̸= ٠ و A١ = ٠ اگر ب)

دارد. E∗ در زيني گره انشعاب يک (۱ . ۳) مدل ميکند عبور صفر از δ وقتي آنگاه باشند، برقرار زير روابط اگر ج)

A١ ̸= ٠, A٢
٢ − ۴A١A٣ = ٠,

K := A٣
٢B١ − A١A

٢
٢B٢ + A١A٢ (A١B٣ − ٣A٣B١) + ٢A٢

١ (A٣B٢ − A١B۴) ̸= ٠. (۶ . ۴)

به صورت W c (E∗) روي بر (۱ . ۳) مدل تصوير آنگاه باشد، دستگاه تباهدهي و دروني تعادل نقطه ي E∗ اگر که کنيم دقت نخست اثبات.
F (y, δ) تابع جزيي مشتقات روي از بهراحتي ميتوان را چنگال انشعاب و پايداري تبادل انشعاب شرايط حالت اين در است. (۳ . ۴) دستگاه
F (٠, ٠) = که کنيم دقت «ج»، قسمت اثبات براي مي کند. ثابت را قضيه «ب» و «الف» قسمت هاي اين کرد. بررسي مبدأ در
وجود V (y, δ) و U١ (δ) ،U٠ (δ) توابع مالگرنج، آمادهسازي قضيهي بنابر .Fyy (٠, ٠) = A١ ̸= ٠ ولي Fy (٠, ٠) = ٠

بهطوريکه دارند
F (y, δ) =

(
y٢ + U١ (δ) y + U٠ (δ)

)
V (y, δ) .

که ميکنيم مشاهده ،F (y, δ) در همتوان جملات ضرايب با آن مقايسهي و بالا رابطهي در V و U٠ ،U١ توابع تيلور بسط جايگذاري با

U٠ (δ) =

(
A٢

A١

)
δ٢ +

(
A٢

١B۴ − A٣A١B٢ + A٢A٣B١

A٣
١

)
δ٣ + o۴ (δ) ,

U١ (δ) =

(
A٢

A١

)
δ +

(
A٢

١B٣ − A٣A١B١ − A٢A١B٢ + A٢
٢B١

A٣
١

)
δ٢ + o٣ (δ) .

که ميگيريم نتيجه F (y, δ) = ٠ معادلهي حل از طرفي، از

y =
١
٢

(
−U١ (δ)±

√
U ٢
١ (δ)− ۴U٠ (δ)

)

=
١
٢

−U١ (δ)±

√√√√√
(
A٢

٢ − ۴A١A٣

A٢
١

)
︸ ︷︷ ︸

=٠

δ٢ +

(
٢K
A۴

١

)
δ٣ + o۴ (δ)


=

١
٢

(
−U١ (δ)±

√(
٢K
A۴

١

)
δ٣ + o۴ (δ)

)
.

نقطهي وجود عدم از (۳ . ۴) دستگاه ميکند، عبور صفر از δ که وقتي ،(۶ . ۴) رابطهي در K علامت به بسته که، ميکند تضمين اين
اثبات اين و مي شناسيم زيني گره انشعاب به عنوان را وضعيت اين ما مي دهد. وضعيت تغيير تعادل نقطه ي دو به وجود پيوسته، بهطور تعادل،

ميکند. کامل را قضيه «ج» قسمت

زمان به وابستگي ۵
هدررفت و وابستگي پاسخ، توابع همينطور و زماني دورهي هر در دريافتي آب ميزان آن در که پرداختيم وضعيتي بررسي به قبل بخشهاي در
زماني ميانگين مقادير گرفتن نظر در با آبي، منابع بر جمعيت متقابل تاثير از مدت دراز مطالعات از بسياري در حقيقت در بودند. زمان از مستقل
تغييرات تاثير بررسي به زمان، به توابع اين وابستگي گرفتن درنظر با ما بخش، اين در ميکنيم. فرض زمان از مستقل را آنها توابع، اين براي
آب ميزان آن در که بگيريم درنظر حالتي در را (۱ . ۲) مدل شروع، براي پرداخت. خواهيم آبي منابع و جمعيت متقابل تاثيرات روند بر فصلي
آب مدت دراز ميانگين دهندهي نشان b٠ اينجا در که است

(
b٠ + b١ (t, x, y)

)(
١− x/K

)
به صورت زماني دوره ي هر در دريافتي
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و وابستگي پاسخ، توابع لزوم صورت در ميتوانيم همچنين است. دريافتي آب ميزان فصلي تغييرات دهندهي نشان b١ (t, x, y) و دريافتي
مناسب متغير تغيير يک از استفاده با را (۱ . ۲) مدل ميتوانيم ديديم، پيشتر که آنچه همانند بگيريم. نظر در زمان به وابسته نيز را هدررفت

بود: خواهد زير به صورت به دست آمده، بدون بعد مدل حالت اين در کنيم. بي بُعد

u′ = (b+ β (t, u, v)) (١− u)− vP (t, u, v)−Q (t, u) , v′ = v

(
١− v

C (t, u)

)
(۱ . ۵)

پس دارند، متناهي دامنه اي زماني دورهي هر در فصلي تغييرات که آنجا از است. b١ (t, x, y) بي بُعد شده ي β (t, u, v) اينجا در که
که به طوري دارند وجود مناسبي ثابت هاي کنيم فرض مي توانيم

٠ < bmin < b+ β (t, u, v) < bmax.

داريم: u, v > ٠ براي و مي کنند صدق ۲ بخش در معرفي شده شرايط در که دارند وجود مناسبي توابع که کرد فرض ميتوان منطق همين با

٠ < Pmin (u, v) ≤ P (t, u, v) ≤ Pmax (u, v) ,

٠ ≤ Qmin (u) ≤ Q (t, u) ≤ Qmax (u) ,

٠ < Cmin (u) < C (t, u) < Cmax (u) .

ميناميم. (۱ . ۵) دستگاه به وابسته بيشينهي و کمينه معادلات به ترتيب را آن ها ما که ميرسيم زمان از مستقل دستگاه دو به زير در ترتيب، به اين

u′ = bmin (١− u)− v Pmax (u, v)−Qmax (u)︸ ︷︷ ︸
Fm(u,v)

, v′ = v

(
١− v

Cmax (u)

)
. (۲ . ۵)

u′ = bmax (١− u)− v Pmin (u, v)−Qmin (u) , v′ = v

(
١− v

Cmin (u)

)
. (۳ . ۵)

به علاوه، است. پايا مثبت بهطور و جاذب ناحيهي يک (۳ . ۵) و (۲ . ۵) ،(۱ . ۵) براي ٠ < u ≤ ١ ناحيهي که است اين بالا در مهم نکته يک
ناحيهي (يعني ناحيه اين درون به را خود مطالعهي که است منطقي لذا دارند. قرار ناحيه اين در نيز (۳ . ۵) و (۲ . ۵) دروني تعادل نقاط همه ي

کنيم. محدود ( ٠ < u < ١
γM (t) =

(
uM (t) , vm (t)

)
و γm (t) =

(
um (t) , vM (t)

)
، γ (t) =

(
u (t) , v (t)

)
کنيم فرض

خودگردان (۳ . ۵) و (۲ . ۵) که آنجا از باشند. ٠ < u < ١ ناحيهي در (۳ . ۵) و (۲ . ۵) ،(۱ . ۵) معادلات قبول قابل جواب هاي به ترتيب
که يافت γM(t) و γm(t) مدار دو مي توان همواره ناحيه، اين در p = γ(T ) مثل دلخواه نقطه ي يک گرفتن نظر در با پس هستند،

صورت اين در .p = γm(T ) = γM(T )

u′m(T ) < u′(T ) < u′M(T ), v′m(T ) < v′(T ) < v′M(T ). (۴ . ۵)

: داريم T ≤ t < T + t٠ هر براي که دارد وجود t٠ > ٠ لذا

um(t) < u(t) < uM(t), vm(t) < v(t) < vM(t). (۵ . ۵)

بين محدوده ي در موضعي به طور مدار اين مؤلفه هاي ،(۱ . ۵) از مدار يک روي بر p مثل نقطه هر گرفتن درنظر با که مي دهد نشان اين
(۵ . ۵) رابطه ي توسط محدوده اين و دارند قرار مي کنند عبور p نقطه ي از که بيشينه و کمينه دستگاه هاي مدار دو از متناظر مؤلفه هاي
کوچک، کافي به اندازه u > ٠ هر و دلخواه v > ٠ هر براي چون که ديد مي توان موضوع اين از استفاده با مي شود. مشخص
ترتيب، به همين هستند. vها محور از شدن دور حال در (۱ . ۵) دستگاه مدار هاي پس ،u′M > u′ > u′m = Fm(u, v) > bm/٢
حال در (۱ . ۵) مدار هاي پس ،٠ < v′m(٠) < v′(٠) < v′M(٠) داريم ٠ < v < Cmin(u) و ٠ < u < ١ هر براي چون

مي رساند. زير گزاره ي به را ما ،۱ . ۲ لم به همراه موضوع اين هستند. uها محور از شدن دور

و دارد قرار مختصات محورهاي از مثبت فاصلهي در که دارد وجود (u, v) صفحه اول ناحيه ي در کران دار مجموعهي زير يک .۱ . ۵ گزاره
مي شود. جذب آن به (۱ . ۵) مدار هر



۳۹-۲۵ صفحه ،۱ شماره ،۱۱ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / محمدينژاد و مطلق ربيعي ۳۶

v′M < ٠ داريم به ترتيب Cmin(u) نمودار زير در و Cmax(u) گراف بالاي در که ميدهد نشان مستقيم محاسبهي يک طرفي، از
داشته قرار Cmin(u) و Cmax(u) توابع نمودار بين ناحيه ي در بايد ۱ . ۵ گزاره ي در معرفي شده کران دار زير مجموعه ي پس .٠ < v′m و
مي توان را بالا مطالب دارد. قرار ٠ < u ≤ ١ فاصله ي در نظر مورد ناحيه ي پس u′M ≤ ٠ ،u ≥ ١ براي چون که اين دست آخر باشد.

کرد. جمع بندي زير قضيه ي در

و ٠ < u ≤ ١ به محدود ناحيه ي در کران دار زيرمجموعه ي يک به (۱ . ۵) از جواب هر قبل، در معرفي شده نمادگذاري هاي با .۲ . ۵ قضيه
مي شود. جذب Cmin(u) و Cmax(u) توابع نمودار بين

آن در که بگيريم نظر در حالتي در را (۱ . ۵) مدل مثال، براي

β (t, u, v) =
b

٢
sin t, P (t, u, v) =

αu

(β v + u)
, Q (t, u) = hu, C (t, u) = k(١+

cos t

٢
) u.

انتخاب با صورت، اين در

bmin = b/٣, bmax = ٢b, Cmin(u) = k u/٣, Cmax(u) = ٢k u,

هستند: زير در زمان از مستقل هدررفت و پاسخ توابع با همراه (۳ . ۵) و (۲ . ۵) دستگاه هاي به صورت (۱ . ۵) با متناظر بيشينهي و کمينه معادلات

Pmin(u, v) = Pmax(u, v) =
αu

β v + u
, Qmin(u) = Qmax(u) = hu.

اين دارند. هذلولوي جاذب نوع از دروني تعادل نقطهي يک فقط نظر مورد کمينهي و بيشينه دستگاههاي ،۲ . ۳ قضيه ي «الف» قسمت بنابر
با .E∗

min =
(
١/۶,

١/٣
)

و E∗
max =

(
٨/١٣,

٨/٣٩
)

با برابرند بهترتيب ،b = α = β = h = k = ١ براي تعادل، نقاط
v = ٢u و v = u/٣ خط دو بين ناحيه اي در کران دار زير مجموعه ي يک به (۱ . ۵) از مدار هر که داريم انتظار ،۲ . ۵ قضيه ي گرفتن نظر در
و E∗

min تعادل نقطه ي دو به نسبت آن ها رفتار و (۱ . ۵) مدل مدارهاي نشان دهنده ي (a)۳ شکل شود. ٠جذب ≤ u ≤ ١ به محدود و
در هستند. جاذب حدي دور يک به شدن جذب حال در (۱ . ۵) مدارهاي که مي رسد به نظر پيداست، تصوير در که همان طور مي باشد. E∗

max

دقيق تري نماي (b)۳ شکل شده اند. جاي گزين جاذب حدي دور يک ∗Eبا
max ∗Eو

min جاذب هاي که است اين منطقي حدس يک حقيقت،
مي دهد. نشان مي کند، جذب خود به را (۱ . ۵) مدارهاي که آنچه از

تعادل نقاط به نسبت زمان به وابسته دستگاه مدارهاي موقعيت و b = α = β = h = k = ١ مقادير براي (۱ . ۵) مدل مدارهاي :(a) :۳ شکل
زمان. به وابسته دستگاه مدارهاي جاذب از نزديکتر نمايي :(b) کمينه. و بيشينه دستگاههاي

بقا و پايداري بررسي نتيجهگيري، ۶
مدل در است. شکارچي گونهي بقاي و شکار جمعيت پايداري مسئلهي شکارچي، و شکار مدلهاي مطالعهي در موضوع مهمترين احتمالاً
آبي منابع به حياتي وابستگي c(t, x) تابع طريق از که است جمعيتي شکارچي، گونه ي و آبي منابع شکار، گونه ي مقاله، اين در معرفي شده
پايداري دهنده ي نشان جمعيت بقاي و است جمعيت بقاي متضمن آبي منابع در پايداري آنگاه باشد، داشته وجود اوليه جمعيت يک اگر دارد.

مي کند. پيدا اهميت بقا و پايداري اين بررسي در ،(۱ . ۲) مدل دروني تعادل نقاط نوع دليل، به همين است. آبي منابع
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تعادل نقطهي يک وجود است. به فرد منحصر دروني تعادل نقطهي يک داراي دستگاه که ميافتد اتفاق زماني ممکن حالت سادهترين
«الف» قسمت اينجا در شوند). ملاحظه مقاله، (مراجع است شده مشاهده شکارچي و شکار مدلهاي از بسياري در به فرد منحصر دروني
و آبي منابع پايداري به معني که مي کند؛ تضمين را هذلولوي جاذب نوع از به فرد منحصر تعادل نقطهي يک وجود براي شرايط ،۲ . ۳ قضيه ي
تعادل نقطه ي اين آنگاه ،(b٠ ≥ K a ،(۱ . ۲) مدل در معادل، (به طور ،b ≥ ١ اگر به علاوه، است. تعادل نقطه ي اين حول جمعيت بقاي
دارند دخالت وابستگي تابع و پاسخ تابع فقط ،۲ . ۳ قضيه ي «الف» قسمت در که، اين عجيب) (شايد جالب نکته ي است. سراسري جاذب يک
که کرد تنظيم طوري حياتي وابستگي حسب بر را پاسخ) (تابع مصرف سرانه ي مي توان هدر رفت، تابع از نظر صرف که ميدهد نشان اين و
تابع براي گرفته شده در نظر شرايط با که باشد اين موضوع اين ضمني دليل شايد برسند. تعادل وضعيت يک به نهايت در جمعيت و آبي منابع
بين تعادل يک ايجاد باعث نهايت در اين و شد خواهد نيز هدر رفت تابع مقادير شدن کم باعث به خودي خود آبي، منابع شدن کم رفت، هدر

شد. خواهد آبي منابع و جمعيت
کند. تغيير ناهذلولوي زيني به هذلولوي جاذب از دستگاه دروني تعادل نقطه ي که باشد اين اثر در مي تواند دستگاه تعادل در تغيير يک
اگر ،۶ قضيه ي در به ويژه مي کند. پيدا اهميت است، گرفته قرار محاسبه مورد ۶ قضيه ي در که ۴ . ۳ قضيه ي در a٢ ضريب صورت اين در
همانطور است. ۲ شکل توپولوژيکي ارز هم دستگاه حالت فضاي و است ناهذلولوي تعادل نقطهي E∗ آنگاه ،F ′ (u∗) ̸= ٢F (u∗)
دارند قرار منيفلد اين چپ سمت در که مدارهايي و است دستگاه تعادلي رفتار کنندهي جدا يک E∗ پايدار منيفلد ميشود، ديده شکل در که
ميکند توصيف را وضعيتي و است آبي منابع پايداري عدم اثر در جمعيت بقاي عدم نشاندهندهي وضعيت اين تعادل∗Eبرسند. به نميتوانند
(نسبت آبي منابع و جمعيت همزمان بقاي براي بنابراين ميشوند. خارج E∗ تعادل وضعيت از همزمان بهطور آبي منابع و جمعيت آن در که

باشد. داشته قرار E∗ پايدار منيفلد راست سمت در جواب شروع نقطهي که شود تنظيم طوري بايد دستگاه اوليه شرايط ،(E∗ تعادل به
ميکند تضمين ۳ . ۳ قضيهي صورت دراين دهد. وضعيت تغيير هذلولوي زين يک ∗Eبه که ميشود موجب بالا وضعيت در تغيير ادامهي
يک از E∗ تغيير حقيقت در شود). ملاحظه ،۱ شکل و ۳ . ۳ (قضيه ي کرد خواهد پيدا نيز جاذب نوع از دروني تعادل دو حداقل دستگاه که

شد. خواهد دستگاه در موضعي انشعاب يک آمدن به وجود باعث هذلولوي زين يک به هذلولوي جاذب
پارامترهاي که است اين تعادلي وضعيت يک در بقا و پايداري حفظ براي راه بهترين که مي رسيم، نتيجه اين به بالا مطالب بندي جمع از
براي راه بهترين شود، ناهذلولوي زيني يک دچار دستگاه اگر و باشد، داشته هذلولوي جاذب يک فقط دستگاه که شوند تنظيم به صورتي دستگاه
جاذب يک يا هذلولوي زين يک به را ناهذلولوي توپولوژيکي زين اين موضعي، انشعاب يک از عبور با که است اين دستگاه به بقا بازگرداندن
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Abstract: In this paper, we will introduce a mathematical model, based on prey-predator models, to study
reciprocal effects of water resources and population. First, we will construct the model and introduce the
parameters and variables of the system. Next we will study local behaviors around inner equilibrium points
and global behaviors in the admissible region of the system. Especially we will see that how changes of
the parameters might cause simultaneous permanency/impermanency of population and water resources
through local bifurcations and changes in the structure of solutions.
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