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رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
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ميتاگ-لفلر تابع بر مبتني کسري مرتبه شکار-شکارچي سيستم ديناميکي تحليل

حاجي پور مجتبي ، * مرادلو فريدون محمدي، شهناز

تبريز سهند، صنعتي دانشگاه پايه، علوم دانشکده

۱۳۹۹/۹/۲ پذيرش: تاريخ ۱۳۹۹/۱/۸ دريافت: تاريخ
سراج منصور مسئول: دبير

شده بررسي ميتاگ-لفلر تابع بر مبتني کسري مرتبه شکار-شکارچي سيستم يک ديناميکي رفتار مقاله، اين در چکيده:
نشان سپس مي کنيم. مطالعه را کسري مرتبه سيستم اين جواب کرانداري و بودن نامنفي يکتايي، وجود، ابتدا در  است.
براي کافي شرايط برخي لياپانوف، تابع از استفاده با همچنين است. مجزا تعادل نقطه دو داراي سيستم اين که مي دهيم
تأييد منطور به را عددي شبيه سازي هاي برخي نهايت، در مي شود. ارائه نقاط اين سراسري مجانبي پايداري از اطمينان

مي کنيم. ارائه تحليلي نتايج

مجانبي. پايداري ، ميتاگ-لفلر تابع کاپوتو، مشتق کسري، مرتبه شکار-شکارچي سيستم کليدي: واژه هاي

26A33; 93D05 رياضي: ردهبندي

مقدمه ۱
به نسبت غيرخطي پديده هاي توصيف براي بيشتري کارايي سيستم ها، حافظه و تاريخچه کردن ذخيره ماهيت داشتن دليل به کسري مشتقات
مدل سازي دقيق تر را آن ها بتوان کسري ديفرانسيل معادلات از استفاده با که مي شود باعث سيستم ها از بسياري ماهيت دارند. صحيح مشتقات
پديده هاي توصيف براي دارند صحيح مرتبه سيستم هاي به نسبت بيشتري پارامترهاي آن كه دليل به کسري مرتبه سيستم هاي به علاوه کرد.
سيستمي يعني مي باشند، مدت دراز حافظه داراي که سيستم هايي خاص طور به هستند. برخوردار بالاتري ديناميكي و رفتاري تنوع از فيزيکي
مدل سازي صحيح مرتبه از بهتر کسري مرتبه سيستم هاي با است، وابسته خود قبلي لحظه ي چندين در حالت مقادير به فعلي اش حالت که
و [۴] القايي دستگاه در فرکانس اثر ،[۳] حرارت انتقال فرآيندهاي برخي ،[۲] باتري ها در انتشار فرايند به مي توان مثال براي .[۱] مي شوند
استفاده با مي بايست دارد ديناميکي اش رفتار تحليل در ويژه اي اهميت که سيستم ها اين پايداري بررسي ترتيب، اين به کرد. اشاره موارد ديگر
براي α مرتبه از کاپوتو مفهوم در کلاسيک کسري مشتق شده اند. طراحي کسري مرتبه سيستم هاي مختص که شود انجام تکنيک هايي از

:[۱] مي شود تعريف زير صورت به f تابع

C
t٠D

α
t f(t) =

{
١

Γ(١−α)

∫ t

t٠

f ′(τ)
(t−τ)α

dτ, ٠ < α < ١,
d
dt
f(t), α = ١,
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اول مشتق مقادير همه به ،t نقطه در α مرتبه از f تابع کاپوتوي مشتق مي شود ملاحظه که همان طور است. گاما تابع نشان دهنده Γ که
از مختلفي تعاريف اخير دهه دو طي در است. t نقطه در تکيني داراي فوق انتگرال همچنين است. وابسته [t٠, t] بازه سرتاسر در تابع
مفهوم در جديدي کسري مشتق ،[۵] مرجع در ۲۰۱۶ سال در است. شده ارائه غيرخطي پديده هاي بهتر توصيف منظور به کسري مشتقات
ويژگي هاي برخي مي باشد. ميتاگ-لفلر تابع بر مبتني و است تکيني جمله فاقد آن انتگرالي هسته که است شده معرفي کاپوتو و ريمان-ليوويل
مشتق مفهوم در کسري مرتبه ديفرانسيل معادله يک جواب منحصربفردي و وجود ،۲۰۱۸ سال در اخيراً شده است. ارائه [۶] در مشتقات اين

.[۷] است شده ارائه نيز معادله اين حل براي مناسب عددي روش يک و است شده بررسي ميتاگ-لفلر تابع بر مبتني کاپوتوي
براي است. گرفته قرار مطالعه مورد ميتاگ-لفلر تابع بر مبتني کاپوتو مشتق مفهوم در کسري شکار-شکارچي سيستم يک حاضر، درمقاله
نيز تعادلش نقاط پايداري سپس و مي شود بررسي کسري سيستم اين جواب کرانداري و بودن نامنفي منحصربفردي، وجود، ابتدا منظور اين
حل از حاصل عددي نتايج همچنين، مي شود. فراهم تحليلي نتايج تاييد منظور به عددي شبيه سازي هاي برخي درنهايت، مي گردد. مطالعه

شده اند. مقايسه جديد کسري مشتق و کلاسيک کاپوتوي مشتق مفهوم در نظر مورد ديناميکي سيستم

ميتاگ-لفلر تابع بر مبتني کسري مرتبه شکار-شکارچي سيستم ۲
و مي شوند مشخص زيستشان محيط با و يکديگر با گونه ها (تعامل) برهم کنش وسيله به مي شوند، مطرح زيست شناسي در که سيستم هايي
فضايي مقياس نظر از تر گسترده محدوده هاي در است ممکن تعاملاتي چنين مي باشند. جامعه ها جمعيت ساختار و توزيع توصيف کننده معمولاً
سيستم هاي دليل، همين به است. شکار مي گذارد، اثر گونه ها تمامي کيفي رفتار بر که تعاملات انواع مهمترين از يکي گيرد. شکل زماني و
شکار- ديناميکي سيستم يک در شکار پناه مطالعه است. گرفته قرار زيست شناسي علم به مربوط مطالعات همه توجه مرکز در شکار-شکارچي
شکار-شکارچي ديناميکي سيستم اکنون، است. شده شناخته نظري زيست شناسي و کاربردي رياضيات در مهم مسئله يک عنوان به شکارچي

مي کنيم فرمول بندي زير صورت به را ميتاگ-لفلر تابع بر مبتني کسري مرتبه شکار پناه با }همراه
ABC

t٠ D
α
t x(t) = rx(١ − x

k
)− aφ(x)y,

ABC
t٠
Dα

t y(t) = caφ(x)y − dy,
(۱ . ۲)

x(t٠) = x٠, y(t٠) = y٠, (۲ . ۲)

مي باشند. t زمان در شکارچي و شکار جمعيت تراکم نشان دهنده ترتيب به y (t) و x (t) اوليه، زمان t٠ ⩾ ٠ ،٠ < α ⩽ ١ آن در که
ضريب نشان دهنده e شکار، جمعيت به شکارچي طرف از حمله ميزان c ، محيط حمل ظرفيت k طبيعي، رشد ميزان نشان دهنده r پارامترهاي
آهنگ بيان گر r

(
١ − x

k

)
عبارت سيستم اين در است. شکار جمعيت مير و مرگ ميزان d و شکار هر براي شده متولد تازه شکارچيان تبديل

α مرتبه از ميتاگ-لفلر تابع بر مبتني کاپوتو کسري مشتق بيان گر ABC
t٠ D

α
t f(t) نماد همچنين دارد. بستگي x به که است سالانه تولد

[۷ ،۶] مي شود تعريف زير صورت به که است f تابع براي

ABC
t٠ D

α
t f(t) =

B(α)

١ − α

∫ t

t٠

Eα(−α
(t− τ)α

١ − α
)f ′(τ)dτ, (۳ . ۲)

Eα(t) =
∑∞

k=٠
tk

Γ(αk+١) تابع و B (٠) = B (١) = ١ ،B(α) > ٠ که است عادي مقدار حقيقي تابع B (α) آن در که
و φ (٠) = ٠ به طوري که است مقدار حقيقي تابعي φ هستند، مثبت c و d, a, k, r پارامترهاي تمامي است. ميتاگ-لفلر تابع به موسوم

.φ′ (x) > ٠
پيشنهاد ديگر گونه هاي توسط گونه يک شکار براي را لوتکا-والترا به موسوم شکار-شکارچي مدل ساده ترين و اولين والترا ۱۹۲۶ سال در
ديناميکي رفتار و معرفي لوتکا-والترا مدل از مختلف انواع آن از پس .[۸] دهد توضيح را خانه رود يک ماهي هاي جمعيت نوسانات بتواند تا کرد
بررسي [۱۱ ،۱۰] در شکار پناه با همراه صحيح مرتبه شکار - شکارچي ديناميکي سيستم يک ديناميکي رفتار اخيراً .[۹] است شده بررسي آن ها
مرتبه شکار -شکارچي ديناميکي سيستم يک تعادل نقاط سراسري مجانبي پايداري همچنين و جواب ها يکتايي و وجود [۱۳ ،۱۲] در است. شده
قرار ارزيابي مورد شکار - شکارچي مدل بر مبتني ديناميکي سيستم هاي برخي ديناميکي رفتار [۱۵ ،۱۴] در همچنين است. شده بررسي کسري

است. گرفته
مي پردازيم. (۱ . ۲) غيرخطي سيستم جواب کرانداري و بودن نامنفي يکتايي، وجود، بررسي به بخش اين در

دهيم قرار و باشد مثبت حقيقي عدد يک M اگر جواب) يکتايي و (وجود .۱ . ۲ قضيه

Ω :=
{
(x, y) ∈ R٢ : max {|x|, |φ(x)| , |y|} ⩽ M

}
.

منحصربفرد جواب داراي (xt٠ , φ(xt٠), yt٠) ∈ Ω هر براي (۱ . ۲)-(۲ . ۲) کسري مرتبه شکار-شکارچي ديناميکي سيستم آن گاه
مي باشد. (x (t) , φ (xt) , y (t)) ∈ Ω
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که بگيريد نظر در گونه اي به را H (X) = (H١ (X) , H٢ (X)) تابع ،X = (x, φ (x) , y) ∈ Ω کنيد فرض اثبات.

H١ (X) = rx
(

١ − x

k

)
− aφ (x) y, H٢ (X) = caφ (x) y − dy.

داريم X, X̄ ∈ Ω براي صورت اين H(X)−H(X̄)∥∥در
∥∥ =

∣∣H١(X)−H١(X̄)
∣∣+ ∣∣H٢(X)−H٢(X̄)

∣∣
=

∣∣∣rx(١ − x

k
)− aφ(x)y − rx̄(١ − x̄

k
) + aφ(x̄)ȳ

∣∣∣
+ |caφ(x)y − dy − caφ(x̄)ȳ + dȳ|

=
∣∣∣r(x− x̄)− r

k
(x٢ − x̄٢)− a(φ(x)y − φ(x̄)ȳ)

∣∣∣
+ |ca (φ(x)y − φ(x̄)ȳ)− d(y − ȳ)|

⩽
∣∣∣∣r − ٢rM

k

∣∣∣∣ |x− x̄|+ (٢Ma(١ + c) + d) |y − ȳ| ⩽ L
∥∥X − X̄

∥∥ ,
مرجع از ۱ قضيه طبق لذا مي کند. صدق ليپ شيتز شرط در H(X) بنابراين .L = max

{
r(١ − ٢M

k
), aM(١ + c) + d

}
که

مي باشد منحصربفرد جواب يک داراي (۱ . ۲)-(۲ . ۲) در شده داده کسري مرتبه سيستم ،[۶]

بگيريد. نظر در را زير لم دو ابتدا کسري، مرتبه شکار-شکارچي ديناميکي سيستم جواب کرانداري و بودن نامنفي اثبات براي

رابطه و باشد پيوسته [t٠,∞) روي u(t) تابع کنيد فرض .۲ . ۲ }لم
ABC

t٠ D
α
t u(t) ⩽ −λu(t) + µ,

u(t٠) = ut٠ ,
(۴ . ۲)

آن گاه .λ ̸= ٠ و (λ, µ) ∈ R٢ ،٠ < α < ١ که باشد برقرار

u(t) ⩽ −
(ut٠ − µ

λ
)B(α)

B(α)− λ+ λα
Eα

(
− λα

B(α)− λ+ λα
(t− t٠)

α
)
+

µ

λ
, t ≥ t٠.

مي شود بازنويسي زير صورت به (۴ . ۲) سيستم آن گاه .U(t) = u(t)− µ
λ

مي دهيم قرار اثبات.

ABC
t٠
Dα

t U(t) ⩽ −λU(t), U(t٠) = ut٠ −
µ

λ
.

کند صدق زير سيستم در که دارد وجود چنان m(t) نامنفي تابع بنابراين

ABC
t٠ D

α
t U(t) = −λU(t)−m(t), U(t٠) = ut٠ −

µ

λ
. (۵ . ۲)

نمود بيان زير صورت به مي توان را (۵ . ۲) سيستم جواب ،[۶] از ۲ قضيه طبق حال

U(t) = bθB(α)Eα

(
− λαθ(t− t٠)

α
)
− (١ − α)θ

∫ t

t٠

(t− s)β−١Eα,β

(
− λαθ(t− s)α

)
m(s)ds

− α

bB(α)

∫ t

t٠

(t− s)α−١Eα,α

(
− λαθ(t− s)α

)
m(s)ds.

بگيريد نظر در را زير کسري اوليه مقدار مسأله اکنون .θ = ١
B(α)−λ+λα

و b = (ut٠ − µ
λ
) }که

ABC
t٠
Dα

t V (t) = −λV (t),
V (t٠) = U(t٠),

(۶ . ۲)
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از: عبارتست (۶ . ۲) سيستم جواب ، [۶] از ۲ قضيه طبق باشد. اوليه زمان t٠ ≥ ٠ و λ ̸= ٠ و λ ∈ R ،٠ < α < ١ که

V (t) = bθB(α)Eα

(
− λαθ(t− t٠)

α
)
, t ⩾ t٠. (۷ . ۲)

داريم: (۷ . ۲) و (۶ . ۲) طبق

U(t)− V (t) = −(١ − α)θ

∫ t

t٠

(t− s)β−١Eα,β(−λαθ(t− s)α)m(s)ds

− α

bB(α)

∫ t

t٠

(t− s)α−١Eα,α(−λαθ(t− s)α)m(s)ds.

نوشت مي توان است، نامنفي تابعي m(t) چون و Eα,β > ٠ و Eα,α > ٠ داريم ٠ < α, β < ١ هر براي که آنجا از

U(t) ⩽ V (t) = −bθB(α)Eα(−λαθ(t− t٠)
α), t ⩾ t٠.

مي شود. حاصل نظر مورد نتيجه U(t) = u(t)− µ
λ

اينکه به توجه با لذا

داريم: t ⩾ t٠ هر براي و ٠ < α < ١ براي آن گاه .x∗ ∈ R+ و باشد مشتق پذير و مثبت تابعي x(t) کنيد فرض .۳ . ۲ لم

ABC
t٠ D

α
t

(
x(t)− x∗ − x∗ ln

x(t)

x∗

)
⩽ (١ − x∗

x(t)
) ABC

t٠ D
α
t x(t).

داريم کاپوتو کسري مشتق خطي بودن خاصيت از استفاده با اثبات.

ABC
t٠ D

α
t x(t)−ABC

t٠ Dα
t x

∗ − x∗ ABC
t٠ D

α
t (ln

x(t)

x∗ ) ⩽ x(t)− x∗

x(t)
ABC

t٠ D
α
t x(t),

:[۶] داريم است، صفر با برابر ثابت تابع کاپوتوي مشتق اينکه به توجه با حال

x(t)ABC
t٠ D

α
t x(t)− x(t)x∗ ABC

t٠ D
α
t (ln

x(t)

x∗ ) ⩽ (x(t)− x∗)ABC
t٠ D

α
t x(t),

داريم: بالا نامساوي بازنويسي با

ABC
t٠
Dα

t x(t)− x(t) ABC
t٠
Dα

t (ln
x(t)

x∗ ) ⩽ ٠. (۸ . ۲)

نوشت زير به صورت مي توان را (۸ . ۲) رابطه کاپوتو مشتق تعريف از استفاده ∫با t

t٠

x(τ)− x(t)

x(τ)
ẋ(τ)Eα(−α

(t− τ)α

١ − α
)dτ ⩽ ٠, (۹ . ۲)

مي شود بازنويسي زير به صورت (۹ . ۲) نامساوي ẇ(τ) = ẋ(τ)
x(t)

که w(τ) = x(τ)−x(t)
x(t)

متغير تغيير از استفاده با ∫و t

t٠

x(t)

(
١ − ١

w(τ) + ١

)
ẇ(τ)Eα(−α

(t− τ)α

١ − α
)dτ ⩽ ٠.

داريم: جزء به جزء انتگرالگيري از استفاده با

−x(t)
(
w(t٠)− ln(w(t٠) + ١)

)
Eα(−

α

١ − α
(t− t٠)

α)

−
∫ t

t٠

x(t)
(
w(τ)− ln(w(τ) + ١)

)
Eα(− α

١−α
(t− t٠)

α)

(t− τ)α
dτ ⩽ ٠.

مي شود. ثابت حکم لذا
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است. کراندار و نامنفي جواب داراي (۲ . ۲)-(۱ . ۲) کسري مرتبه شکار-شکارچي سيستم نامنفي، اوليه شرط هر ازاي به .۴ . ۲ قضيه

کنيد فرض خلف برهان با .x(t) ⩾ ٠ داريم ،t ⩾ t٠ براي يعني هستند. نامنفي (۱ . ۲) معادله از x(t) جواب مي دهيم نشان ابتدا اثبات.
که دارد وجود t١ > tکه٠ t١ ثابت بنابراين نباشد، نامنفي تابع که

∀t, t٠ ⩽ t < t١, x(t) > ٠, x(t١) = ٠, x(t+١ ) < ٠.

باشيم داشته مي بايست لذا . ABC
t٠ D

α
t١
x(t١)

∣∣
x(t١)=٠ = ٠ که مي شود نتيجه (۱ . ۲) سيستم اول معادله از استفاده با بنابراين

که کرد ثابت مي توان مشابه، طور به .x(t) ≥ ٠ داريم ،t ≥ t٠ هر براي پس دارد. تناقض خلف فرض با که ،x(t+١ ) = ٠
منظور اين براي است. يکنواخت کراندار برداري تابع يک (۱ . ۲) سيستم جواب داد نشان بايد حال .y(t) ≥ ٠ داريم t ⩾ t٠ تمام براي

داريم: لذا بگيريد، نظر در را V (t) = x(t) + ١
c
y(t) تابع

ABC
t٠ Dα

t V (t) + d V (t) =
(

ABC
t٠ D

α
t x(t) +

١
c

ABC
t٠ D

α
t y(t)

)
+ d V (t)

=
(
rx(١ − x

k
)− aφ(x)y +

١
c
(ycaφ(x)− yd)

)
+ dx+

d

c
y

= rx(١ − x

k
)− aφ(x)y + aφ(x)y − d

c
y + dx+

d

c
y

= rx(١ − x

k
) + dx = rx− r

k
x٢ + dx = (r + d)x− r

k
x٢

= − r

k
(x− k(r + d)

٢r
)٢ +

k(r + d)٢

۴r
≤ k(r + d)٢

۴r
.

داريم: ۲ . ۲ لم طبق

V (t) ≤ bB(α)

d(B(α)− λ+ λα)
Eα(−d(t− t٠)

α) +
k(r + d)٢

۴rd
t→∞→ k(r + d)٢

۴rd
.

که مي باشند، Γ به متعلق (۱ . ۲) سيستم جواب هاي تمام بنابراين

Γ =

{
(x, φ(x), y) ∈ Ω+

∣∣∣∣x+
y

c
≤ k(r + d)٢

۴rd
+ ε, ε > ٠

}
.

ميتاگ-لفلر تابع بر مبتني کسري شکار-شکارچي سيستم پايداري بررسي ۳
مفهوم ابتدا لذا مي پردازيم. (۲ . ۲)-(۱ . ۲) کسري مرتبه شکار - شکارچي سيستم تعادل نقاط پايداري و ديناميکي رفتار بررسي به بخش اين در

.[۱۶] مي شود معرفي پايداري اش و تعادل نقطه يک

بگيريد نظر در را زير کسري مرتبه سيستم .۱ . ۳ }تعريف
ABC

t٠ D
α
t٠u(t) = f(u), t > t٠

u(t٠) = ut٠ ,
(۱ . ۳)

را تعادل نقطه ي اين به علاوه . f(u∗) = ٠ هرگاه گويند کسري مرتبه سيستم تعادل نقطه را u∗ نقطه

که u(t) جواب هر براي که باشد موجود قسمي به δ > ٠ حقيقي عدد ε > ٠ هر براي اگر گويند پايدار •

∥u(t٠)− u∗∥ < δ, ∥u̇(t٠)∥ < δ,

.∥u(t)− u∗∥ < ε باشيم داشته t > t٠ هر و
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. lim
t→∞

u(t) = u∗ و باشد پايدار هرگاه است سراسري مجانبي پايدار •

نباشد. پايدار هرگاه است ناپايدار •
يعني نقطه اين در f(u) تابع ژاکوبين ماتريس ويژه مقادير به تعادل نقطه ي يک پايداري که است شده داده نشان [۱۶] از ۲ قضيه در

است. وابسته ∂f(u)
∂u

∣∣∣
u=u∗

مي آيد به دست زير معادلات دستگاه حل از (۲ . ۲)-(۱ . ۲) کسري سيستم تعادل نقاط ۱ . ۳ تعريف طبق حال

rx(١ − x

k
)− aφ(x)y = ٠, y ca φ(x)− dy = ٠.

از: عبارتند (۱ . ۲) سيستم تعادل نقاط درنتيجه

E٠ = (٠, ٠), E١ = (k, ٠), E٢ = (x∗, y∗).

در گويند. همزيستي تعادل نقطه را E٢ تعادل نقطه است. y∗ = c
d

(
rφ−١( d

ca
)(١ − φ−١( d

ca
)

k
)
)

و x∗ = φ−١( d
ca
) آن در که

است. شده بررسي E١ تعادل نقطه سراسري پايداري زير قضيه

مجانبي پايدار (۱ . ۲) کسري مرتبه شکار-شکارچي سيستم از E١(k, ٠) تعادل نقطه صورت اين در .φ(x)
x

⩽ d
ack

کنيد فرض .۲ . ۳ قضيه
است. سراسري

مي شود تعريف زير صورت به که بگيريد نظر در را V (x, y) لياپانونف تابع اثبات.

V (x, y) = (x− k − k ln
x

k
) +

١
c
y.

داريم: ۳ . ۲ لم طبق و (۱ . ۲) سيستم جواب با همراه V (x, y) تابع α مرتبه مشتق محاسبه با

ABC
t٠ D

α
t V (x, y) ⩽ x− k

x
ABC

t٠ D
α
t x(t) +

١
c

ABC
t٠ D

α
t y(t)

= r(x− k)(١ − x

k
)− (x− k)

a

x
φ(x)y + aφ(x)y − d

c
y

= (x− k)
[
r(١ − x

k
)− a

x
φ(x)y

]
+ aφ(x)y − d

c
y

= − r

k
(x− k)٢ + ak

φ(x)

x
y − d

c
y ≤ − r

k
(x− k)٢.

حالتي در است. سراسري مجانبي پايدار E١ تعادل نقطه نتيجه در ABC
t٠ D

α
t V (x, y) ⩽ آن گاه٠ ، ackφ(x) ⩽ d x اگر بنابراين

داريم: (۱ . ۲) سيستم اول معادله در جايگذاري با لذا .x = −k داريم وضوح به ABC
t٠ D

α
t V (x, y) = ٠ که

ABC
t٠ D

α
t x(t) =

ABC
t٠ D

α
t k = ٠ = −aφ(x)y.

داريم E١ = (k, ٠) درنقطه تنها بنابراين .x = k, y = ٠ آن گاه ،ackφ(x) ⩽ d x اگر پس .y = ٠ نتيجه در
ABC

t٠ D
α
t V (x, t) = ٠.

اگر اما است سراسري مجانبي پايدار E١ تعادل نقطه آن گاه ،φ(x)
x

∈ [٠, d
cak

) يعني ،φ(x)
x

⩽ d
ack

اگر ۲ . ۳ قضيه طبق .۳ . ۳ ملاحظه
داريم: E١ تعادل نقطه در (۱ . ۲) سيستم ژاکوبي ماتريس طبق حقيقت در است، ناپايدار E١(k, ٠) تعادل نقطه آن گاه ،φ(x)

x
∈ [ d

cak
, ١)

J(E١) =

[
−r aφ(k)

٠ caφ(k)− d

]
,

٠داريم < α < ١ براي که درنتيجه .λ٢ = caφ(k)− d و λ١ = −r از، است عبارت J(E١) ژاکوبي ماتريس ويژه مقادير لذا
تعادل نقطه پس ،|arg(λ٢)| = ٠ < απ

٢ داريم ٠ < α < ١ همه ي براي آن گاه φ(x)
x

> d
ack

اگر .|arg(λ١)| = π > απ
٢

است. ناپايدار (۱ . ۲) سيستم از E١(k, ٠) شکار-شکارچي
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است. سراسري مجانبي پايدار (۱ . ۲) سيستم از E٢(x
∗, y∗) همزيستي تعادل نقطه آن گاه باشد، φ(x)

x
> d

ack
که کنيد فرض .۴ . ۳ قضيه

لذا است، (۱ . ۲) سيستم براي همزيستي تعادل نقطه يک (x∗, y∗) چون اثبات.

rx∗(١ − x∗

k
)− aφ(x∗)y∗ = ٠, caφ(x∗)y∗ − µy∗ = ٠. (۲ . ۳)

بگيريد نظر در زير صورت به را V (x, y) لياپانوف تابع E٢ تعادل نقطه در سيستم مجانبي پايداري دادن نشان براي حال

V (x, y) = (x− x∗ − x∗ ln
x

x∗ ) +
١
c
(y − y∗ − y∗ ln

y

y∗
).

فرض و ۳ . ۲ لم طبق و (۱ . ۲) سيستم از V (x, y) تابع α مرتبه ي از (۳ . ۲) ميتاگ-لفلر تابع بر مبتني کاپوتوي کسري مشتقات محاسبه با
داريم قضيه

ABC
t٠
Dα

t V (x, y) ⩽ x− x∗

x
ABC

t٠
Dα

t x(t) +
١
c

y − y∗

y
ABC

t٠
Dα

t y(t)

= (x− x∗)

[
r(١ − x

k
)− a

φ(x)

x
y

]
+ (y − y∗)

[
aφ(x)− d

c

]
= −(x− x∗)

[ r
k
(x− k) +

a

x
φ(x)y

]
+

d

ck
(y − y∗)(x− x∗)

= (x− x∗)

[
− r

k
(x− x∗)− d

ck
(y − y∗)

]
+

d

ck
(x− x∗)(y − y∗)

= − r

k
(x− x∗)٢.

اول معادله از آن گاه ،ABC
t٠ D

α
t V (x, y) = ٠ اگر .ABC

t٠ D
α
t V (x, y) ≤ ٠ داريم (x, y) مثبت جواب هاي تمامي براي نتيجه، در

مجموعه ABC
t٠
Dα

t V (x, y) = ٠ آن در که پايايي مجموعه ي تنها بنابراين .(x, y) = (x∗, y∗) گرفت نتيجه مي توان (۱ . ۲) سيستم
است. سراسري مجانبي پايدار E٢(x

∗, y∗) همزيستي تعادل نقطه ackφ(x) > dx اگر لذا مي باشد. {E٢} بفرد منحصر

کسري مرتبه شکار - شکارچي سيستم عددي حل براي پيشگو-اصلاحگر روش يک از عددي شبيه سازي هاي ارائه منظور به .۵ . ۳ ملاحظه
به [٠, T ] بازه روي را ميتاگ-لفلر تابع بر مبتني کسري ديفرانسيل معادلات سيستم يک کلي حالت در است. شده استفاده (۲ . ۲)-(۱ . ۲)
کنيد فرض همچنين . i = ٠, ١, . . . , N و h = T

N+١ که ti = ih کنيد فرض بگيريد. نظر در (۴ . ۲) اوليه مقدار مسئله فرم
روش از استفاده با ui تقريبي مقدار ،i = ٠, ١, . . . , N که i هر براي صورت اين در باشد. u(ti)تقريبي مقدار نشان دهنده ui

مي شود محاسبه زير }پيشگو-اصلاحگر
up
i+١ = u٠ +

hα

B(α)Γ(α)

∑i
j=٠ b̂

(α)
i+١,jf(uj),

ui+١ = u٠ +
αhα

B(α)Γ(α+٢)

(
â
(α)
i+١,i+١f(u

p
i+١) +

∑i
j=٠ a

(α)
i+١,jf(uj)

)
,

آن در که

â
(α)
i+١,i+١ = ١ +

(١ − α)Γ(α + ٢)
αhα

, b̂
(α)
i+١,j =

{
a
(α)
i+١,j , j = ٠, . . . , i− ١,

١ + (١−α)Γ(α)
hα , j = i.

.

است. شده بررسي [۶] در پيشگو-اصلاحگر روش اين پايداري و همگرايي

عددي شبيه سازي ۴
اين از استفاده با است. شده بررسي ميتاگ-لفلر تابع بر مبتني کسري مرتبه شکار-شکارچي سيستم عددي شبيه سازي هاي بخش، اين در
زيست ديدگاه از که شکار پناه رفتار به علاوه داد. خواهيم نشان سيستم اين تعادل نقاط پايداري بر را جديد کسري مشتق تاثير شبيه سازي  ها
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شکار-شکارچي سيستم شبيه سازي  در استفاده مورد پارامترهاي مقادير :۱ جدول

α m a d c k r حالت
٠٫ ٩٨ ٠٫ ٩۶ ١ ٠٫ ۴ ٠٫ ٢ ۴٠ ١٫ ٢ ۱
٠٫ ٩٨ ٠٫ ١ ١ ٠٫ ۴ ٠٫ ٢ ۴٠ ١٫ ٢ ۲
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جدول۱. از ۱ حالت در شده داده پارامترهاي با مختلف اوليه شرايط براي شکار- شکارچي تعادل نقطه پايداري . :۱ شکل
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. جدول۱ از ۲ حالت در شده داده پارامترهاي مقادير و مختلف اوليه شرايط با همراه E٢ همزيستي تعادل نقطه مجانبي پايداري :۲ شکل

ثابت پارامترهاي مقادير عددي، شبيه سازي هاي براي کرد. خواهيم مطالعه شبيه سازي ها اين از استفاده با را دارد ويژه اي اهميت شناسي
سيستم حالت اين در است. شده انتخاب φ (x) = (١ −m) x صورت به φ تابع همچنين و شده اند انتخاب ۱ جدول از (۱ . ۲) سيستم
مي دهد؛ قرار شکارچي اختيار در را شکار (١ − m)x تعداد همچنين و m ∈ [٠, ١) آن در که مي کند محافظت شکار mx تعداد از
قضيه شرايط که شده اند انتخاب گونه اي به پارامترها مقادير ،۱ جدول از ۱ حالت در است. m نرخ با شکار پناه يک داراي مدل ديگر به عبارتي
تعادل نقطه که است شده داده نشان قضيه اين در .φ(x)

x
= ١ − m = ٠٫ ٠۴ < d

cak
= ٠٫ ٠۵ يعني است شده برآورده ۲ . ۳

دستگاه عددي نتايج ،E١ درنقطه سيستم مجانبي پايدار رفتار تأييد منظور به است. سراسري مجانبي پايدار E١(۴٠, ٠) شکار-شکارچي
۱ شکل در ،k٠ = ١, ٢, ٣ که ، (x٠, y٠) = (۴٠ + ١٠k٠, ١٠ + ١٠k٠) اوليه شرايط با همراه (۱ . ۲) کسري ديفرانسيل معادلات
متفاوت اوليه هاي شرايط با t ⩾ ١٠ زمان هاي براي سيستم حالت متغيرهاي مي شود ملاحظه ۱(ب) شکل در که همان طور است. شده رسم
انتخاب گونه اي به پارامترها مقادير ،۱ جدول از ۲ حالت در است. مجانبي پايدار سيستم که مي دهد نشان ۱(آ) شکل همچنين مي شوند. ميرا
نيز (۱ . ۲) سيستم براي E٢٫)٢ ٢٢٢٢, ١٫ ٢۵٩٣) همزيستي تعادل نقاط قضيه اين طبق شود. برآورده ۴ . ۳ قضيه شرايط که است ه شد
،k٠ = ١, ٢, ٣ که ،(x٠, y٠) = (٢٫ ٢ + ٠٫ ۴k٠, ١) اوليه شرايط با همراه ۲ شکل در عددي نتايج است. سراسري مجانبي پايدار
۲(آ) (شکل است E٢ تعادل نقطه براي سيستم مجانبي پايداري نشان دهنده عددي نتايج مي شود ملاحظه همان طور است. شده داده نشان
جدول از ۲ حالت در شده داده پارامتر مقادير از استفاده با سيستم جمعيت تراکم بر را کسري مشتق مرتبه تاثير ،۳ شکل در نماييد). ملاحظه را
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. جدول۱ جدول از ۲ حالت در شده داده پارامترهاي مقادير و مختلف اوليه شرايط با همراه E٢ همزيستي تعادل نقطه مجانبي پايداري :۳ شکل

0 0.25 0.5 0.75 1m
0

10

20

30

y

0 0.5 0.5 0.75 1
m

0

10

20

30

40

x

y شکار جمعيت (ب) xشکار جمعيت (آ)

.۱ جدول از ۲ حالت در شده داده پارامتر مقادير و اوليه مقدار با (۱ . ۲) سيستم در شکار پناهگاه نرخ اثر :۴ شکل

مشتق که مي دهد نشان شکل اين است. شده داده نشان α = ٠٫ ۴ و α = ٠٫ ۶ و α = ٠٫ ٨ با و (٢٫ ٢, ١) اوليه شرط با همراه ۱
سرعت که است شده داده نشان ۳ شکل در مي گذارد. تاثير (۱ . ۲) سيستم جواب هاي همگرايي سرعت بر که است مهمي عامل کسري مرتبه
که است معني اين به و است α = ٠٫ ٢ از تر سريع α = ٠٫ ٣ همگرايي سرعت و α = ٠٫ ٣ از تر سريع α = ٠٫ ٩٨ براي همگرايي
است شده بيان سيستم اين توصيف در که همان طور مي شود. تر سريع α کسري مرتبه افزايش با (۱ . ۲) سيستم جواب هاي همگرايي سرعت
شده داده پارامترهاي از استفاده با عددي شبيه سازي هاي شکار، پناه تاثير بررسي منظور به است. شکار پناه تاثير نسبت نشان دهنده m پارامتر
x∗ حالت متغير که مي دهد نشان ۴ شکل چپ سمت است. شده داده نشان ۴ شکل در ٠ ⩽ m < ١ مقادير براي ۱ جدول از ۲ حالت در
مي باشد. نزولي اکيداً [٠٫ ٩۶, ١) بازه در و صعودي اکيداً [٠, ٠٫ ٩۶] بازه در y∗ متغير درحالي که است m به نسبت صعودي اکيداً تابع يک
حداکثر m = ٠٫ ٩٨ در y∗ متغير براي و مي کند اختيار را ۴٠ مقدار حداکثر x∗ متغير m = ٠٫ ٩۶ براي که مي دهد نشان شکل اين
مي رود. انقراض به رو شکارچي جمعيت باشد m = ٠٫ ٩۶ شکار پناه ميزان هرگاه که مي دهد نشان ۴ شکل راست سمت دارد. را ٣٠ مقدار

نتيجه گيري ۵
مي تواند است، حافظه داراي اساساً که کسري حساب مي کند. ايفا غيرخطي ديناميکي سيستم هاي مطالعه و تحليل در مهمي نقش حافظه تأثير
بهتر توصيف منظور به کند. توصيف را بشري و طبيعي سيستم هاي و بررسي صحيح حساب به نسبت بيشتري دقت با را مختلف پديده هاي
تعاريف ميان در کنند. معرفي غيرعادي و غيرخطي هسته با را جديدي کسري حساب داشتند سعي دانشمندان از بسياري واقعي، دنياي ديناميک
براي و مي شود استفاده گرايانه واقع سيستم هاي از بعضي براي که است شده پيشنهاد ميتاگ-لفلر هسته با جديد مدل کسري حساب گوناگون
کسري مشتق مجانبي رفتار از آن مجانبي رفتار به علاوه است؛ ناموضعي و نامنفرد پيشنهادي، هسته است. مناسب تر طبيعي پديده هاي توصيف
نتايج شکل ها اين در است. شده داده نشان ۶ و ۵ شکل هاي در ترتيب به y و x حالت متغيرها عددي شبيه سازي  است. متفاوت کلاسيک
α = ١ صحيح مشتق و کلاسيک کاپوتوي کسري مشتق و ميتاگ-لفلر تابع بر مبتني کسري مشتق با شکار-شکارچي سيستم براي عددي
مشتق با سيستم ديناميکي رفتار مي شود نزديک ١ عدد به α کسري مرتبه هرگاه مي دهند نشان شکل ها اين که همان طور شده اند. مقايسه
به علاوه است. يکسان اول) مرتبه (معمولي صحيح مشتق با همراه سيستم ديناميکي رفتار با همچنين و کلاسيک کسري مشتق و جديد کسري

است. کمتر صحيح و کلاسيک مشتق به نسبت جديد کسري مشتق بر مبتني سيستم جواب نوسانات اندازه



۶۰-۴۹ صفحه ،۱ شماره ،۱۱ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / همکاران و محمدي شهناز ۵۸

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

t

0

5

10

15

20

25

30

35

x
(t
)

7

7

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

t

0

5

10

15

20

25

30

35

x
(t
)

0.68  مشتق کاپوتویى کلاسیک مرتبه

مشتق کاپوتویى AB  مرتبه

مشتق معمولى مرتبه اول
0.68

α = ٠٫ ٧٨ (ب) α = ٠٫ ۶٨ (آ)

0 10 20 30 40 50 60 70 80

0

5

10

15

20

25

30

35

x
(t
)

0

9

9

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

t

0

5

10

15

20

25

30

35

x
(t
)

8

8

α = ٠٫ ٩٨ (ت) α = ٠٫ ٨٨ (پ)

تابع بر مبتني کاپوتوي مشتق و کلاسيک کاپوتوي مشتق صحيح، مشتق با همراه کسري شکار-شکارچي سيستم براي x(t) جواب هاي مقايسه :۵ شکل
.α = ٠٫ ۶٨, ٠٫ ٧٨, ٠٫ ٨٨, ٠٫ ٩٨ وقتي که ميتاگ-لفلر

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

t

0

5

10

15

20

25

30

35

y(
t)

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

t

0

5

10

15

20

25

30

35

y(
t)

α = ٠٫ ٧٨ (ب) α = ٠٫ ۶٨ (آ)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0

5

10

15

20

25

30

35

y(
t)

0

9

9

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

0

5

10

15

20

25

30

35

α = ٠٫ ٩٨ (ت) α = ٠٫ ٨٨ (پ)

تابع بر مبتني کاپوتوي مشتق و کلاسيک کاپوتوي مشتق صحيح، مشتق با همراه کسري شکار-شکارچي سيستم براي y(t) جواب هاي مقايسه :۶ شکل
.α = ٠٫ ۶٨, ٠٫ ٧٨, ٠٫ ٨٨, ٠٫ ٩٨ وقتي که ميتاگ-لفلر



۵۹ ميتاگ-لفلر تابع بر مبتني کسري مرتبه شکار-شکارچي سيستم ديناميکي تحليل

منابع فهرست
[1] I. Podlubny, Fractional differential equations: an introduction to fractional derivatives, in: fractional

differential equations, to methods of their solution and some of their applications, Academic Press,
New York, 1999 .

[2] J. Sabatier, M. Aoun, A. Oustaloup, G. Gregoire, F. Ragot, P. Roy, Fractional system identification for
lead acid battery state of charge estimation, Signal processing 86 (2006) 2645–2657.

[3] J. D. Gabano, T. Poinot, Fractional modelling and identification of thermal systems, Signal Processing
91 (2011) 531–541.

[4] D. Baleanu, Fractional calculus: models and numerical methods, World Scientific, 2012.

[5] A. Atangana, D. Baleanu, New fractional derivatives with nonlocal and non-singular kernel: theory
and application to heat transfer model, Thermal Science 20 (2016) 763–769.

[6] D. Baleanu , A. Fernandez, On some new properties of fractional derivatives with Mittag-Leffler ker-
nel, Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation 59 (2018) 444–462.

[7] D. Baleanu, A. Jajarmi, M. Hajipour, On the nonlinear dynamical systems within the generalized
fractional derivatives with Mittag–Leffler kernel, Nonlinear Dynamics 94 (2018) 397–414.

[8] V. Volterra, Variazioni e fluttuazioni del numero d’individui in specie animali conviventi, Mem. Acad.
Lincei Roma. 2 (1926) 31–113.

[9] J. D. Murray, Mathematical Biology, Spring-Verlag, New York, Berlin, 1993.

[10] J. P. Tripathi , S. Abbas, M. Thakur, Dynamical analysis of a prey–predator model with Beddington–
DeAngelis type function response incorporating a prey refuge, Nonlinear Dynamics 80 (2015) 177–96.

[11] Y. Huang , F. Chen, L. Zhong, Stability analysis of a prey-predator model with Holling type III
response function incorporating a prey refuge, Applied Mathematics and Computation 182 (2006)
672–83.

[12] E. Ahmed, A. M. El-Sayed H. A. El-Saka. Equilibrium points, stability and numerical solutions of
fractional-order predator-prey and rabies models, Journal of Mathematical Analysis and Applications
325 (2007) 542–553.

[13] H. L. Li, L. Zhang, C. Hu, Y. L. Jiang Z. Teng, Dynamical analysis of a fractional-order predator-prey
model incorporating a prey refuge, Journal of Applied Mathematics and Computing 54 (2016) 435–49.

[14] A. A. Elsadany, A. E. Matouk, Dynamical behaviors of fractional-order Lotka-Volterra predator-prey
model and its discretization, Journal of Applied Mathematics and Computing 49 (2015) 269–83.

[15] F. A. Rihan, S. Lakshmanan A. H Hashish, Rakkiyappan R. Ahmed E., Fractional-order delayed
predator-prey systems with Holling type-II functional response, Nonlinear Dynamics 80 (2015) 777–
89.

[16] B. K. Lenka, S. Banerjee, Sufficient conditions for asymptotic stability and stabilization of au-
tonomous fractional order systems, Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation
56 (2018) 365–79.



۶۰-۴۹ صفحه ،۱ شماره ،۱۱ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / همکاران و محمدي شهناز ۶۰

Dynamic analysis of the fractional predator-prey system based on
the Mitag-Leffler function
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Abstract: In this paper, the dynamic behavior of a fractional-order predator-prey system based on the
Mittag-Leffler function is investigated. First, we study the existence, uniqueness, non-negativity, and
boundedness for the solution of this fractional-order system. Then, we show that this system has two
different equilibrium points. Some sufficient conditions to ensure the global asymmetric stability of these
points are also proposed by using the Lyapunov function. Finally, we present some numerical simulations
to confirm the analytical results.
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