
۲۲۵۱-۸۰۸۸ چاپي: شاپا
DOI: 10.22055/jamm.2021.34670.1848

رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
۱۰۸-۹۷ ص ،۱ شماره ،۱۱ دوره ،۱۴۰۰ سال

با کسري ديفرانسيل انتگرو معادلات شامل اوليه و مرزي مقدار مسايل بررسي
تکيني هسته هاي
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ايران شيراز، آپادانا، عالي آموزش موسسه صنايع، مهندسي گروه (١)

ايران تبريز، بايجان، آذر مدني شهيد دانشگاه پايه، علوم دانشکده رياضي، گروه (٢)

ايران تبريز، بايجان، آذر مدني شهيد دانشگاه پايه، علوم دانشکده رياضي، گروه (٣)

۱۳۹۹/۱۱/۲۱ پذيرش: تاريخ ۱۳۹۹/۱۱/۲۶ دريافت: تاريخ
نيا رشيدي جليل مسئول: دبير

بررسی مورد است، کسري غيرعادي ديفرانسيل انتگرو معادلات شامل که مرزي و اوليه مقدار مسايل مقاله اين در چکيده:
که انتگرالی معادلات است. کپوتو کسري مشتق است، شده گرفته درنظر مقاله اين در که کسري مشتق مي گيرد. قرار
مي تواند تکيني اين که تکيني اند هسته هاي شامل يا و تکيني اند هرگونه بدون يا مي گيرند قرار بررسي مورد مقاله اين در
انتگرالي معادلات از نوع اين منظم سازي و تکيني رفع مطالعه و بررسي به مقاله اين در به علاوه باشد. قوي يا ضعيف
نظر از مسايل اين در که بوده اوليه و مرزي مقدار مسايل قالب در داده شده انتگرالي معادلات هم چنين مي شود. پرداخته
شده ارائه مثال ها بعضي روش، کارايي و صحت براي پايان در مي گيرند. قرار بحث مورد مرزي شرايط چگونگي و تعداد

است.

ضعيف. تکيني تکيني، کسري، ديفرانسيل انتگرو معادله کليدي: واژه هاي

26A33; 34A08 رياضي: ردهبندي

مقدمه ۱
انتگرالي، معادلات مي توان مثال، به عنوان مي آيد، به وجود اساسي و بنيادي معادلات در واقعي دنياي مسئله هاي از رياضي مدل سازي به طورکلي
کلاسيک انتگرال-ديفرانسيل معادلات مطالعه . کرد اشاره موارد ساير و جزئي و معمولي ديفرانسيل معادلات انتگرال-ديفرانسيل، معادلات
بيش تر . [۲۲ ،۲۰–۱۸] است بوده زيادي تحولات شاهد اخير دهه هاي در عددي و نظري زمينه در مطالعات و تحقيقات دارد. طولاني سابقه
مدل هاي ، [۴] ويسکوالاستيسيته خاصيت در که است ديفرانسيل انتگرال- معادلات شامل فيزيکي پديده هاي از رياضي فرمول بندي هاي
زمينه هاي در چاپ شده مقالات در جستجو با اخير دهه چند در مي آيند. به وجود کيهان شناسي فيزيک و [۵] بيولوژيک ، [۱۳] ريسک مديريت
مشتقات با ديفرانسيل معادلات کسري، مرتبه از ديفرانسيل انتگرال- معادلات کسري، حسابان موضوعات با بيش و کم مهندسي، و رياضي علوم
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هم و نظري زمينه در هم کتاب ها و مقالات اين . [۳] کرده ايم برخورد کسري حساب در موضوعات نوع اين از مشابهي مفاهيمي و کسري
را کسري انتگرال و مشتق نويسندگان از برخي داده اند. تخصيص خود به را پژوهش ها از توجهي قابل سهم و دارند وجود کاربردي زمينه در
اين بيانگر موارد اين همه برسانند. اثبات به را خود ادعاي کرده اند سعي و کردند معرفي کلاسيک موضوعات و مفاهيم از تعميمي به عنوان
و ديفرانسيل حساب اخير سال هاي در است. برخوردار خوبي جايگاه از مهندسي حتي و رياضي فيزيک رياضي، علوم در موضوعات اين که است
از انتگرال و ديفرانسيل حساب نقايص کردن برطرف باعث که است کرده کسب زيادي پيشرفت کاربردي و نظري زمينه هاي در کسري انتگرال
غير انتشار نظرية پرمنفذ، مواد سيال جريان بررسي به مي توان کسري انتگرال و ديفرانسيل حساب کاربردهاي از است. شده صحيح عدد مرتبه
رسانايي ميزان و مالي نظريه سيگنال، پردازش مشابه، ساختار در اجسام حرکت مکانيک چسبناک، و کشدار مواد در صوتي موج انتشار عادي،
ريمان-ليو کسري مشتق آن ها مهم ترين از تا دو که دارند مختلف تعريف چندين کسري مشتقات کرد. اشاره زيستي دستگاه هاي در الکتريکي
که صورت اين به دارد وجود کپوتو کسري مشتق و ريمان-ليوويل کسري مشتق بين نزديکي رابطه ي است. کاپوتو کسري مشتق و ويل
مشتقات با کسري ديفرانسيل معادلات در کرد. تبديل کپوتو کسري مشتق به تابع فرضيات برخي تحت را ريمان-ليوويل کسري مشتق مي توان
کسري مشتق تعريف در که است دليل آن به اين مي شوند. تعريف کپوتو مشتقات از استفاده با معمول به طور کسري زماني مشتقات جزئي،
حالي در ندارد روشني زياد فيزيکي معاني که است نياز زمان مبدأ در ليوويل ريمان کسري مشتق حدي مقادير با اوليه شرايط به -ليوويل ريمان

است. صحيح مرتبه ي از ديفرانسيل معادلات براي اوليه شرايط همانند کاپوتو کسري مشتق مورد در اوليه شرايط که
مي توانند را سيالات مکانيک و پزشکی مهندسي زلزله، مهندسي مانند مهندسی علوم مسايل از بسياري کسري، ديفرانسيل انتگرو معادلات
دوم ، [۱۷ ،۸] آن ها منظم سازي و تکيني ها رفع جهت از اول بگيرند، قرار توجه مورد ديدگاه سه از مي توانند معادلات اين کنند. مدل سازي
مثال براي . [۱۰] علوم و مهندسي مختلف مسايل مدل سازي لحاظ از سوم و [۲۱ ،۱۵ ،۱۴ ،۹] آن ها حل براي تقريبي و تحليلي روش هايي
به [۱۲] ‡ موليکين و لئونارد و پرداخته اند غيرخطی مزدوج مرزي مقدار مسايل در منفرد انتگرال معادلات کاربرد مطالعه به [۲] † رگان و چو
انتگرو معادلات هسته هاي در موجود تکيني هاي رفع ابتدا مقاله اين در ما هدف پرداخته اند. سيالات ديناميک در منفرد انتگرال معادلات کاربرد
به آن ها منظم سازي و تکيني ها رفع از بعد که است عادي ديفرانسيل انتگرو معادلات به آن ها تبديل سپس و کسري غيرعادي ديفرانسيل

. [۱۶ ،۱] بگيرند قرار بررسي مورد موجود تقريبي و تحليلي روش هاي با مي توانند که درمي آيند عادي انتگرال معادلات صورت

پيش نيازها و تعاريف ۲

مي کنيم. معرفي را آن ها ويژگي هاي از بعضي و کپوتو کسري مشتق ، ريمان-ليوويل کسري مشتق و انتگرال تعاريف قسمت اين در

مرتبه از راست و چپ ريمان-ليوويل انتگرال از منظور اين صورت در باشد. f ∈ AC ([a, b]) و ٠ < α < ١ کنيم فرض .۱ . ۲ تعريف
:[۶] از عبارت اند ترتيب به α

(Iαa+f) (x) =
١

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−١f(t)dt, x > a, α ∈ C,

(Iαb−f) (x) =
١

Γ(α)

∫ b

x

(t− x)α−١f(t)dt, x < b, α ∈ C.
(۱ . ۲)

:[۱۱] داريم اين صورت در باشد، f ∈ L١[a, b] و α, β > ٠ کنيم فرض کسري). انتگرال عملگرهاي جابه جايي (خاصيت ۲ . ۲ تعريف

Iαa+I
β
a+f = Iβa+I

α
a+f.

ريمان-ليوويل کسري مشتقات اين صورت در باشد. m = [α] + ١ و α ≥ ٠ کنيم فرض ريمان-ليوويل). کسري (مشتقات ۳ . ۲ تعريف
: [۱۱] مي شوند تعريف زير به صورت به ترتيب راست و چپ

(Dα
a+f) (x) :=

(
d

dx

)m (
Im−α
a,+ f

)
(x)

=
١

Γ(m− α)

(
d

dx

)m ∫ x

a

(x− t)m−α−١f(t)dt, x > a, (۲ . ۲)
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(Dα
b−f) (x) :=

(
− d

dx

)m (
Im−α
b,− f

)
(x)

=
١

Γ(m− α)

(
− d

dx

)m ∫ b

x

(t− x)m−α−١f(t)dt, x < b.

مي شود: محاسبه زير به صورت α مرتبه از راست و چپ ريمان-ليوويل مشتق ، α ∈ C و ٠ < α < ١ وقتي همچنين

(Dα
a+f) (x) := D

(
I١−α
a+ f

)
(x) =

١
Γ(١− α)

d

dx

∫ x

a

(x− t)−αf(t)dt, x > a,

(Dα
b−f) (x) := −D

(
I١−α
b− f

)
(x) =

١
Γ(١− α)

(
− d

dx

)∫ b

x

(t− x)−αf(t)dt, x < b.

به ترتيب راست و چپ کپوتو مشتقات اين صورت در باشد. f ∈ ACm ([a, b])و m = [α] + ١ ، α ≥ ٠ کنيم فرض .۴ . ۲ تعريف
:[۱۱] مي شوند تعريف زير صورت به

Dα
a+f(x) :=

(
Im−α
a+ Dmf

)
(x)

=
١

Γ(m− α)

∫ x

a

(x− t)m−α−١f (m)(t)dt,

Dα
b−f(x) := (−١)m

(
Im−α
b− Dmf

)
(x)

=
(−١)m

Γ(m− α)

∫ b

x

(t− x)m−α−١f (m)(t)dt,

داريم: آن گاه باشد، f(x) ∈ AC[a, b] و ٠ < α < ١ اگر خاص حالت در

(Dα
a+f) (x) =

١
Γ(١− α)

∫ x

a

(x− t)−αf ′(t)dt :=
(
I١−α
a+ Df

)
(x),

و

(Dα
b−f) (x) = − ١

Γ(١− α)

∫ b

x

(t− x)−αf ′(t)dt := −
(
I١−α
b− Df

)
(x).

: [۱۱] داريم کپوتو کسري مشتق براي

Dαxm =

{
٠, m < ⌈α⌉,

Γ(m+١)
Γ(m+١−α)

xm−α, m ≥ ⌈α⌉. (۳ . ۲)

صورت به آن ها بين رابطه آن گاه شود، علامت گذاري Dα
a+ توسط کپوتو کسري مشتق و Iαa+ توسط ريمان-ليوويل کسري انتگرال اگر

:[۱۸] مي شود بيان زير

Iα (Dαg) = g(x)−
⌈α⌉∑
j=٠

xj

j!
g(j) (٠) , (۴ . ۲)

.g : [a, b] → R که

انتگرالي معادلات در تکيني ها دسته بندي ۳
به صورت دوم نوع از فردهلم انتگرال معادله يک

y (x) =

∫ b

a

k (x, t) y(t)

|x− t|α
dt, (۱ . ۳)

داريم: (۱ . ۳) رابطه به توجه با است. [a, b]× [a, b] در پيوسته تابع يک k (x, t) آن در که ، [۸] مي شود معرفي



۱۰۸-۹۷ صفحه ،۱ شماره ،۱۱ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / همکاران و درخشان ۱۰۰

است، ضعيف انتگرال معادله تکيني دراين صورت باشد، α ∈ (٠, ١) اگر .۱

است، قوي انتگرال معادله تکيني دراين صورت باشد، α > ١ اگر .۲

است، کوشي انتگرال معادله آن گاه باشد، α = ١ اگر .۳

است. پيوسته تابع يک انتگرال، هسته و است تکيني گونه هر بدون انتگرال معادله دراين صورت باشد، α < ٠ اگر .۴

اگر و قوي انتگرال معادله تکيني آن گاه ،α > m اگر ضعيف، انتگرال معادله تکيني آن گاه باشد، α ∈ (٠,m), m ∈ N اگر بنابراين،
است. موجود کوشي معناي به انتگرال آن گاه باشد، α = m

ولترا غيرعادي کسري ديفرانسيل انتگرو معادله ۴
به صورت است، هسته در تکيني شامل که را ولترا کسري ديفرانسيل انتگرو معادله

Dαy (x) =

∫ x

a

k١ (x, ξ)

|x− ξ|β
y (ξ) dξ, ٠ < α < ١, x ∈ (a, b) , ٠ < x < b, (۱ . ۴)

بازه در پيوسته تابع يک k١ (x, ξ) و انتگرالی عبارت تکيني مرتبه β ، α مرتبه از کپوتو کسري مشتق Dα آن در که مي گيريم، درنظر
داريم: پس مي کنيم، انتگرال گيري (۱ . ۴) معادله از (۴ . ۲) رابطه از استفاده با است. [a, b]× [a, b]

y(x) = φ(x) +

∫ x

a

(x− ξ)α−١

(α− ١)!
dη

∫ η

a

k١(η, ξ)

(η − ξ)β
dξ. (۲ . ۴)

داريم: (۲ . ۴) معادله در انتگرالگيري تعويض با

y (x) = φ (x) +
١

(α− ١)!

∫ x

a

y (ξ) dξ

∫ x

ξ

k١ (η, ξ)

|x− ξ|١−α |η − ξ|β
, (۳ . ۴)

تکيني مي توان اکنون بود. خواهد چندجمله اي به صورت که است Dαy (x) = ٠ کسري انتگرال معادله همگن قسمت جواب φ (x) که
(۱ . ۴) عادي غير کسري ديفرانسيل انتگرال معادله بنابراين نمود. ضعيف يا و رفع (۳ . ۴) معادله در k١ (η, ξ) هسته بودن معلوم به توجه با را
است. شده ظاهر راست طرف در کسري مشتق علامت بدون مجهول تابع چون مي شود، (۳ . ۴) عادي (غيرکسري) انتگرال معادله يک به تبديل

است. y(x) مجهول تابع و معلوم هسته با معمولي انتگرال معادله يک صرفا (۳ . ۴) معادله

مرتبه α که اختياري هاي β و α با ولترا کسري ديفرانسيل انتگرو معادله که حالتي در آن کردن ضعيف يا تکيني رفع براي اول: تعميم
مي کنيم: عمل زير به صورت ، است تکيني مرتبه β و کسري ∫مشتق x

a

k١ (x, ξ)

(x− ξ)α
dξ

∫ ξ

a

k٢ (ξ, η)

(ξ − η)β
y (η) dη =

∫ x

a

y (η) dη

∫ x

η

k١ (x, ξ) k٢ (ξ, η)

(x− ξ)α(ξ − η)β
dξ, (۴ . ۴)

دوم انتگرال در و x = ξ در اول انتگرال در تکيني هستند، [a, b] بازه در پيوسته تابع هاي k٢ (ξ, η) و k١ (x, ξ) درآن که
مي کنيم: استفاده زير متغير تغيير از تکيني رفع براي بنابراين است. ξ = η

t =
ξ − η

x− η
, ξ = (x− η) t+ η. (۵ . ۴)

داريم: ∫بنابراين x

a

k١ (x, ξ)

(x− ξ)α
dξ

∫ ξ

a

k٢ (ξ, η)

(ξ − η)β
y (η) dη =

∫ x

a

y (η) dη

∫ ١

٠

k١(x, ξ)k٢ (ξ, η)

(x− η)α+β−١)١− t)αtβ
dt.

(۶ . ۴)
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انتگرال براي ولي مي شود نوشته دوم انتگرال از بيرون ثابت، عنوان به بوده t از مستقل (x− η)α+β−١ عبارت اين که به توجه با
داريم: پس مي کند، ايجاد تکيني ∫بيروني x

a

k١ (x, ξ)

(x− ξ)α
dξ

∫ ξ

a

k٢ (ξ, η)

(ξ − η)β
y (η) dη =

∫ x

a

y (η) dη

(x− η)α+β−١dη

∫ ١

٠

k١(x, ξ)k٢ (ξ, η)

(١− t)αtβ
dt.

(۷ . ۴)

داريم: را زير قضيه بالا مطالب جمع بندي با

داريم: (۱ . ۳) انتگرال معادله براي .۱ . ۴ قضيه

است، ضعيف انتگرال تکيني آن گاه باشد، α + β − ١ ∈ (١, ٢) معادل به طور يا α + β − ١ ∈ (٠, ١) اگر .۱

است، قوي انتگرال تکيني آن گاه ، α + β − ١ > ١ اگر .۲

است، موجود کوشي معناي به انتگرال آن گاه ، α + β − ١ = ١ اگر .۳

است. پيوسته تابع يک انتگرال هسته و است تکيني هرگونه بدون انتگرال معادله آن گاه ، α + β − ١ = ٠ اگر .۴

راست): طرف در جمله دو (شامل باشد داشته نيز اين از پيچيده تر فرم مي تواند (۱ . ۳) معادله دوم: تعميم

Dαy + cy (x) =

∫ x

١

k١ (x, ξ)

x− ξ
y (ξ) dξ, α ⩽̸ ٠, x ∈ (١, ٢). (۸ . ۴)

اين براي کرد. تبديل ضعيف تکيني انتگراليبا معادله يک به را آن مي توان (۱ . ۳) معادله براي (۲ . ۴) معادله مانند مشابه روش يک با
داريم: (۸ . ۴) رابطه طرفين از α مرتبه از کسري انتگرالگيري با منظور

y(x) = φ(x) +

∫ x

١

(x− η)α−١

(α− ١)!
dη

∫ η

١

k١ (x, ξ)

x− ξ
y (ξ) dξ

− c

∫ x

١

(x− η)α−١

(α− ١)!
y (ξ) dξ, (۹ . ۴)

داريم: (۹ . ۴) معادله در انتگرال ترتيب تعويض با که

y (x) = φ (x) +

∫ x

١

(x− η)α−١

(α− ١)!
[c+

∫ η

ξ

k١ (η, ξ)

η − ξ
dη]y (ξ) dξ. (۱۰ . ۴)

١
(x−η)α−١ به صورت شود منتقل مخرج به عبارت وقتي و (x− η)α−١ زيرا است، تکيني بدون يگانه انتگرال جمله که شود توجه
ندارد. وجود قوي تکيني انتگرالي، معادله اين هسته در بنابراين مي شود، ضعيف تکيني و مي شود کم واحد α اندازه به که مي آيد، در

درنظرگرفت: زير صورت به مي توان است، شده داده (۸ . ۴) معادله در که را کسري ديفرانسيل انتگرال معادله کلي تر صورت سوم: تعميم

y(
٣
٢) (x) + ay(١) (x) + by(

١
٢) (x) + cy (x)

=

∫ x

١

k١ (x, ξ)

|x− ξ|
y (ξ) dξ, x ∈ (a, b), a > ٠, (۱۱ . ۴)

کلي صورت آخر بخش در مي شود. کم ١
٢ اندازه به مشتق پايين مراتب و معادله کسري مشتق مرتبه بالاترين α = ٣

٢ آن در که
کرد. خواهيم بررسي را معادله اين n مرتبه
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ولترا کسري ديفرانسيل انتگرو معادله شامل اوليه مقدار مسئله ۵
(۱ . ۳) معادله مثال اولين براي مي کنيم. مطالعه شوند، داده کسري ديفرانسيل انتگرو معادلات با مي توانند که را اوليه مقدار مسايل بخش اين در
در و مي شود کم α = ١

٢ اندازه به جملات مرتبه که شود گرفته نظر در سوم مرتبه معادله يک به عنوان α = ٣
٢ نظرگرفتن در با مي تواند

cy (x) و by(
١
٢) (x) ، y(١) (x) پايين تر مراتب جملات از وقتي که شود توجه داد. اوليه شرط تا سه فوق معادله براي مي توان نتيجه

کسري انتگرالگيري در تکيني فقط و داشت نخواهد وجود اين ها در تکيني گرديد بيان بالا در که به دليلي مي گيريم، ٣
٢ مرتبه از کسري انتگرال

به شکل عمومي جواب مي تواند که است Dαy (x) = ٠ ،(۱ . ۳) معادله نظير همگن معادله آمد. خواهد به وجود −١
٢ مرتبه از اول جمله در

باشد: داشته زير

φ (x) = c١
x

−١
١−)٢

٢

)
!
+ c٢

x٠

٠!
+ c٣

x
١
١)٢

٢

)
!
. (۱ . ۵)

شود: داده زير به صورت اوليه شرط سه با مي تواند فوق معادله، c٣ و c٢ ،c١ اختياري ثابت هاي شدن ظاهر به توجه با

y (x٠) = α٠,

y
١
٢ (x٠) = α٠, (۲ . ۵)
y′ (x٠) = α٠.

صورت به n مرتبه از عادي ديفرانسيل معادلات عمومي جواب تذکر:

y(n) (x) = ٠,
y (x) = c١ + c٢x+ c٣x

٢ + . . .+ cnx
n−١, (۳ . ۵)

مي شود. محاسبه
مي رويم. پيش و مي کنيم شروع منفي علامت با α گام طول با x توان هاي از (۱ . ۵) طبق نيز اينجا در بيان شده، تذکر به توجه با
صفر cnx

n−١ جمله nام، مشتق در بالاخره و مي شود صفر دوم جمله دوم، مشتق در و مي شود صفر اول جمله مشتق بار، هر در
بود: خواهد برقرار زير محاسبات (۱ . ۴) معادله همگن قسمت (۳ . ۵) عمومي جواب مورد در بنابراين مي شود،

D
١
٢

[
c١

x− ١
٢(

−١
٢

)
!

]
= ٠,

D
٢
٢

[
c٢
x٠

٠!

]
= ٠,

D
٣
٢

[
c٣

x
١
١)٢

٢

)
!

]
= ٠, (۴ . ۵)

مثال براي . مي آيد به دست است، ٠ < ⌈β⌉ < α آن در که (۳ . ۲) فرمول از (۴ . ۵) رابطه نتايج که

D
١
٢

[
x− ١

٢(
−١

٢

)
!

]
=

x−١

(−١) !
=

١
x (−١) !

= ٠,

D١
[

x٠

(٠) !

]
=

x−١

(−١) !
=

١
x (−١) !

= ٠, (۵ . ۵)

D
٣
٢

[
x

١
١)٢

٢

)
!

]
=

x−١

(−١) !
=

١
x (−١) !

= ٠. (۶ . ۵)

مي شوند. صفر (۵ . ۵) رابطه جملات است، صفر غير x و (−١)! = ∞ چون



۱۰۳ تکيني هسته هاي با کسري ديفرانسيل انتگرو معادلات شامل اوليه و مرزي مقدار مسايل بررسي

دوم نوع فردهلم عادي غير کسري ديفرانسيل انتگرو معادله ۶
: [۷] مي کنيم بررسي دارد، فردهلم غيرعادي انتگرال آن راست طرف در که α مرتبه از کسري ديفرانسيل انتگرو معادله بخش اين در

Dαy (x) =

∫ b

a

k (x, ξ)

|x− ξ|
y (ξ) dξ, α ∈ (٠, ١), x, ξ ∈ (a, b), ٠ < a < b. (۱ . ۶)

داشت: خواهيم α مرتبه از کسري انتگرال گيري با شد مطرح قبل بخش در چنان چه

y (x) = φ (x) +

∫ x

a

(x− η)α−١

(α− ١)!
dη

∫ b

a

k (η, ξ)

|η − ξ|
y (ξ) dξ, (۲ . ۶)

به اکنون است. معادله ناهمگن قسمت جواب است، انتگرال شکل به که دوم جمله و است کسري معادله همگن قسمت جواب φ (x) که
مي پردازيم: (۲ . ۶) معادله فردهلم انتگرال قسمت تکيني رفع

y (x) = φ (x) +

∫ b

a

y (ξ) dξ

∫ x

a

k (η, ξ)

η − ξ

(x− η)α−١

(α− ١)!
dη

= φ (x) +

∫ x

a

y (ξ) dξ

∫ x

a

k (η, ξ)

η − ξ

(x− η)α−١

(α− ١)!
dη (۳ . ۶)

+

∫ b

x

y (ξ) dξ

∫ x

a

k (η, ξ)

η − ξ

(x− η)α−١

(α− ١)!
dη.

به توجه با . نوشتيم [a, x] و [x, b] بازه هاي در انتگرال دو مجموع صورت به را است [a, b] بازه در که بيروني انتگرال (۳ . ۶) معادله در
انتگرالي معادله در بنابراين شود. صفر ندارد امکان η− ξ عبارت تفاضل اين رو، از مي کند، تغيير b تا x از ξ و x تا a از η ξکه و η تغييرات

داشت. خواهد وجود کوشي معناي به آن انتگرال که دارد وجود تکيني اول انتگرالي عبارت در ولي داشت نخواهيم تکيني دوم جمله (۳ . ۶)

دوم نوع فردهلم کسري ديفرانسيل انتگرو معادله شامل مرزي مقدار مسئله ۱ . ۶
شرط شبيه مي تواند باشيم، داشته موضعي مرزي شرط يک اگر شود، گرفته نظر در غيرموضعي و موضعي مرزي شرايط با مي تواند (۱ . ۶) معادله
φ (x) ضابطه α گام طول انتخاب با را معادله مرتبه مي توانيم مساله مرزي شرايط تعداد به توجه با گيرد. قرار بررسي مورد ۶ بخش در اوليه
ضابطه شود داده غيرموضعي مرزي شرط يک اگر مثال عنوان به باشيم. داشته را نظر مورد مرزي شرايط اعمال امکان که کنيم تعيين را

بود: خواهد زير به صورت φ١ (x)

φ١ (x) = c
x−١+α

(−١+ α)!
, (۴ . ۶)

بود: خواهد زير به صورت φ٢ (x) شود، داده مرزي شرط دو با اگر و

φ٢ (x) = c١
x−١+α

٢(
−١+ α

٢

)
!
+ c٢

x−١+α

(−١+ α)!
, (۵ . ۶)

بود: خواهد زير به صورت φ٣ (x) شود، داده مرزي شرط سه اگر و

φ٣ (x) = c١
x−١+α

٢

(−١+ α
٢ )!

+ c٢
x−١+ ٢α

٣

(−١+ ٢α
٣ )!

+ c٣
x−١+ ٣α

٣

(−١+ ٣α
٣ )!

. (۶ . ۶)

داد: نشان مي توان

Dα

(
c١

x−١+α

(−١+ α)!

)
= c

x−١+α−α

(−١)!
=

١
x (−١)!

= ٠. (۷ . ۶)
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داشت: خواهيم را زير نتايج مشابه به طور

D
α
٢

(
c١

x−١+α
٢(

−١+ α
٢

)
!

)
= c١

x−١+α
٢ −

α
٢

(−١)!
=

١
x (−١)!

=
١
x

١
(−١)!

= ٠

Dα

(
c٢

x−١+α

(−١+ α)!

)
= c٢

x−١+α−α

(−١)!
=

١
x (−١)!

= ٠. (۸ . ۶)

فردهلم و ولترا جملات شامل عادي غير کسري ديفرانسيل انتگرو معادله ۷
مي پردازيم: است، فردهلم جمله و ولترا جمله شامل که کسري ديفرانسيل انتگرو معادله بررسي به بخش اين در

Dαy (x)=

∫ x

a

k١ (x,ξ)

x−ξ
dξ+

∫ b

a

k٢ (x,ξ)

x−ξ
dξ (۱ . ۷)

٠ < α < ١, x, ξ ∈ (a, b)

قسمت جواب کرد. تبديل تکيني بدون انتگرال معادله يک به را (۱ . ۷) معادله α مرتبه از کسري انتگرال گيري با مي توان ۶ و ۵ بخش مشابه
صورت به مي توانيم را (۱ . ۷) معادله کلي تر فرم بود. خواهد α گام طول انتخاب و مرزي شرايط تعداد به مربوط بحث همان φ (x) همگن

بگيريم: نظر در زير کسري ديفرانسيل معادله

D(٢α)y (x) + Ay(α) (x) +By (x) =

∫ x

a

k١ (x,ξ)

x−ξ
dξ+

∫ b

a

k٢ (x,ξ)

x−ξ
dξ. (۲ . ۷)

α
٢ با را α مي توان يا درنظرگرفت آن براي موضعي غير مرزي شرط تا دو و کرد فرض دوم مرتبه را معادله مي توان α گام طول انتخاب با

درنظرگرفت. غيرموضعي مرزي شرط تا چهار فوق معادله براي و کرد جايگزيني

کلي شکل به را (۲ . ۷) انتگرالي معادله مي توان چهارم: تعميم

y(nα) (x) + a١y
((n−١)α) (x) + . . .+ an−١y

(α) (x) + any (x)

=

∫ x

a

k١ (x,ξ)

x−ξ
dξ+

∫ b

a

k٢ (x,ξ)

x−ξ
dξ, (۳ . ۷)

بود: خواهد زير به صورت φ (x) همگن معادله عمومي جواب و گرفت نظر در مرزي شرط n با فردهلم يا ولترا عبارت شامل

φ (x) = c١
x−١+α

n(
−١+ α

n

)
!
+ c٢

x−١+ ٢α
n(

−١+ ٢α
n

)
!
+ . . .+ cn

x−١+nα
n(

−١+ nα
n

)
!
. (۴ . ۷)

مرزي شرط يک با مرزي مقدار مسئله اکنون .Dαφ (x) = ٠ که داد نشان مي توان قبل حالت هاي مشابه محاسبات به توجه با
است. غيرعادي انتگرال ولتراي عبارت شامل کسري معادله که مي گيريم نظر در زير صورت به }غيرموضعي

Dαy (x) =
∫ x

a
k(x,ξ)
x−ξ

y (ξ) dξ,

γ١y١ (a) + γ٢y٢ (a) = γ.
(۵ . ۷)

است آمده در تکيني بدون انتگرال معادله به صورت انتگرال گيري ترتيب تعويض از بعد که انتگرال معادله در را y(b) و y(a) مقادير
مي نويسيم: زير انتگرالي معادله به صورت را بالا معادله ابتدا يعني مي دهيم، قرار مرزي شرط در و مي کنيم حساب

y (x) = φ (x) +

∫ x

a

y (ξ) dξ

∫ x

ξ

k(η, ξ)

η − ξ
y (η) dη, (۶ . ۷)



۱۰۵ تکيني هسته هاي با کسري ديفرانسيل انتگرو معادلات شامل اوليه و مرزي مقدار مسايل بررسي

جواب به عنوان φ (x) = x−١+α

(−١+α)!
و است تکيني قسمت از بيرون معادله مجهول و است شده عوض انتگرال گيري ترتيب که

داريم: مساله مرزي شرط از Dαyاست. (x) = ٠ همگن معادله عمومي

γ١

[
c

a−١+aα

(−١+ aα)!
+ ٠
]
+ γ٢

[
c

b−١+aα

(−١+ aα)!

+

∫ b

a

(b− η)α−١

(−١+ α)!
dη +

∫ b

a

k(η, ξ)

η − ξ
y (ξ) dξ = γ, (۷ . ۷)

مي آيد: بدست زير رابطه از c مقدار که

c =
γ − γ٢

∫ b

a
(b−η)α−١

(−١+α)!
dη +

∫ b

a
k(η,ξ)
η−ξ

y (ξ) dξ

γ١

[
c a−١+aα

(−١+aα)!

]
+ γ٢

[
c b−١+aα

(−١+aα)!

] , (۸ . ۷)

روش از مي توانيم که مي رسيم عادي انتگرال معادله يک به انتگرالي عبارت هاي کردن ساده و بالا رابطه در c مقدار دادن قرار با
شرايط در y(b) و y(a) مقادير قراردادن با ، باشيم داشته موضعي غير مرزي شرط دو اگر کنيم. محاسبه را y (x) متوالي تقريبات

داشت. خواهيم c٢ و c١ به نسبت مجهولي دو معادله دو دستگاه يک مرزي

مي کنيم: ضعيف زير صورت به را تکيني زير فردهلم عادي غير انتگرال براي کلي حالت در پنجم: ∫تعميم b

a

k (x, t) dt

∫ b

a

k (t, τ) y (τ) dτ =

∫ b

a

y (τ) dτ

∫ b

a

k (τ, t) k (x, t) dt, (۹ . ۷)

داريم: اکنون .|k (x, t)| ≤ c هم چنين و k (x, t) = k١(x,t)
|x−t|α ، k (t, τ) = k١(t,τ)

|t−τ |α آن در ∫∣∣∣∣که b

a

k (x, t) k (t, τ) dt| ≤ c٢
∫ b

a

dt

|x− t|α |t− τ |α
, α ∈ (٠, ١), (۱۰ . ۷)

داريم: ξ = x−t
x−τ

متغير تغيير با

ξ(x− τ) = x− t,

−dt = (x− τ)dξ, (۱۱ . ۷)
t− τ = (x− τ)(١− ξ),

داريم: نتيجه در ∫و b

a

dt

|x− t|α |t− τ |α
=

∫ b

a

|x− τ | dξ
|x− τ |α |ξ|α |x− τ |α |١− ξ|α

. (۱۲ . ۷)

که ٢α− ١ < ٠ باشيم داشته بايد آن بردن بين از براي که دارد تکيني x = τ در (۱۲ . ۷) انتگرال نتيجه ∫در b

a

dt

|x− t|α |t− τ |α
=

١
|x− τ |٢α−١

∫ b

a

dξ

|ξ|α |ξ|α
. (۱۳ . ۷)

و α ∈ (٠, ١٢) نتيجه در و ضعيف اند تکيني ها اين که دارد تکيني ظاهرا ξ = ١ و ξ = ٠ در (۱۲ . ۷) داخلي انتگرال که شود توجه
nα−(n−١) < ٠ رابطه به متوالي تقريبات روش nبار تکرار با مي توان αباشد ∈ (٠, n) که حالتي در مي شود. ضعيف تکيني

مي دهد. نشان را تکرار مرتبه n =
[ ١
١−α

]
+ ١ که رسيد

ولترا غيرعادي کسري ديفرانسيل انتگرو معادله .۱ . ۷ مثال

Dαy (x) =

∫ x

٠

١
|x− ξ|

١
٢
y (ξ) dξ, ٠ < α < ١, x ∈ (٠, ١), (۱۴ . ۷)
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اوليه شرايط تحت

y(٠) = ٠, (۱۵ . ۷)

از کسري ليوويل ريمان انتگرالگيري با بنابراين مي کنيم. حل را مسئله اين مقاله اين در داده، نمايش روش از استفاده با مي گيريم. نظر در
مي رسيم: زير انتگرالي معادله به (۱۴ . ۷) رابطه طرفين از α مرتبه

y(x) = φ(x) +

∫ x

٠

(x− ξ)α−١

(α− ١)!
dη

∫ η

٠

١
(η − ξ)

١
٢
dξ. (۱۶ . ۷)

داريم: انتگرالگيري تعويض با

y (x) = φ (x) +
١

(α− ١)!

∫ x

٠
y (ξ) dξ

∫ x

ξ

١
|x− ξ|١−α |η − ξ|

١
٢
, (۱۷ . ۷)

بنابراين بود. خواهد φ (x) = c١
x−١+α

(−١+α)!
بهصورت که است Dαy (x) = ٠ کسري انتگرال معادله همگن قسمت جواب φ (x) که

صورت به معادله اين جواب اول تعميم توضيحات از استفاده با

y (x) = φ (x) +
١

(α− ١)!

∫ x

٠
y (ξ) dξ

∫ x

ξ

١
|x− ξ|١−α |η − ξ|

١
٢

= φ (x) +
١

(α− ١)!

∫ x

٠

y (η) dη

(x− η)
١
٢−α

dη

∫ ١

٠

١
(١− t)١−αt

١
٢
dt, (۱۸ . ۷)

کرد. محاسبه را y(x) متوالي تقريبات از استفاده با مي توان که مي آيد به دست

کسري ديفرانسيل انتگرو معادله .۲ . ۷ مثال

D(٢α)y (x) +D(α)y (x) + y(x) =

∫ x

٠

١
|x− ξ|

dξ +

∫ ١

٠

ex+ξ

|x− ξ|
dξ, ٠ < α < ١, x ∈ (٠, ١),

(۱۹ . ۷)

اوليه شرايط تحت

y(٠) = ١, y′(٠) = ٠, (۲۰ . ۷)

مي کنيم. حل مشابه فرايند با را مسئله (۲ . ۷) معادله در k٢(x, ξ) = ex+ξ و k١(x, ξ) = ١ دادن قرار با مي گيريم. نظر در
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Abstract: In this paper, the initial and boundary value problems which includes singular fractional
integro-differential equations, are investigated. The fractional derivative which is considered in this ar-
ticle, is the Caputo fractional derivative. The integral equations which are discussed in this paper either
without any singularity or contain singular kernels that can be weak or strong. In addition to, in this paper
to check and study the singularity and regularity of this type of integral equations are paid. Also, the given
integral equations are in the form of initial and boundary value problems, which are discussed in terms
of the number and manner of boundary conditions. Finally, some examples are provided for the accuracy
and efficiency of the method.
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