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زيرحلقه ي مطالعه ي و معرفي انگيزه بخش ،C(X) مطالعه ي در Cc(X) شمارا تابعي زير جبر مفيد نقش چکيده:
يک Y گيريم مي ناميم. حقيقي پيوسته ي توابع حلقه ي تابعي تفکيک پذير زيرجبر آن را که است C(X) از Ccd(Y )
آشکارا .Ccd(Y ) = {f ∈ C(X) : |f(Y )| ≤ ℵ٠} صورت اين در X باشد، چگال زيرمجموعه ي
رفتار Cc(X) و C(X) همانند خواص بسياري در Ccd(Y ) که مي بينيم ،Cc(X) ⊆ Ccd(Y ) ⊆ C(X)
X توپولوژيکي فضاهاي به ويژه نموده، بررسي را X توپولوژيکي خواص و Ccd(Y ) جبري خواص ارتباط مي کند.
را X اخير حالت در که Ccd(Y ) = C(X) يا Cc(Y ) = Ccd(X) آن ها براي که مي کنيم جست وجو را
آن گاه باشد، تفکيک پذير يا شماراتابعي فضاي يک X هرگاه که مي کنيم مشاهده مي ناميم. تابعي تفکيک پذير فضاي
روي f ∈ C(X) هر آن گاه باشد، تفکيک پذير βX و شبه فشرده X فضاي اگر است. تابعي تفکيک پذير فضاي X
و شمارا X از چگال زيرمجموعه يک روي f ∈ C(X) هر اگر به عکس، است. شمارا X از چگال زيرمجموعه يک
C(X) موضعي تابعي تفکيک پذير زيرجبر .C(X) = Cc(X) آن گاه باشد، ناتهي درون داراي Gδ -مجموعه  هر
Ccod(X) = {f ∈ C(X) : |f(Y )| ≤ ℵ٠, X از Y باز چگال زيرمجموعه ي يک {براي به صورت را
و موضعي فشرده فضاي يک براي که مي کنيم ثابت .Ccod(X) ⊆ Lc(X) صورت اين در مي کنيم، تعريف
در zcod-ايدال ها ادامه در .Ccod(βX) = C(βX) اگر تنها و اگر Ccod(X) = C(X) ،X شبه فشرده ي
بيان هم zcod-ايدال ها براي مي توان را z-ايدال ها به راجع قضاياي بيشتر که مي بينيم و کرده معرفي را Ccod(X)

نمود.
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مقدمه ۱

توپولوژي تعيين ،X توپولوژي فضاي روي حقيقي-مقدار پيوسته ي توابع حلقه ي يعني ،C(X) زمينه ي در تحقيق مهم اهداف از يکي
از C∗(X) زيرجبر ،٢٠١١ سال از قبل تا مي باشد. C(X) خاص زيرجبر يک يا C(X) جبري ويژگي هاي اساس بر X فضاي روي
مقالاتي در داشت. را فوق هدف به رسيدن در عمده اي نقش C(X) موازات به که بود زيرجبري تنها کران دار، توابع از متشکل ،C(X)
توپولوژي، در هستند. C∗(X) زيرحلقه ي شامل همگي که شده پرداخته C(X) از زيرحلقه هايي مطالعه ي به [۲۰ ،۱۲ ،۵ ،۱] مانند
شماراتابعي را فضاها اين است، شمارا برد داراي آن ها روي حقيقي پيوسته تابع هر ولي هستند، ناشمارا چه اگر که دارند وجود بااهميتي فضاهاي
که مي کند بيان مي ناميم، RPS قضيه ي را آن خلاصه به طور که [۲۲ ،۱۸] در سمدني و پلزينسکي رودين، معروف قضيه ي مي نامند.
و فشرده فضاهاي براي اخير قضيه ي ،[۹] در باشد. پراکنده X اگر تنها و اگر است شماراتابعي ،X فشرده ي و هاسدورف فضاي يک
داراي ،a ≤ ℵ١ که a-پراکنده و فشرده هاسدورف، فضاي روي حقيقي پيوسته ي توابع تمام که است شده داده نشان و تعميم a-پراکنده
تنها و اگر است ℵ١-فشرده شبه X آن گاه باشد، P-فضا يک X هرگاه که است داده نشان [۱۲] در هگر همچنين هستند. شمارا برد
تمام مجموعه ي که بود خواهد طبيعي نتيجه در نيستند. چنين که دارند وجود توپولوژيکي فضاهاي حال عين در باشد. شماراتابعي X اگر
فشرده لزوماً نه و دلخواه توپولوژي فضاي يک X هرگاه شوند. بررسي شمارايند، برد داراي X دلخواه توپولوژي فضاي روي که توابعي
گيريم مي دهيم. نمايش Cc(X) با را آن و است C(X) R-زيرجبر يک شمارا، برد با توابع از متشکل ،C(X) زيرمجموعه ي باشد،
اولين براي زيرجبر اين .CF (X) = {f ∈ C(X) : |f(X)| < ∞} و Cc(X) = {f ∈ C(X) : |f(X)| ≤ ℵ٠}
براي خوب همراه يک C∗(X) همانند Cc(X) که مي بينيم است. شده مطالعه و معرفي [۸ ،۷] در قادرمرزي و نامداري کرم زاده، توسط بار
C∗(X) براي معمول به طور اما برقرارند، Cc(X) براي که هستند C(X) جبري خواص برخي ،C∗(X) مقابل در اما است. C(X)
در يا C نوع يک زيرا بگيريم، نظر در C(X) از متفاوتي موجود را C∗(X) نبايد ما اين بر علاوه باشد. متناهي X مگر نيستند، برقرار
هيچ بدون مي گيريم نظر در X با ارتباط در آن را و مي کنيم مطالعه را C(X) جبري خواص که وقتي نتيجه در است. C(βX) همان واقع
توسط ،C(X) بودن منظم مثل جبري ويژگي هاي برخي طرفي از است. برقرار βX و C(βX) با رابطه در موضوع اين کاستي و کم
نمي کند. ما به C(X) مطالعه ي زمينه ي در چنداني کمک C(βX) لذا باشد، متناهي X اين که مگر نمي شود، برده ارث به C∗(X)
نوع آن از کلي حالت در اما دارد C(X) مشابه رفتاري که C(X) از زيرحلقه اي بار، اولين براي Cc(X) زيرحلقه ي معرفي با بنابراين
را X از بيشتري ويژگي هاي مي توان همچنان و است شده بررسي باشد، داشته نقش X ساختار خصوص در که دارد را توانايي اين و نيست
عناصرش تصوير که است C(X) زيرحلقه ي بزرگ ترين Cc(X) که آن جا از شود. ديده [۱۷ ،۱۶ ،۸ ،۷ ،۴] کرد، ارزيابي Cc(X) توسط
مي شود. ايجاد است، واقع C(X) و Cc(X) بين که ،Lc(X) يعني ،C(X) از زيرحلقه اي معرفي انگيزه ي طبيعي به طور است، شمارا
.|f(U)| ≤ ℵ٠ که U ⊆ X باز مجموعه هاي اجتماع Cf آن در که Lc(X) = {f ∈ C(X) : Cf = X} مي شويم يادآور
فضاي که مي شويم يادآور است. شده مطالعه و معرفي [۱۳] در مي شود، گفته C(X) تابعي شمارا موضعي به طور زيرجبر که Lc(X)
داراي فضاها کدام که سوال اين حال باشد. شمارا چگال زيرمجموعه ي يک داراي هرگاه مي ناميم، (جدايي پذير) تفکيک پذير را X توپولوژي
دادند. پاسخ [۱۴] در پرسش اين به تابعي تفکيک پذير فضاهاي معرفي با متوي و لوي مي گردد. مطرح هستند، شماراتابعي چگال زيرفضاي يک
هرگاه باشد. شماراتابعي چگال زيرفضاي يک داراي X هرگاه مي ناميم، اول نوع تابعي تفکيک پذير را X فضاي که مي سازيم نشان خاطر
،|f(Y )| ≤ ℵ٠ باشيم داشته f : X → R پيوسته ي تابع هر براي که به طوري باشد Y ⊂ X چگال زيرفضاي يک شامل X
تابع هر براي هرگاه مي ناميم، سوم نوع تابعي تفکيک پذير را X فضاي همچنين مي ناميم. دوم نوع تابعي تفکيک پذير را X فضاي آن گاه
مثال هاي ارائه ي با متوي و لوي ،[۱۴] در .|f(Y )| ≤ ℵ٠ که باشد موجود Y ⊂ X چگال زيرفضاي يک f : X → R پيوسته ي
هرگاه همچنين مي باشد. اول نوع تفکيک پذير تفکيک پذير، فضاهاي حاصل ضرب که کردند ثابت و دادند نشان را فضاها اين تمايز متنوع،
P-فضاهايي حاصل ضرب به علاوه، بود. خواهد سوم نوع تابعي تفکيک پذير X آن گاه باشد، تفکيک پذير βX و شبه فشرده فضاي يک X
تابعي تفکيک پذير X آن گاه باشد، شبه فشرده X هرگاه که دادند نشان همچنين است. سوم نوع تابعي تفکيک پذير هستند، نيز ليندلوف که
ديده [۱۴] است، شماراتابعي X آن گاه باشد، P-فضا ′ يک X اگر باشد. سوم نوع تابعي تفکيک پذير βX اگر تنها و اگر است سوم نوع
مقاله اين اول بخش در است. نموده بيان تابعي تفکيک پذير مفهوم کمک به را پيوستار فرض معادل شرايط متوي ،[۱۵] در به علاوه شود.
زيرجبرهاي Y ⊆ X براي سپس پرداخت. خواهيم سوم و دوم اول، نوع تابعي تفکيک پذير مفاهيم از ساده تري بيان به امکان حد تا
زيرجبر معرفي به دوم بخش در نمود. خواهيم استفاده آن از مباحث ادامه در و معرفي را CF (Y ) ⊆ CF (X) و Cc(Y ) ⊆ Cc(X)
در X باشد، چگال زيرمجموعه ي يک Y هرگاه مي پردازيم. آن ويژگي هاي برخي بررسي و حقيقي پيوسته ي توابع حلقه ي تابعي تفکيک پذير
خواص ارتباط .Cc(X) ⊆ Ccd(Y ) ⊆ C(X) که مي بينيم .Ccd(Y ) = {f ∈ C(X) : |f(Y )| ≤ ℵ٠} صورت اين
در تساوي آن ها براي که مي کنيم جست وجو را X توپولوژيکي فضاهاي به ويژه نموده، بررسي را X توپولوژيکي خواص و Ccd(Y ) جبري
فضاي يک X اگر مثال براي مي ناميم. تابعي تفکيک پذير فضاي را X فضاي ،Ccd(Y ) = C(X) که حالتي در باشد. برقرار فوق رابطه
تفکيک پذير زيرجبر سوم، بخش در است. تابعي تفکيک پذير Xفضاي آن گاه باشد، (Y شماراي چگال زيرمجموعه (با تفکيک پذير يا شماراتابعي
تعريف Ccod(X) = {f ∈ C(X) : |f(Y )| ≤ ℵ٠, X از Y باز چگال زيرمجموعه ي يک {براي به صورت را موضعي تابعي
باشد، تفکيک پذير βX و شبه فشرده X فضاي اگر که مي دهيم نشان .Cc(X) ⊆ Ccod(X) ⊆ Lc(X) صورت اين در مي کنيم.
از چگال زيرمجموعه يک روي f ∈ C(X) هر اگر به عکس، است. شمارا X از چگال زيرمجموعه يک روي f ∈ C(X) هر آن گاه
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فضاي يک X اگر که مي کنيم ثابت همچنين .C(X) = Cc(X) آن گاه باشد، ناتهي درون داراي Gδ -مجموعه  هر و باشد شمارا X
را zcod-ايدال ها پايان در .Ccod(βX) = C(βX) اگر تنها و اگر Ccod(X) = C(X) آن گاه باشد، شبه فشرده و موضعي فشرده
Cc(X) و C(X) شبيه رفتاري خواص بسياري در و است Cc(X) شامل Ccod(X) زيرجبر ترتيب اين به مي کنيم. مطالعه و معرفي
توپولوژيکي فضاهاي همه ي شود. آشکار X توپولوژيکي ويژگي هاي با زيرجبر اين از بيشتري ارتباط بعدي تحقيقات در که است اميد و دارد
و مفاهيم با بيشتر آشنايي براي مي تواند خواننده شود. ذکر آن خلاف اين که مگر هستند، نامتناهي و منظم کاملاً هاسدورف، مقاله اين در

نمايد. مراجعه [۱۰ ،۶] به جديد نمادهاي

مقدمات و تعاريف ۲
همچنين باشد. شمارا چگال زيرمجموعه ي يک داراي هرگاه مي ناميم، (جدايي پذير) تفکيک پذير را X توپولوژي فضاي که مي شويم يادآور
تابع هر هرگاه مي ناميم، شماراتابعي را X توپولوژي فضاي مي شود. داده نمايش Cc(X) با شمارا تصوير با حقيقي-مقدار پيوسته ي توابع

.C(X) = Cc(X) يعني باشد، شمارا تصوير داراي X روي حقيقي پيوسته ي
براي دارد. بااهميتي نقش حقيقي پيوسته توابع حلقه هاي نظريه ي جمله از رياضي مختلف شاخه هاي در شمارا برد با پيوسته توابع خانواده ي
شماراتابعي چگال زيرفضاي يک داراي فضاها کدام که پرسش اين طبيعي به طور اکنون ببينيد. را [۱۹ ،۱۸ ،۱۱ ،۸ ،۷ ،۳ ،۲] مراجع بيشتر مطالعه
ارائه ي با همچنين نمودند، معرفي را تابعي تفکيک پذير فضاهاي و داده پاسخ [۱۴] در پرسش اين به متوي و لوي مي گردد. مطرح هستند،
فضاهاي قسمت اين در نموده اند. مشخص هم را شماراتابعي فضاهاي برخي اين بر علاوه دادند، نشان را فضاها اين تمايز متنوع، مثال هاي

مي کنيم. مشخص ساده تر زباني به شماراتابعي فضاي به مربوط نمادهاي و مفاهيم کمک با را سوم و دوم اول، نوع تابعي تفکيک پذير

صورت اين در باشد. توپولوژي فضاي يک X کنيم فرض .۱ . ۲ تعريف

باشد؛ شماراتابعي چگال زيرفضاي يک داراي X هرگاه مي ناميم، اول نوع تابعي تفکيک پذير را X فضاي (١)

،|f(Y )| ≤ ℵ٠ باشيم داشته f : X → R پيوسته تابع هر براي باشد که Y ⊂ X چگال زيرفضاي يک شامل X اگر (٢)
مي ناميم؛ دوم نوع تابعي تفکيک پذير را X فضاي آن گاه

Y ⊂ X چگال زيرفضاي يک f : X → R پيوسته تابع هر براي هرگاه مي ناميم، سوم نوع تابعي تفکيک پذير را X فضاي (٣)
.|f(Y )| ≤ ℵ٠ که باشد موجود

،١−FS با ترتيب به را سوم و دوم اول، نوع تابعي تفکيک پذير مفاهيم و داده FSنمايش با را تابعي تفکيک پذير ويژگي خلاصه به طور
مي شود: خلاصه زير نمودار در شده مطرح فضاهاي بين ارتباط مي دهيم. نشان ٣− FS و ٢− FS

FC −→ ١− FS −→ ٢− Fs −→ ٣− FS

برقرارند؛ زير احکام صورت اين در باشد. توپولوژي فضاي يک X گيريم .۲ . ۲ لم

.C(X) = Cc(X) اگر تنها و اگر است (FC) شماراتابعي X فضاي (١)

|Y | ≤ ℵ٠ و Ȳ = X يعني باشد، Xموجود Yاز شماراي چگال زيرمجموعه ي اگر تنها و اگر است (S) Xتفکيک پذير فضاي (٢)
.(C(Y ) = Cc(Y ) صورت اين (در

.C(Y ) = Cc(Y ) که باشد موجود X از Y چگال زيرمجموعه ي اگر تنها و اگر است اول نوع تابعي تفکيک پذير X فضاي (٣)

f ∈ C(X) هر براي که باشد موجود X از Y چگال زيرمجموعه ي اگر تنها و اگر است دوم نوع تابعي تفکيک پذير X فضاي (۴)
. f |Y ∈ Cc(Y )

اگر تنها و اگر مي ناميم سوم نوع تابعي تفکيک پذير را X فضاي (۵)

{f ∈ C(X) : ∃ Ȳ = X s.t |f(Y )| ≤ ℵ٠} = C(X).

باشد. تک نقطه اي بايد Y آن گاه باشد، ثابت f |Y ،f ∈ C(X) هر براي که به طوري باشد X زيرمجموعه ي يک Y اگر به وضوح،
وجود f(y١) ̸= f(y٢) که به طوري f ∈ C(X) تابع است، منظم کاملاً X چون آن گاه ،y١ ̸= y٢ و y١, y٢ ∈ Y هرگاه زيرا

نمود. خواهيم استفاده آن از مباحث ادامه ي در و مي آوريم [۱۳] از تعريف يک اين جا در دارد.
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است ثابت f |Y که به طوري f ∈ C(X) توابع همه ي مجموعه ي آن گاه باشد، X فضاي زيرمجموعه ي يک Y کنيم فرض .۳ . ۲ تعريف
از A زيرحلقه ي به نسبت ثابت زيرمجموعه ي يک را Y طبيعي، به طور مي شود. داده نمايش C١(Y ) با و مي باشد C(X) زيرجبر يک

.A ⊆ C١(Y ) هرگاه مي ناميم، C(X)

يک Y هرگاه باشد. تک نقطه اي X اگر تنها و اگر C١(X) = C(X) ،X منظم کاملاً فضاي هر براي که توجه کنيم
.R ⊊ C١(Y ) آن گاه باشد، X از بستباز زيرمجموعه ي

X\Y هرگاه ويژه، به .Cc(X) ⊆ C١(Y ) آن گاه باشد، X همبند زيرمجموعه ي يک Y و توپولوژي فضاي يک X هرگاه .۴ . ۲ گزاره
.A ⊆ Cc(X) اگر تنها و اگر A ⊆ C١(Y ) آن گاه باشد، شمارا

(متناهي) شمارا f |Y که f ∈ C(X) توابع همه ي مجموعه ي آن گاه باشد، X فضاي زيرمجموعه ي يک Y کنيم فرض .۵ . ۲ تعريف
(متناهي) شمارا زيرمجموعه ي يک را Y طبيعي، به طور مي شود. داده نمايش (CF (Y )) Cc(Y ) با و است C(X) زيرجبر يک است

.(A ⊆ CF (Y )) A ⊆ Cc(Y ) هرگاه مي ناميم، C(X) از A زيرحلقه ي به نسبت تابعي

و باشد Y ⊆ X گيريم
C١(Y ) = {f ∈ C(X) : |f(Y )| = ١},

CF (Y ) = {f ∈ C(X) : |f(Y )| < ℵ٠},

Cc(Y ) = {f ∈ C(X) : |f(Y )| ≤ ℵ٠}.

صورت اين در
C١(Y ) ⊆ CF (Y ) ⊆ Cc(Y ) ⊆ Cc(X) ⊆ C(X).

مي دهيم. پايان مي شود، ثابت آساني به X بودن منظم کاملاً اساس بر که نتيجه اي با را بخش اين

چگال X در Y اگر تنها و اگر C١(Y ) = R علاوه به .R ⊆ C١(Y ) ⊆ C(X) داريم ،X از Y زيرفضاي يک براي .۶ . ۲ نتيجه
باشد.

و f(x) = ٠ که به طوري دارد وجود f ∈ C(X) تابع آن گاه ،x /∈ Y اگر که مي کنيم توجه آخر قسمت اثبات براي اثبات.
آن گاه باشد، f ∈ C١(Y ) و Y = X هرگاه به عکس، .Y = X که مي دهد نتيجه اين .C١(Y ) ̸= R يعني، .f(Y ) = ١

است. تمام اثبات و f = c درنتيجه .c ∈ R آن در که f(Y ) = c

مي پردازيم. آن به ادامه در که مي دهد سوق تابعي تفکيک پذير زيرجبر معرفي سمت به را ما جا، اين تا شده مطرح مفاهيم

C(X) از Ccd(Y ) زيرجبر ۳
به دست را Ccd(Y ) درباره مهم نتايج و قضايا برخي و مي پردازيم C(X) از Ccd(Y ) زيرجبر مطالعه ي و معرفي به بخش، اين در
را X توپولوژيکي فضاهاي به ويژه مي پردازيم، X توپولوژيکي خواص و Ccd(Y ) جبري خواص ارتباط بررسي به همچنين مي آوريم.

.Ccd(Y ) = C(X) يا Cc(X) = Ccd(Y ) آن ها براي که مي کنيم جست وجو

مي کنيم: تعريف باشد، X فضاي چگال زيرمجموعه ي يک Y گيريم .۱ . ۳ تعريف

Ccd(Y ) = {f ∈ C(X) : |f(Y )| ≤ ℵ٠}

C(X) تابعي تفکيک پذير زيرجبر آن را ما و مي باشد Cc(X) شامل C(X) زيرمشبکه ي يک Ccd(X) که مي شود ثابت به راحتي
مي ناميم. تابعي تفکيک پذير فضاي را X آن گاه ،Ccd(Y ) = C(X) هرگاه مي ناميم.

نباشد. برقرار است ممکن زيرجبرها اين بين تساوي ،Cc(X) ⊆ Ccd(Y ) ⊆ C(X) که است آشکار

هماني تابع زيرا ،R = Cc(R) ⊊ Ccd(Q) = C(R) صورت اين در مي گيريم. نظر در معمولي توپولوژي با را R .۲ . ۳ مثال
.i ∈ C(R)\Ccd(Q

c) هماني تابع زيرا ،R = Cc(R) ⊆ Ccd(Q
c) ⊊ C(R) همچنين .i ∈ Ccd(Q)\Cc(R)
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مي دهيم: قرار Y ⊆ X چگال زيرمجموعه براي

CFd(Y ) = {f ∈ C(X) : |f(Y )| < ℵ٠},

داريم: ۶ . ۲ نتيجه بنابر
C١d(Y ) = {f ∈ C(X) : |f(Y )| = ١} = R.

است. C(X) زيرمشبکه ي يک Ccd(Y ) .۳ . ۳ گزاره

باشد. برقرار Cc(X) ⊆ Ccd(Y ) ⊆ C(X) رابطه ي در تساوي هستيم که X توپولوژيکي فضاهاي يافتن پي در ما

.Cc(X) = Ccd(X) = C(X) آن گاه باشد، X فضاي چگال زيرمجموعه ي يک Y و شماراتابعي فضاي يک X اگر .۴ . ۳ گزاره

.Cc(X) = Ccd(X) = C(X) آن گاه باشد، Y شماراي چگال زيرمجموعه با تفکيک پذير فضاي يک X اگر .۵ . ۳ گزاره

در توسيع يک (f ∈ CF (Y )) f ∈ C(Y ) هر هرگاه گوييم، F-نشانده) ) C-نشانده ،X در را Y ⊆ X فضاي زير .۶ . ۳ تعريف
شود. ديده [۷] باشد. داشته (CF (X)) C(X)

يک Y اگر به عکس، .Ccd(Y ) = C(X) آن گاه ،Cc(Y ) ⊆ C(Y ) باشد که X چگال زيرمجموعه ي يک Y اگر .۷ . ۳ گزاره
.Cc(Y ) = C(Y ) آن گاه ،Ccd(Y ) = C(X) که باشد X در C-نشانده و چگال زيرمجموعه

به عکس، .CFd(X) = C(X) آن گاه ،CF (Y ) ⊆ C(X) به طوري که باشد X چگال زيرمجموعه ي يک Y هرگاه .۸ . ۳ گزاره
.CF (Y ) = C(Y ) آن گاه ،CFd(Y ) = C(X) که باشد X در F-نشانده و چگال زيرمجموعه يک Y هرگاه

و داده نمايش Ccod(X) با را C(X) از موضعي تابعي تفکيک پذير زيرجبر آن گاه باشد، توپولوژيکي فضاي يک X گيريم .۹ . ۳ تعريف
مي کنيم. تعريف زير به صورت

Ccod(X) = {f ∈ C(X) : |f(D)| ≤ ℵ٠ , X از D باز چگال زيرمجموعه ي يک .{براي

شمارا X از چگال زيرمجموعه يک روي f ∈ C(X) هر آن گاه باشد، تفکيک پذير βX و شبه فشرده X فضاي اگر .۱۰ . ۳ گزاره
آن گاه باشد، ناتهي درون داراي Gδ -مجموعه  هر و باشد شمارا X از چگال زيرمجموعه يک روي f ∈ C(X) هر اگر به عکس، است.

.C(X) = Cc(X)

است کران دار f پس باشد، پيوسته تابع يک f : X → R اگر باشد. تفکيک پذير βX و C(X) = C∗(X) کنيم فرض اثبات.
مي دهيم قرار باشد. βX از شمارا چگال زيرفضاي يک C گيريم مي يابد. توسعه fβ : βX → R پيوسته تابع يک به بنابراين و
چگال βX در و شبه فشرده X چون است. شمارا حداکثر f(D) و D ⊆ X صورت اين در .D = (fβ)−١(fβ(C)) ∩ X
يعني ،c ∈ clX((f

β)−١(fβ(C)) ∩X) = clXD داريم c ∈ C هر براي پس است، پيوسته fβ : βX → R و است
چگال زيرمجموعه ي هر بنابراين باشند. ناتهي درون داراي X در Gδ-مجموعه هاي همه ي که فرض کنيم اکنون است. چگال X در D
شمارا X از چگال زيرمجموعه يک روي f ∈ C(X) هر چون و مي کند قطع را d ∈ D که f−١(d) مجموعه هاي همه D ⊆ X

.C(X) = Cc(X) بنابراين است. شمارا f(X) پس است،

مي آيد. به دست ۶.٣ نتيجه  ،[۱۴] و قبل گزاره ي اثبات از

Ccod(βX) = اگر تنها و Ccod(X)اگر = C(X) آن گاه باشد، شبه فشرده و موضعي فشرده فضاي Xيک که فرض کنيم .۱۱ . ۳ نتيجه
.C(βX)

مي دهيم: قرار

CFod(X) = {f ∈ C(X) : |f(D)| < ℵ٠ , X از D باز چگال زيرمجموعه ي يک .{براي

(متناهي) شمارا موضعي به طور زيرجبر تعريف درادامه .CFod(X) ⊆ CF (X) همچنين ،CFod(X) ⊆ Ccod(X) که است آشکار
.CFod(X) ⊆ LF (X) و Ccod(X) ⊆ Lc(X) که مي دهيم نشان و کرده بيان را [۱۳] از C(X) تابعي
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(متناهي) شمارا f(U) به طوري که باشد U ⊆ X باز مجموعه هاي اجتماع ( CF
f ) Cf و f ∈ C(X) کنيم فرض .۱۲ . ۳ تعريف

آن و مي کنيم تعريف باشد، چگال X در (CF
f ) Cf به طوري که f ∈ C(X) توابع همه ي مجموعه ي را (LF (X)) Lc(X) است.

Cc(X) شامل C(X) زيرجبر يک (LF (X)) Lc(X) آشکارا، مي گوييم. C(X) تابعي (متناهي) شمارا موضعي به طور زيرجبر را
است. (CF (X))

آن گاه باشد، دوم نوع شماراي X هرگاه به علاوه، .Ccod(X) ⊆ Lc(X) آن گاه باشد، توپولوژي فضاي يک X هرگاه .۱۳ . ۳ گزاره
.Ccod(X) = Lc(X)

،Y ⊆ Cf صورت اين در .|f(Y )| ≤ ℵ٠ که دارد وجود X از Y باز و چگال مجموعه زير پس ،f ∈ Ccod(X) کنيم فرض اثبات.
دوم نوع شماراي X اين که از .Cf = ∪{U : |f(U)| < ℵ٠ , U باز⊇ X} پس ،f ∈ Lc(X) اگر .f ∈ Lc(X) پس

.f ∈ Ccod(X) بنابراين است. شمارا f(Cf ) = ∪{f(Ui) : i ∈ N, |f(U)| ≤ ℵ٠} که مي گيريم نتيجه است،

f ∈ C(X) هر براي آن گاه ،φ(١) = ١ که باشد غيرصفر همريختي يک φ : C(X) → C(Y ) هرگاه .۱۴ . ۳ ملاحظه
اگر بنابراين .φ(CFod(X)) ⊆ CFod(Y ) و φ(Ccod(X)) ⊆ Ccod(Y ) بنابراين .Im(φ(f)) ⊆ Im(f) داريم
و چگال زيرمجموعه Y هرگاه مثال، (براي CFod(X) ∼= CFod(Y ) و Ccod(X) ∼= Ccod(Y ) آن گاه ،C(X) ∼= C(Y )

.CFod(X) ∼= CFod(νX) و Ccod(X) ∼= Ccod(νX) به ويژه ، باشد). X در C-نشانده

zcod-ايدآل ها ۴
برقرارند، Cc(X) مانند Ccod(X) براي که را پيوسته توابع حلقه ي زمينه ي در قضاياي ،Ccod(X) بيشتر مطالعه جهت به بخش، اين در

است. C(X) در نظيرشان، اثبات مشابه کدام، اثبات هر که مي شويم يادآور و مي کنيم ثابت

مي ناميم، فشرده شبه موضعي تابعي تفکيک پذير را X توپولوژي فضاي .C∗
cod(X) = Ccod(X)∩C∗(X) کنيم فرض .۱ . ۴ تعريف

.C∗
cod(X) = Ccod(X) هرگاه

مي کنيم. بيان ،Ccod(X) مورد در است، برقرار Cc(X) و C(X) براي آن چه مشابه را، حقايقي ادامه، در

است. مشبکه اي همريختي و ترتيب حافظ Ccod(Y ) به C∗
cod(X) يا Ccod(X) از φ حلقه اي همريختي هر .۲ . ۴ قضيه

نتيجه در .f = g٢ که دارد وجود g ∈ Ccod(X) .٠ ≤ φ(f) آن گاه ٠ ≤ f ∈ Ccod(X) اگر که مي دهيم نشان ابتدا اثبات.

φ(f) = φ(g٢) = φ(g)φ(g) = (φ(g))٢ ≥ ٠,

،f ∈ Ccod(X) اگر حال مي برد. نامنفي توابع به را نامنفي توابع φ پس

(φ(|f |))٢ = φ(|f |)φ(|f |) = φ(|f |٢) = φ(f ٢) = (φ(f))٢,

بنابراين .φ(|f |) = |φ(f)| پس ،φ(|f |) ≥ ٠ لذا ،|f | ≥ ٠ اما .φ(|f |) = ±|φ(f)| پس

φ(f ∨ g) + φ(f ∨ g) = φ(f) + φ(g) + φ(|f − g|)
= φ(f) + φ(g) + |φ(f)− φ(g)|
= (φ(f) ∨ φ(g)) + (φ(f) ∨ φ(g)),

مشبکه اي همريختي يک φ پس .φ(f ∧ g) = φ(f) ∧ φ(g) مشابه طريق به .φ(f ∨ g) = φ(f) ∨ φ(g) نتيجه در
است.

مي کند. تصوير کران دار توابع به را کران دار توابع Ccod(Y ) به C∗
cod(X) يا Ccod(X) از φ حلقه اي همريختي هر .۳ . ۴ قضيه

n ∈ N پس است، کران دار f ∈ Ccod(X) و است حلقه اي همريختي يک φ : Ccod(X) → Ccod(Y ) کنيم فرض اثبات.
داريم؛ طرفي از .|f | ≤ n که دارد وجود

φ(١) = φ(١× ١) = φ(١)φ(١) = (φ(١))٢,
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پس .|φ(١)| ≤ ١ يعني باشد. مي تواند ١ و ٠ فقط φ(١) تابع مقادير پس است. خودتوان يک Ccod(Y ) در φ(١) بنابراين

|φ(f)| = φ(|f |) ≤ φ(n) ≤ |φ(n)| = |φ(١) + . . .+ φ(١)|
≤ |φ(١)|+ . . .+ |φ(١)| ≤ ١+ . . .+ ١ = n,

است. کران  دار φ(f) ∈ C∗
cod(Y ) بنابراين

C∗
cod(X) و Ccod(X) خاص حالت در نيستند. يکريخت C∗

cod(Y ) و Ccod(X) نباشد، شبه فشرده شمارا موضعاً X اگر
.φ
(
C∗

cod(X)
)
⊆ C∗

cod(Y ) آن گاه باشد، همريختي φ : Ccod(X) → Ccod(Y ) اگر نيستند؛ يکريخت

به را C∗
cod(X) ،φ آن گاه باشد، C∗

cod(Y ) شامل تصويرش که باشد Ccod(Y ) به Ccod(X) از همريختي يک φ اگر .۴ . ۴ قضيه
مي نگارد. C∗

cod(Y ) روي

صورت اين در .φ(h) = ١ و h ∈ Ccod(X) کنيم فرض .φ(١) = ١ که مي دهيم نشان ابتدا اثبات.

φ(١) = φ(١)φ(h) = φ(١h) = φ(h) = ١.

دارد وجود f ∈ C∗
cod(X) تابع g ∈ C∗

cod(Y ) هر براي که مي دهيم نشان اکنون .φ(n) = n داريم n ∈ N هر براي پس
گيريم .φ(h) = g که است موجود h ∈ Ccod(X) پس ،φ

(
C∗

cod(X)
)
⊆ φ

(
Ccod(X)

)
چون .φ(f) = g به طوري که

نشان دهيم است کافي .f ∈ C∗
cod(X) رو اين از ،|f | ≤ n پس .f = −n ∨ h ∧ n مي دهيم قرار آن گاه ،|g| ≤ n ∈ N

اما .φ(f) = g

φ(f) = φ(−n ∨ h ∧ n) = φ(−n) ∨ φ(h) ∧ φ(n) = −n ∨ g ∧ n = g

است. تمام اثبات و

فرد n اگر و ،f r(x) = (f(x))r که است rام توان يک داراي f ،٠ ≤ r ∈ R هر براي ،٠ ≤ f و f ∈ Ccod(X) اگر
.f ١/n(x) = (f(x))١/n و f ١/n ∈ Ccod(X) آن گاه ،f ∈ Ccod(X) و باشد

باشد. C∗
cod(X) همريختي تصوير نمي تواند Ccod(Y ) آن گاه نباشد، فشرده fs-شبه فضاي يک Y اگر .۵ . ۴ نتيجه

آن گاه باشد، C∗
cod(Y ) شامل تصويرش به طوري که باشد Ccod(Y ) توي به Ccod(X) از همسان ريختي يک φ گيريم .۶ . ۴ نتيجه

.φ
(
C∗

cod(X)
)
= C∗

cod(Y )

هرگاه که توجه کنيم همچنين .f = g٢ به طوري که دارد وجود g ∈ Ccod(X) آن گاه ،f > ٠ و f ∈ Ccod(X) اگر
در مثبت يکال هاي همه ي که مي شويم متذکر .f r ∈ Ccod(X) آن گاه ،r ∈ R آن در که f r ∈ C(X) و f ∈ Ccod(X)
[۷] در ۲.۴ لم و [۱۰] در ١D(١) مشابه بعد گزاره ي شود. ديده [۱۰] در ١B(١) هستند، مربعي ريشه ي تعداد يک داراي Ccod(X)

است. برقرار هم Ccod(X) براي

.f = gh که دارد وجود h ∈ Ccod(X) آن گاه باشد، Z(g) از همسايگي يک Z(f) و f, g ∈ Ccod(X) هرگاه .۷ . ۴ گزاره

مي دهيم: قرار .zcod(g) ⊆ intzcod(f) داريم اثبات.

h(x) =

{
٠ , x ∈ zcod(f)

f(x)
g(x)

, x /∈ intzcod(f)

.f = gh و h ∈ Ccod(X) پس .|h(Y )| ≤ |f(Y )| ≤ ℵ٠ ،Y ⊆ X هر براي و h ∈ C(X) بنابراين

ويژه، به .f = gh که دارد وجود h ∈ Ccod(X) آن گاه |f | ≤ |g|r ،r > ١ براي و f, g ∈ Ccod(X) هرگاه .۸ . ۴ نتيجه
است. g مضرب يک f r آن گاه باشد، شده تعريف r > ١ براي f r و |f | ≤ |g| هرگاه

گيريم اثبات.

h(x) =

{
٠ , x ∈ zcod(g)

f(x)
g(x)

, x /∈ zcod(g)

.f = gh و h ∈ Ccod(X) بنابراين .|h(Y )| ≤ |f(Y )
g(Y )

| ،Y ⊆ X هر براي و h ∈ C(X) آن گاه
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.(−١∨f)∧١ = uf به طوري که است موجود u ∈ Ccod(X) مثبت يکه عنصر آن گاه باشد، f ∈ Ccod(X) گيريم .۹ . ۴ گزاره

مي دهيم: قرار اثبات.

u(x) =

{
١ , − ١ ≤ f(x) ≤ ١

١
|f(x)| , ١ ≤ |f(x)|

و f آن گاه باشد، f ∈ Ccod(X) هرگاه بنابراين .(−١ ∨ f) ∧ ١ = uf و u ∈ Ccod(X) پس ،|u| = |f | که است آشکار
دارند. تعلق Ccod(X) در ايدآل يک به (−١ ∨ f) ∧ ١

مي مانند. برقرار هم حلقه اين براي CFod(X) با Ccod(X) جاي گزاري با قبل نتايج .۱۰ . ۴ ملاحظه

مي دهيم: قرار باشد، توپولوژي فضاي يک X که کنيم فرض قرارداد.

Zcod(X) = {Z(f) : f ∈ Ccod(X)},

ZFod(X) = {Z(f) : f ∈ CFod(X)}.

هرگاه مي ناميم، X در (fs-مجزا) مجزا تابعي تفکيک پذير را X توپولوژيکي فضاي يک از B و A زيرمجموعه ي دو .۱۱ . ۴ تعريف
.f(B) = ٠ و f(A) = ١ به طوري که باشد موجود f ∈ Ccod(X)

است. [۷] در ۲.۸ قضيه و [۱۰] در ۱.۱۵ قضيه مشابه بعد، قضيه ي

به باشند. Zcod(X) مجزاي صفر-مجموعه ي دو در اگر تنها و اگر fs-مجزايند ،X فضاي يک از B,A زيرمجموعه ي دو .۱۲ . ۴ قضيه
هستند. Zcod(X) در مجزا صفر-مجموعه اي همسايگي هاي داراي fs-مجزا مجموعه هاي علاوه

داشته x ∈ A هر براي به طوري که ،f ∈ Ccod(X) و باشند X زيرمجموعه ي دو B و A و a < b هرگاه که است آشکار
fs-مجزايند. ،X در B و A آن گاه ،f(x) ≥ b باشيم داشته x ∈ B هر براي و f(x) ≤ a باشيم

به طوري که موجودند Zcd(X) در Z٢ و Z١ صفر-مجموعه هاي آن گاه باشند، fs-مجزا زيرمجموعه ي دو B و A هرگاه .۱۳ . ۴ نتيجه
.A ⊆ X \ Z١ ⊆ Z٢ ⊆ X \B

کند. صدق زير شرايط در F هرگاه مي ناميم، X روي Zcod-پالايه را ∅ ≠ F ⊆ Zcod(X) .۱۴ . ۴ تعريف

.∅ /∈ F (١)

.Z١ ∩ Z٢ ∈ F آن گاه ،Z١, Z٢ ∈ F هرگاه (٢)

.Z ′ ∈ F آن گاه ،Z ′ ⊇ Z به طوري که باشد Z ′ ∈ Zcod(X) و Z ∈ F هرگاه (٣)

اين در باشد، Ccd(X) از ايدآل يک I هرگاه مي شوند. تعريف [۱۰] در معادل هايشان مشابه zcod-فراپالايه و اول zcd-پالايه
آن گاه باشد، X روي zcd-پالايه يک F اگر به عکس، است. X روي zcod-پالايه يک Zcod[I] = {Z(f) : f ∈ I} صورت
به صورت F zcod-پالايه هر به علاوه است. Ccod(X) در ايدآل يک Z−١[F ] = {f ∈ Ccod(X) : Z(f) ∈ F}
ايدآل يک Z−١[Zcod[J ]] آن گاه باشد، Ccod(X) در ايدآل يک J هرگاه و است Ccod(X) در I ايدآل يک براي F = Zcod[I]

است. J شامل Ccod(X) در

آن گاه باشد، f ∈ Ccod(X) و Z(f) ∈ Zcod[I] هرگاه مي ناميم، zcod-ايدآل را Ccod(X) در I ايدآل يک .۱۵ . ۴ تعريف
مي شود. تعريف zFod-ايدآل مشابه به طور .f ∈ I

است. اول ايدآل هاي از اشتراکي zFod-ايدآل هر مشابه به طور است. Ccod(X) در اول ايدآل هاي از اشتراکي zcod-ايدآل هر آشکارا
همان از استفاده با نمي کنيم، تکرار را آن ها اثبات بنابراين است، Cc(X) و C(X) مورد در نظيرشان اثبات مشابه بعد نتايج اثبات
در ٩.٢ قضيه نظير بعد قضيه ي آورد. به دست CFod(X) و Ccod(X) براي ۲۷ . ۴ گزاره ابتداي از را قضايا اين مي توان به آساني روش ها

است. [۷] در ۲.۱۳ قضيه همچنين و [۱۰]

معادل اند. زير گزاره هاي آن گاه باشد، Ccod(X) در zcod-ايدآل يک P گيريم .۱۶ . ۴ قضيه

است. Ccod(X) در اول ايدآل يک P (١)
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است. Ccod(X) در اول ايدآل يک شامل P (٢)

.g ∈ P يا f ∈ P آن گاه ،fg = ٠ اگر ،f, g ∈ Ccod(X) هر براي (٣)

نمي دهد. علامت تغيير آن روي f است که موجود Zcod[P ] در صفر-مجموعه يک ،f ∈ Ccod(X) هر براي (۴)
است. Ccod(X) در يکتا ماکسيمال ايدآل يک در مشمول Ccod(X) در اول ايدآل هر .۱۷ . ۴ نتيجه

-zcod يک F هرگاه است. اول zcod-پالايه يک Zcod[P ] آن گاه باشد، Ccod(X) در اول ايدآل يک P هرگاه که است آشکار
است. يکتا zcod-فراپالايه يک در مشمول اول zcod-پالايه هر که است آشکار است. اول zcod-ايدآل يک Z−١

cod[F ] آن گاه باشد، پالايه
.P = Q ∩ Ccod(X) هرگاه است، C(X) از Q ايدال يک انقباض Ccod(X) از P ايدال که مي سازيم نشان خاطر

در اول) (z-ايدال z-ايدال يک انقباض P اگر تنها و اگر است اول) (zcod-ايدال zcod-ايدال يک Ccod(X) در P ايدال .۱۸ . ۴ گزاره
باشد. C(X)

شود. ديده نيز [۲۱] است، [۷] در ١.٣ لم مشابه بعد لم
مي کنيم: تعريف باشد، Z(f) ⊇ Z(g) ∩ Z(l) و f, g, l ∈ Ccod(X) گيريم .۱۹ . ۴ لم

h(x) =

{
٠ , x ∈ Z(g) ∩ Z(l)
fg٢

g٢+l٢
, x /∈ Z(g) ∩ Z(l)

, k(x) =

{
٠ , x ∈ Z(g) ∩ Z(l)
fl٢

g٢+l٢
, x /∈ Z(g) ∩ Z(l)

هستند. برقرار زير شرايط آن گاه

.|k| ∨ |h| ≤ |f | (١)

.f = h+ k (٢)

.fg٢ = h(g٢ + l٢) و fl٢ = k(g٢ + l٢) (٣)

.h, k ∈ Ccd(X) (۴)
هستند. [۷] در ٨.٣ نتيجه تا ٢.٣ نتيجه مشابه بعد نتايج

است. zcod-ايدآل يک A+B يا A+B = Ccod(X) آن گاه باشند. Ccod(X) در zcod-ايدآل دو A,B گيريم .۲۰ . ۴ ∑لم
i∈I

Ai يا
∑
i∈I

Ai = Ccod(X) آن گاه باشد، Ccod(X) در zcod-ايدآل ها از خانواده يک F = {Ai}i∈I گيريم .۲۱ . ۴ نتيجه

است. zcod-ايدآل يک
است. zcod-ايدآل يک Ccod(X) در مينيمال اول ايدآل هر .۲۲ . ۴ گزاره

يا
∑
i∈I

Pi = Ccod(X) آن گاه باشد، Ccod(X) در مينيمال اول ايدآل هاي از خانواده يک F = {Pi}i∈I هرگاه .۲۳ . ۴ نتيجه

است. Ccod(X) در اول ايدآل يک P =
∑
i∈I

Pi

است. محدب مطلقاً Ccod(X) در P اول ايدآل هر .۲۴ . ۴ گزاره
است. Ccod(X) حلقه ي کل يا Ccod(X) در نيم اول ايدآل يک Ccod(X) در نيم اول ايدآل هاي از خانواده يک مجموع .۲۵ . ۴ گزاره
مقايسه پذيرند. اولش ايدآل هاي و است مرتب Ccod(X)/Pکاملاً حلقه  ي آن گاه Ccod(X)باشد، در اول ايدآل Pيک گيريم .۲۶ . ۴ گزاره

است. [۷] در ٩.٣ نتيجه مشابه آن اثبات و است قوي تر ۲۳ . ۴ نتيجه از بعدي گزاره
آن گاه باشد، اول Piها از يکي کم دست به طوري که باشد Ccod(X) در نيم اول ايدآل هاي از خانواده يک {Pi}i∈I گيريم .۲۷ . ۴ گزاره

مي باشد. Ccod(X) با برابر يا است اول ايدآل يک
∑

i∈I Pi

[۷] در ١٠.٣ قضيه مشابه بعد قضيه ي اثبات معتبرند. نيز CFod(X) براي ۱۶ . ۴ قضيه ابتداي از شده ذکر نتايج که مي شويم يادآور
است.

يکسان اند. zcod-ايدآل داراي
√
I و I آن گاه باشد، Ccod(X) در ايدآل يک I گيريم .۲۸ . ۴ قضيه

مطالعه ي در مفيد موجود يک به عنوان نيز زيرجبر اين که مي سازد را تصور اين C(X) و Cc(X) با Ccod(X) زيرجبر رفتار تشابه
رفت. خواهد به کار آينده تحقيقات در Lc(X) و Cc(X) کنار در C(X) جبري خواص
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Abstract: The useful role of Cc(X) in studying C(X) motivated us to introduce and study the function-
ally separable subalgebra Ccd(Y ) of C(X). Let Y be a dense subset of X , Ccd(Y ) = {f ∈ C(X) :
|f(Y )| ≤ ℵ0}. Clearly, Cc(X) ⊆ Ccd(Y ) ⊆ C(X) and Ccd(Y ) behaves like C(X) and Cc(X)
in more properties. If X is a functionally countable or separable space then Ccd(Y ) = C(X), in this
case X is called functionally separable space. Whenever X is pseudocompact and βX is separable, then
each f ∈ C(X) is countable on a dense subset of X . Conversely, if each f ∈ C(X) is countable on a
dense subset of X and each Gδ -set has nonempty interior, then C(X) = Cc(X).  Locally functionally
separable subalgebra of C(X) is denoted by Ccod(X) where Ccod(X) = {f ∈ C(X) : |f(Y )| ≤
ℵ0, for some open dense subset Y of X}, clearly Ccod(X) ⊆ Lc(X). For a locally compact and pseu-
docompact space X , Ccod(X) = C(X) if and only if Ccod(βX) = C(βX). We introduce zcod-ideals
in Ccod(X) and trivially observe that most of the facts related to z-ideals are extendable to zcod-ideals.
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