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چوله-نرمال آمیخته مقیاس توزیع های خانواده در تصادفی مقایسه  
آن کاربردهای از برخی و هسیان ترتیب براساس چندمتغیره

روزگار٢ روح اله ، افتخاریان١ عباس ، * ١ امیری مهدی

ایران بندرعباس، هرمزگان، دانشگاه پایه، علوم دانشکده آمار، گروه (١)

ایران یاسوج، یاسوج، دانشگاه علوم، دانشکده ریاضی، گروه (٢)

١۴٠٠/٢/٧ پذيرش: تاريخ ١٣٩٩/٧/٢۴ دریافت: تاريخ
زادکرمی محمدرضا مسئول: دبیر

ترتیب براساس چندمتغیره چوله -نرمال آمیخته مقیاس توزیع از تصادفی بردارهای مقاله، این در چکیده:
گرفته قرار مطالعه مورد ترتیب ها از نوع این برای کافی و لازم شرایط می شوند. مقایسه هسیان تصادفی
گردیده بیان ترتیب نوع این از مهم حالت چند در نتیجه مختلف، محدب مخروط های گرفتن نظر در با و
قرار بررسی مورد مهم حالت های برای کافی و لازم شرایط و صعودی هسیان ترتیب ادامه در است.
و گرفته قرار بررسی مورد نیز محدب و معمول ترتیب های برپایه خطی ترتیب های همچنین است. گرفته
ترتیب نوع از چوله -نرمال آمیخته مقیاس توزیع خانواده در خطی ترتیب های این که است شده داده نشان
معادل وابستگی، ترتیب در مهم ابزارهایی عنوان به سوپرمودولار و هماهنگی ترتیب می باشند. هسیان
نسبی رشد نوسانات یا مخاطره ترتیب نتایج، این براساس و آمده بدست همبستگی مقادیر ترتیب با
ترتیب بیمه، زمینه در است. شده بیان آنها همبستگی ترتیب حسب بر اقتصاد در مختلف مجموعه های
آمده بدست مجموعه ها درون همبستگی متوسط ترتیب براساس مختلف بسته های مجموع مقدار مخاطره
ترتیب برحسب سری و موازی سیستم های عمر طول ترتیب اعتماد، قابلیت زمینه در همچنین است.

است. گردیده بیان سیستم مولفه های همبستگی میزان

موازی، سیستم زیان بس، ترتیب همبستگی، ترتیب محدب، مخروط هسیان، ترتیب کليدی: واژه های
سری. سیستم
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مقدمه ١

فرض که دارد وجود متعددی مثال های اما می شود محسوب اساسی فرض شاخه ها از بسیاری در داده ها بودن نرمال فرض
[٢٠] گنتون در متعددی مثال های زمینه این در که نمی رسد نظر به منطقی هم آنها تبدیل و نیست برقرار داده ها بودن نرمال
بودن نرمال از انحرافات و بوده نرمال توزیع شامل که نرمال به نزدیک توزیع های خانواده شرایطی چنین در است. شده آورده
مختلف توسیع های و [٨] متغیره یک چوله-نرمال توزیع می کنند. ایفا داده ها تحلیل در مهمی نقش دهند، پوشش نیز را
چوله-لوجستیک ،[١٣] چوله-کشی ،[١٠] چندمتغیره چوله-تی ،[٩] چندمتغیره چوله-نرمال توزیع جمله از آن چندمتغیره
مهمی توزیع های جمله از برجستگی و چولگی از مختلفی درجات با [۴۴] چندمتغيره چوله-اسلش و [١۴] چندمتغيره
توزیع های خانواده از خاصی حالات شده یاد توزیع های تمامی گردیده اند. معرفی داده هایی چنین به برازش در که هستند
مالی اقتصاد، حوزه در است. شده معرفی [١۴] دی و برانکو توسط که می باشند (SMSN)چوله-نرمال آمیخته مقیاس
برجسته و نامتقارن توزیع های خانواده از استفاده و است بوده مشاهدات بودن نرمال فرضیه براساس نتایج بیشتر بیمه و
تحلیل و بیمه علوم در آن مختلف تعمیم های و چوله -نرمال توزیع های کاربردهای از متعددی موارد است. یافته فزونی اخیرا

است. گردیده بیان [٣] همکاران و ادکوک در مالی بازگشت های
کدامیک نظیر مقایسه هایی مانند مختلف احتمال توزیع های مقایسه  ی برای که هستند روابطی تصادفی ترتیب های
در گسترده ای بطور تصادفی ترتیب های امروزه می شوند. گرفته بکار همبسته تر کدامیک و ناهمگن تر کدامیک بزرگتر،
طرح همه گیرشناسی، صف، نظریه اقتصاد، بیمه، علوم عملیاتی، پژوهش های اعتماد، قابلیت مانند مختلف شاخه های
درباره جامعی مباحث [٣۶] استویان و مولر و [۴٢] شانتیکومار و شیکید کتاب های می گردند. استفاده و... آزمایش ها
در اخیر سال های در که کارهایی دیگر از آورده اند. فراهم گوناگون زمینه های در آنها کاربرد نیز و تصادفی ترتیب های انواع
ترتیب های کاربرد که کرد اشاره [٣٨] همکاران و نادب و [١] همکاران و برمال زن به می توان است گرفته انجام زمینه این

دادند. قرار مطالعه و بررسی مورد را بیمه و اعتماد قابلیت در متغیره یک تصادفی
مشکلاتی با تصادفی ترتیب های بوسیله مقایسه انجام در باشد، بالا متغیرها بعد زمانی که به ویژه چندمتغیره حالت در
از خطی ترکیبی از استفاده شرایطی چنین در .[۴٠] می کند امکان ناپذیر را آنها از استفاده عمل در که می شویم مواجه
آماری تحلیل های در می کند. پیدا بیشتری اهمیت بالاتر بعد در چندمتغیره مقایسه های انجام به جای واحد بعد در متغیرها
یک عنوان به مشاهدات فضای در بعد کاهش ایجاد به بودن معطوف به دلیل خطی ترکیب های بوسیله تحلیل چندمتغیره،

است. برخوردار خاصی جایگاه از مطلوب امر
گرفته قرار بررسی مورد مخلتفی نویسندگان بوسیله متقارن توزیع های خانواده برای چندمتغیره تصادفی ترتیب های
خطی، ترتیب نیز و محدب تصادفی ترتیب [۴١] اسکارسینی تصادفی، ترتیب از نتایجی [١٢] باوارل و [٣١] موزلر است.
لاندسمان آوردند. بدست چندمتغیره نرمال توزیع برای را هسیان ترتیب [٧] اسکارسینی و آرلوتو و کلی تر نتایج [٣۵] مولر
توزیع های خطی تصادفی ترتیب [١۶] پدادا و داویدف دومتغیره، بیضوی توزیع های تصادفی ترتیب های [٢٧] زاناکاس و
بیضوی توزیع های خانواده برای را محدب صعودی نیز و محدب تصادفی ترتیب [٣٩] همکاران و پان و متغیره چند بیضوی

آوردند. بدست
برای گرفته اند. قرار مطالعه مورد مختلفی افراد توسط نیز یک متغیره نامتقارن توزیع های خانواده های تصادفی ترتیب
محدب صعودی، محدب، معمول، ترتیب های [٢۴] همکاران و جمالی تازگی، به کنید. مشاهده را [٢٣] و [١١] ،[٢١] نمونه
برای را نتایج این [٢۵] همکاران و جمالی سپس و چندمتغیره چوله-نرمال توزیع برای را سوپرمودولار و محدب سوئی
نظر در با اخیر مقاله دو در حاصله نتایج دادند. گسترش چندمتغیره چوله-نرمال توزیع از مقیاس-شکل آمیخته خانواده های
نیز [۵] همکاران و امیری همچنین، است. آمده بدست تصادفی بردار دو در یکسان پارامترهای بصورت قیدهایی گرفتن
برای کافی و لازم شرایط و کرده بررسی SMSN خانواده در را محدب صعودی و محدب معمول، نوع از خطی ترتیب های
نمودند. اشاره اعتماد قابلیت و اقتصاد بیمه، در آن نتایج از کاربردهایی به و آوردند بدست را سوپرمودولار و محدب ترتیب
برای نتایج این می کنیم. ارائه SMSN خانواده برای جدیدتری نتایج گردید، اشاره آنها به بالا در که نتایجی ادامه در
این ادامه در می باشند. استفاده قابل برجستگی و چولگی مختلف درجات با چندمتغیره داده های از وسیعی طیف تحلیل

می شوند. داده شرح مقاله این در آمده بدست کاربردی و نظری جدید نتایج بخش
تصادفی ترتیب های از گسترده ای طیف اساس بر را SMSN توزیع های خانواده از n-بعدی تصادفی بردارهای
و هسیان ترتیب بنام چندمتغیره تصادفی ترتیب های از مجموعه ای منظور بدین می کنیم. مقایسه یکدیگر با چندمتغیره
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ترتیب های از کلی کلاسی ترتیب ها این می دهیم. قرار مطالعه مورد SMSN توزیع های خانواده در را صعودی هسیان ترتیب
برای هستند. آن خاص حالت چند شد اشاره آنها به بالا مقاله های در که ترتیب هايی تمامی که بوده چندمتغیره تصادفی
و آورده بدست را صعودی هسیان و هسیان ترتیب های برقراری برای کافی و لازم شرایط ابتدا هدف، این به دستیابی
تصادفی ترتیب های کافی و لازم شرایط بیان برای شده گرفته نظر در محدودیت های و قیدها نتایج، این اساس بر سپس
ترتیب با را [۵] همکاران و امیری در خطی تصادفی ترتیب های همچنین می کنیم. برطرف [٢۵ ،٢۴] هکاران و جمالی در
تصادفی ترتیب های از دیگری خاص حالت های می کنیم. معادل سازی صعودی هسیان یا هسیان نوع از چندمتغیره ای
نگرفته، قرار بررسی مورد اخير منابع و SMSN توزیع های کلاس در کنون تا که صعودی، هسيان نيز و هسيان چندمتغيره
و گرفته نظر در را صعودی مثبت   کاملا و مثبت  کاملا هم مثبت، سوپرمدولار صعودی، چندمتغيره تصادفی ترتیب های مانند
به را محدب صعودی نیز و محدب نوع از خطی مثبت ترتيب  های سپس مي آوريم. بدست را آنها برای كافی و لازم شرايط
کاهش معادل سازی این نتیجه که می کنیم بیان صعودی مثبت  کاملا و مثبت کاملا چندمتغیره ترتیب های با معادل ترتیب
نظر در را صعودی سوپرمودولار ترتیب ادامه در است. یک متغیره حالت به چندمتغیره ترتیب های حالت از مقایسه بعد

كنيد. رجوع [٣٠] استرولوویچی و مایر به ترتیب این کاربردهای برای کرده ایم. ارائه را آن کافی و لازم شرایط و گرفته 
هستند مرسوم اقتصاد و بیمه نظیر مختلفی کاربردی زمینه های در که مفصل ها براساس تصادفی مقایسه ی مقاله این در
همبستگی ساختار حسب بر تصادفی مقایسه  ی چند و گرفته قرار بررسی مورد SMSN مفصل های براساس نیز [٣۴]
بیان مولفه ها بین همبستگی ترتیب با معادل سوپرمودولار ترتیب همچنین و آمده بدست مقایسه مورد تصادفی بردارهای
وابستگی، ساختار ترتیب با معادل روش یک عنوان به همبستگی مقادیر ترتیب کاربرد گستره اساس، براین است. گردیده

است. یافته افزایش SMSN وسیع خانواده به چندمتغیره نرمال توزیع خانواده از سوپرمودولار، ترتیب مفهوم بر مبتنی

توزیع که و... اقتصاد بیمه، مانند کاربردی مباحث از بسیاری در مقاله این در آمده بدست نتایج که است ذکر به لازم
بخواهیم که کنید فرض بیمه، زمینه در مثال برای است. استفاده قابل هستند بالایی برجستگی و چولگی دارای معمولا داده ها
در بالایی برجستگی نیز و چولگی دارای غالبا که نماییم مقایسه باهم را مختلف بیمه چند با بسته هایی کل مقدار مخاطره
برجستگی و چولگی بود خواهند قادر SMSN مانند توزیع هایی خانواده شرایطی، چنین در می باشند. خود فراوانی توزیع
بسته ها این کل ارزش مخاطره مقایسه برای مقاله این در آمده بدست نتایج بنابراین، دهند. پوشش را فراوانی توزیع در
براساس تصادفی، بیمه نامه تعداد با بسته ها مخاطره آمیزی مقایسه برای شرايط مقاله این در بعلاوه، است. کاربرد قابل

است. شده فراهم زیان بس، ترتیب

(لگاریتم درآمد به قیمت یا بازگشت) (لگاریتم بازگشت توزیع برای را SMSN توزیع های خانواده مذکور، نتایج بر علاوه
ترتیب سپس و گرفته نظر در مختلف...) سهام چند از سبدی شرکت، (بازار، مولفه چند با مجموعه هایی درآمد) به قیمت
نتیجه از استفاده با كرده ايم. بیان مجموع ها درون همبستگی مقادیر ترتیب با معادل را مجموعه ها نسبی رشد نوسانات
آمده بدست مجموعه ها هندسی میانگین لگاریتم برای محدب تصادفی ترتیب محدب، مثبت خطی ترتیب برای حاصل
مقادیر ترتیب با معادل دلخواه محدب زیان تابع هر با مجموعه ها و بسته ها نوسانات ترتیب نتیجه، این اساس بر است.
نسبی رشد باشند، داشته منفی تری همبستگی بسته ها چه هر اساس این بر که است شده بیان مجموعه ها درون همبستگی

داشت. خواهد کمتری نوسانات آن
چوله -نرمال توزیع ،[۶] چوله -لاپلاس توزیع ،[٣٧] لاپلاس توزیع مانند SMSN خانواده  اعضای از برخی تازگی به
و امیری زمینه، این در شده اند. گرفته بکار اعتماد قابلیت در [٢] لجستیک توزیع و [٢٩] چوله -اسلش توزیع ،[٢١]
با همگن سیستم دو مقاله این در نمودند. بیان هماهنگی ترتیب برحسب را سیستم مولفه های توام عمر طول [۵] همکاران
طول برای معمول تصادفی ترتیب سپس و است شده گرفته نظر در SMSN لگ توزیع از همبسته عمر طول با مولفه هایی
و مثال چند ذکر با همچنین است. آمده بدست آنها مولفه های همبستگی میزان حسب بر موازی و سری سیستم های عمر

است. گردیده تفسیر و گرفته قرار ارزیابی مورد مقاله نتایج واقعی، داده  مجموعه یک از استفاده نیز

غالب شامل که نرمال توزیع از آمیخته مقیاس خانواده برای خاص درحالت مقاله این نتایج همه است ذکر به لازم
متون در تاکنون بیضوی خانواده برای نتایج این از برخی همچنین می باشند. کاربرد قابل هستند نیز بیضوی توزیع های

می باشند. توجه قابل بنابراین و نگرفته قرار مطالعه مورد مربوطه
مخروط های توابع، ، SMSN توزیع های مورد در نیاز مورد مفاهیم و تعاریف ٢ بخش در مقاله، این در ترتیب، بدین
هسيان تصادفی ترتیب های با مرتبط نتایج ابتدا ،٣ بخش در می کنیم. بیان را هسيان تصادفی ترتیب های و محدب
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تصادفی ترتيب های ،۴ بخش در می شود. بیان SMSN خانواده برای آن مهم حالت های در نتایج سپس و می گردد ارائه
محدب و معمول خطی ترتيب های ،۵ بخش در می آيند. بدست نتايج مهم حالت های در و شده معرفی صعودی هسيان
از برآمده مفصل های براساس تصادفی بردارهای و شده  اند معادل سازی چندمتغیره ترتيب های از يكی با محدب صعودی و
اقتصاد، در تفسيرهايی و کاربردها سپس و گرفته اند قرار مقايسه مورد آن ها همبستگی ساختار حسب بر SMSN خانواده
بدست نتایج از برخی کاربرد واقعی، داده از مثالی ذکر با بخش، این انتهای در است. گرديده ارائه اعتماد قابلیت و بیمه

است. شده داده آتی پیشنهادات نیز و مقاله از خلاصه ای و نتایج ،۶ بخش در انتها، در است. شده داده نشان آمده

نیازها پیش و تعاریف ٢
نشان دهنده ی به  ترتیب ϕn(· ; ξ,Ω) و Φ(.) توابع می کنیم. معرفی را مقاله این در رفته به کار نمادهای بخش، این ابتدای در
ماتریس و ξ میانگین بردار با n-متغیره نرمال توزیع توام احتمال چگالی تابع و استاندارد نرمال تجمعی توزیع تابع
همبستگی ماتریس Ω و Ω از حاصل قطری ماتریس جذر ω = diag(ω١١, . . . , ωnn)

١
٢ ، Ω واریانس-کواریانس

به معنی a ≥ b رابطه ، b = (b١, . . . , bn)
⊤ و a = (a١, . . . , an)

⊤ بردار دو برای همچنین می باشند. Ω با متناظر
In و ١ و ٠ عناصر با n طول به بردارهایی ترتیب به ١n و ٠n بردارهای می باشد. i = ١, ٢, . . . , n برای ai ≥ bi
می گیریم. نظر در را ||a|| =

√
⟨a, a⟩ نرم و ⟨a,b⟩ = a⊤b داخلی ضرب به علاوه می باشد. n مرتبه از همانی ماتریس

چوله -نرمال آمیخته مقیاس توزیع ٢ . ١

چگالی تابع دارای و پیوسته مطلقاً اگر گوییم، متغیره چند SMSN توزیع دارای X = (X١, . . . , Xn)
⊤ تصادفی بردار

:[١۴] باشد ، x ∈ Rn برای زیر، توام احتمال

f(x) = ٢
∫ +∞

٠
ϕn(x; ξ, k(η)Ω)Φ(αTω−١k(η)−

١
٢ (x− ξ))dH(η), (٢ . ١)

تابع این در می باشند. چولگی بردار α ∈ Rn و واریانس-کواریانس ماتریس Ω مکان، بردار ξ ∈ Rn پارامترهای که
می باشد. η متغیر مقیاس تابع k(η) همچنین و H(η) تجمعی توزیع تابع با آمیختگی متغیر η چگالی

است زیر به صورت ،s ∈Rn برای ،(٢ . ١) در تواّم احتمال چگالی تابع با X تصادفی بردار مشخصه تابع

E(exp(is⊤X)) = ٢
∫ +∞

٠
exp(iξ⊤s− k(η)

٢
s⊤Ωs)Φ

(
ik(η)

١
٢δ⊤s

)
dH(η), (٢ . ٢)

به صورت یک به یک تناظر در (٢ . ١) در α چولگی بردار با و است چولگی بردار δ =
(
١ +α⊤Ωα

)− ١
٢ ωΩα آن در که

را (٢ . ١) در شده معرفی چگالی تابع با X تصادفی بردار این صورت در است. α =
(
١ − δ⊤Ω−١δ

)− ١
٢ ωΩ−١δ

بیشتر سادگی برای ادامه در می دهیم. نمایش X ∼ SMSN n(ξ,Ω, δ, k,H) با آن را و گوییم SMSN توزیع دارای
از عبارت است X کواریانس ماتریس و میانگین بردار داد. نمایش X ∼ SMSN n(ξ,Ω, δ) با آن را می توان

E (X) = ξ + E(k(η)
١
٢ )

√
٢
π
δ, Cov (X) = E(k(η))Ω− ٢

π
E٢(k(η)

١
٢ )δδ⊤. (٢ . ٣)

k(η) = ١ با تباهیده H توزیع اگر چوله-نرمال توزیع (i) از: عبارت است SSMN خانواده مهم و خاص حالت های از برخی
H اگر چوله-تی توزیع (iii) باشد، متناهی گسسته H توزیع اگر چوله-نرمال توزیع های از متناهی آمیخته ی (ii) باشد،
نیم-نرمال توزیع H اگر چوله-کوشی توزیع (iv) ، k(η) = η−١ با ν

٢ یکسان مقیاس و شکل پارامترهای با گاما توزیع
(vi) و باشد ١ و q پارامترهای با بتا توزیع H و k(η) = η−٢ وقتی چوله-اسلش (v) ، k(η) = η−١ و استاندارد

.[١۴] چوله-توان-نمایی و چوله-پایا چوله-لوجستیک، توزیع های
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نياز مورد توابع تعریف ٢ . ٢

به صورت جزئی مشتقات دارای f : Rn → R كنيد فرض

f (i١,...,ik)(x) =
∂kf(x)

∂xi١ . . . ∂xik

, {i١, . . . , ik} ⊆ {١, . . . , n} ,

به صورت به ترتیب f تابع هسیان ماتریس و گرادیان بردار این صورت در باشد.

Hf (x) =
[
f (i,j) (x)

]n
i,j=١ ، ∇f (x) =

[
f (i) (x)

]n
i=١

B .t ∈ Rn برای t⊤Bt ≥ ٠ هرگاه گوييم معین نامنفی را آن باشد، n مرتبه مربعی ماتریس B اگر می شوند. تعریف
همچنين .Rn

+ = {x ∈ Rn; xi ≥ ٠, i = ١, . . . , n} كه t ∈ Rn
+ برای t⊤Bt ≥ ٠ هرگاه گوييم [٣٢] هم مثبت را

مقاله اين در که کنید توجه .B = C⊤C که به طوری باشد داشته وجود C نامنفی ماتريس هرگاه گوييم مثبت كاملا را B
می باشد. نامنفی درايه های با ماتريس نامنفی ماتريس از منظور

باشد، معین نامنفی Hf اگر است محدب (ii) ،∇f ≥ ٠ اگر است صعودی (i) f : Rn → R تابع .٢ . ١ تعریف
،١ ≤ i, j ≤ n برای f (i,j) ≥ ٠ اگر محدب سوئی (iv) باشد، صعودی نیز و محدب f اگر محدب صعودی (iii)
برای f (i,j) ≥ ٠ اگر است سوپرمودولار (vi) باشد، نامنفی قطری عناصر دارای Hf اگر است محدب جزئی (v)
Hf اگر هم مثبت (viii) باشد، صعودی نیز و سوپرمودولار f اگر است سوپرمودولارصعودی (vii) ،١ ≤ i < j ≤ n

و مثبت کاملا f اگر است صعودی مثبت  کاملا (x) و باشد مثبت کاملا Hf اگر است مثبت کاملا (ix) ، باشد هم مثبت
باشد. صعودی نیز

باشيم داشته x, y ∈ C هر براي اگر گوییم محدب مخروط یک را V برداری فضای از C زیرمجموعه .٢ . ٢ تعریف
داخلی ضرب با V برداری فضای از بسته محدب مخروط یک C مجموعه اگر .α, β ∈ R+ هر برای αx + βy ∈ C
بسته محدب مخروط یک نیز C∗ که گوییم C دوگان را C∗ = {y ∈ V : ⟨x, y⟩ ≥ ٠, ∀x ∈ C} آنگاه باشد، ⟨., ⟩

گوییم. دوگان خود را C آنگاه ،C∗ = C اگر است.

تصادفی ترتیب های تعریف ٢ . ٣
تصادفی ترتیب های تعريف به ابتدا می کنیم. تعریف را مقاله این در بحث مورد مختلف تصادفی ترتیب های بخش این در

.[٣٣] می پردازيم انتگرالی
در باشند. n−بعدی تصادفی بردارهای Y و X و باشد f : Rn → R اندازه پذیر توابع کلاس F کنید فرض
وجود فرض با ،f ∈ F توابع تمام برای زیر رابطه اگر است برقرار X ⪯F Y انتگرالی تصادفی ترتیب این صورت

باشد برقرار ریاضی، امیدهای

E (f (X)) ≤ E (f (Y)) . (۴ . ٢)

F اعضای برای (۴ . ٢) رابطه است کافی فوق انتگرالی تصادفی ترتیب برقراری برای که دادند نشان [١٧] مولر و دنوئیت
جزئی مشتق های وجود فرض با را کلاس این در f توابع اساس، برهمین باشد. برقرار می باشند جزئی مشتق های دارای که

می شوند. تعریف زیر انتگرالی تصادفی ترتیب های بالا، تعریف از استفاده با می گیریم. نظر در دوم مرتبه پیوسته

ترتیب های آنگاه باشد، برقرار ٢ . ١ تعریف در (x)-(i) موارد در F کلاس در f هرتابع برای (۴ . ٢) رابطه اگر .٢ . ٣ تعریف
،(⪯cx) محدب ترتیب (ii) ،(⪯st) معمول ترتیب (i) می آیند: بدست به ترتیب موارد این در زیر چندمتغیره تصادفی
ترتیب (vi) ،(⪯ccx) محدب جزئی ترتیب (v) ،(⪯dcx) محدب سوئی ترتیب (iv) ،(⪯icx) محدب صعودی ترتیب (iii)
کاملا ترتیب (ix) ،(⪯cop) هم مثبت ترتیب (viii) ،(⪯ism) سوپرمودولارصعودی ترتیب (vii) ،(⪯sm) سوپرمودولار

.(⪯icp) صعودی مثبت  کاملا ترتیب (x) و (⪯cp) مثبت

می کنیم. تعریف شد معرفی [٧] اسکارسینی و آرلوتو توسط که هسیان تصادفی ترتیب ادامه در
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⟨A,B⟩ = trace
[
A⊤B

]
داخلی ضرب با n مرتبه متقارن ماتریس های برداری فضای S کنید فرض .۴ . ٢ تعریف

باشد: زیر به صورت FH توابع کلاس و S فضای از بسته محدب مخروط یک H و باشد A,B ∈ S برای

FH = {f : Rn → R : Hf (x) ∈ H, ∀x ∈ Rn} . (۵ . ٢)

آن و گوییم Y مساوی یا کوچکتر را X هسیان ترتیب در ،f ∈ FH تابع هر برای (۴ . ٢) رابطه برقراری صورت در آنگاه
می دهیم. نمایش X ⪯H Y با را

هسیان ترتیب ٣
حالت های به سپس و می نماییم بررسی را SMSN خانواده در هسیان تصادفی ترتیب های برای کلی نتایج ابتدا بخش، این در
مشخصه تابع و (٢ . ١) چگالی تابع با SMSN توزیع از Y و X تصادفی بردارهای منظور بدین می پردازیم. آن خاص

می گیریم نظر در زیر به صورت را (٢ . ٢)

X ∼ SMSN n(ξ,Ω, δ), Y ∼ SMSN n(ξ
′,Ω′, δ′) (٣ . ١)

ترتیب برای کافی شرایط زیر لم در می باشند. H(.) تجمعی توزیع تابع با η آمیختگی متغیر و k(η) مقیاس تابع دارای که
می گردد. ارائه SMSN توزیع های خانواده در هسیان تصادفی

باشیم داشته f ∈ FH برای که بطوری  بگیرید نظر در را H∗ دوگان و H محدب مخروط با FH توابع کلاس .٣ . ١ لم
باشند: برقرار زیر شرایط اگر X ⪯H Y آنگاه .||x|| → +∞ که زمانی ∇f (x) = O(||x||) و f(x) = O(||x||)

⟨ξ′ − ξ,∇f⟩ ≥ ٠, ⟨δ′ − δ,∇f⟩ ≥ ٠, Ω′ −Ω ∈ H∗. (٣ . ٢)

و بوده برقرار (۴ . ٢) رابطه ،(٣ . ٢) شرایط و [۵] در E (f(Y)− f(X)) برای بدست آمده اتحاد از استفاده با اثبات.
می آید. بدست ۴ . ٢ تعریف از نظر مورد نتیجه

بنابراين و می باشند (۴ . ٢) رابطه در انتگرالی ترتیب تعریف در انتگرال وجود شرایط ،٣ . ١ لم در شده داده شرایط
.[٣۵ ،٣٣] نمی گردند محسوب محدودكننده يا اضافی شرايط

یک متغیره SMSN توزیع به صورت (٢ . ٢) مشخصه تابع از استفاده با (٣ . ١) تصادفی بردارهای از خطی ترکیب توزیع
می آیند: بدست زیر ( n = ١ (برای

⟨a,X⟩ ∼SMSN ١(⟨a, ξ⟩, a⊤Ωa, ⟨a, δ⟩),
⟨a,Y⟩ ∼SMSN ١(⟨a, ξ′⟩, a⊤Ω′a, ⟨a, δ′⟩), (٣ . ٣)

اگر خاص حالت در

X ∼ SMSN ١(ξ, σ
٢, δ), Y ∼ SMSN ١(ξ

′, σ′٢, δ′). (۴ . ٣)

چه آن به صورت فوق تصادفی متغیرهای محدب صعودی و محدب معمول، تصادفی ترتیب برای کافی و لازم شرایط آنگاه
.[۵] بود خواهد آمده زیر لم در

آنگاه، باشند (۴ . ٣) در تصادفی متغیرهای Y و X اگر .٣ . ٢ لم

.δ ≤ δ′ و σ = σ′ ،ξ ≤ ξ′ اگر تنها و اگر X ⪯st Y (i)

.δ ≤ δ′ و σ ≤ σ′ ،ξ ≤ ξ′ اگر تنها و اگر X ⪯icx Y (ii)

.δ = δ′ و σ ≤ σ′ ،ξ = ξ′ اگر تنها و اگر X ⪯cx Y (iii)
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شرايط نتيجه اين است. آمده بدست (٣ . ١) در تصادفی بردارهای هسیان ترتیب برای کافی و لازم شرایط زیر، قضیه در
از برخی تنها كه می آورد فراهم SMSN خانواده در چندمتغيره تصادفی ترتيب های از گسترده ای طيف براي كافی و لازم

است. آمده بدست اخير مطالعات در تاكنون آن خاص حالت های

اگر تنها و اگر X ⪯H Y آنگاه، بگيريد. نظر در را H∗ دوگان با S مجموعه زير H محدب مخروط .٣ . ٣ قضیه
.Ω′ −Ω ∈ H∗ و δ = δ′ ،ξ = ξ′

.X ⪯H Y و گرديده برقرار (٣ . ٢) شرايط آنگاه باشند، برقرار Ω′−Ω ∈ H∗ و δ = δ′ ،ξ = ξ′ شرايط اگر اثبات.
H در آن هسيان ماتريس که به طوری ،i = ١, . . . , n ،f(x) = g(xi) فرض با .X ⪯H Y كنيد فرض برعكس،
كه g(٢)(t) ∈ Hii بنابراين .g(٢)(u) = ∂٢g(u)/∂u٢ آن در که Hf (x) = g(٢)(xi)eie

⊤
i ∈ H اینکه يعنی باشد،

محدب مخروط سه از یکی Hii نتیجه در است. R زيرمجموعه و محدب مخروط يك Hii = {cii : C = [cij] ∈ H}
محدب تابعی (ii) مقعر، (i)تابعی به ترتیب مذكور موارد از يک هر در g پس بود. خواهد R (iii) یا R+ (ii) ،R− (i)
است، محدب −g آنگاه باشد مقعر g اگر اینکه و ،Xi ⪯Hii

Yi اينكه به توجه با لذا بود. خواهد دلخواه تابعی (iii) و
: (٣ . ٣) از استفاده با می باشد. برقرار Xi

d
= Yi (iii) و Xi ⪯cx Yi (ii) ،Yi ⪯cx Xi (i) حالت در

Xi ∼ SMSN ١(ξi, ωii, δi), Yi ∼ SMSN ١(ξ
′
i, ω

′
ii, δ

′
i). (۵ . ٣)

برای δi = δ′i و ξi = ξ′i (iii) حالت برای واضح به صورت و (ii) و (i) حالت های برای ٣ . ٢ لم از بااستفاده بنابراین
کلی به صورت [٧] در ٣٬١ قضیه از استفاده با همچنین .δ = δ′ و ξ = ξ′ یعنی می شود، نتیجه i = ١, . . . , n
در و می آید بدست Ω′ −Ω ∈ H∗ یعنی دیگر شرط (٢ . ٣) رابطه از استفاده با حال .Cov(Y)− Cov(X) ∈ H∗

می گردد. تکمیل اثبات نتیجه

شامل C+off نامنفی، ماتریس های شامل C+ معین  نامنفی، ماتریس های شامل Cpsd بسته محدب مخروط های
Ccop نامنفی، اصلی قطر عناصر با نامنفی ماتریس های شامل C+diag صفر، قطری غیر عناصر با نامنفی ماتریس های
محدب f تابع این صورت در می گیریم. نظر در را مثبت کاملا ماتریس های شامل Ccp و هم مثبت ماتریس های شامل
اگر تنها و اگر است محدب جزئی ،Hf ∈ C+ اگر تنها و اگر است محدب سوئی ،Hf ∈ Cpsd اگر تنها و اگر است
کاملا و Hf ∈ Ccp اگر تنها و اگر است هم مثبت ،Hf ∈ C+off اگر تنها و اگر است سوپرمودولار ،Hf ∈ C+diag

و C∗
cp = Ccop ، C∗

cop = Ccp هستند، خوددوگان C+ و Cpsd همچنین .Hf ∈ Ccop اگر تنها و اگر است مثبت

C∗
+off = {C ∈ S : cii = ٠, cij ≥ ٠, i ̸= j, i, j = ١, . . . , n} ,

C∗
+diag = {C ∈ S : cii ≥ ٠, cij = ٠, i ̸= j, i, j = ١, . . . , n}

نظر در را هسیان مهم و مختلف ترتیب های حال .[٧] Ccp ⊆ Cpsd ∩ C+ و C+ + Cpsd ⊆ Ccop کلی به صورت و
،(⪯dcx) محدب سوئی ،(⪯ccx) محدب جزئی ،(⪯cx) محدب ترتیب های برقرای برای کافی و لازم شرایط و می گیریم

می آوریم. بدست را (⪯cp) مثبت کاملا و (⪯cop) هم مثبت ،(⪯sm) سوپرمودولار

باشد، معین  نامنفی Ω′ −Ω اگر تنها و اگر X ⪯cx Y (i) .۴ . ٣ قضیه

،i, j هر برای ωij ≤ ω′
ij اگر تنها و اگر X ⪯dcx Y (ii)

،i ̸= j برای ωij = ω′
ij و ωii ≤ ω′

ii اگر تنها و اگر X ⪯ccx Y (iii)

،i ̸= j برای ωij ≤ ω′
ij و ،ωii = ω′

ii اگر تنها و اگر X ⪯sm Y (iv)

باشد، هم مثبت Ω′ −Ω اگر تنها و اگر X ⪯cp Y (v)

باشد، مثبت کاملا Ω′ −Ω اگر تنها و اگر X ⪯cop Y (vi)

دیگری و نامنفی یکی که ماتریس دو مجموع به صورت Ω′ − Ω اگر تنها و اگر X ⪯cp Y ،n ≤ ۴ برای (vii)
باشد، معین  نامنفی
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معین  نامنفی، هم و نامنفی هم Ω′ −Ω اگر تنها و اگر X ⪯cop Y ،n ≤ ۴ برای (viii)
.δ = δ′ و ξ = ξ′ فوق موارد همه در همچنین و i, j = ١, . . . , n برای

دادن قرار با و می باشند بالا در معرفی شده محدب مخروط های با هسیان ترتیب نوع از همگی (vi) تا (i) موارد اثبات.
برای همچنین می آیند. بدست Ω′−Ω ∈ H∗ و ٣ . ٣ قضیه در Ccop و Ccp ،C+off ،C+diag ،C+ ،Cpsd با به ترتیب H
از به ترتيب (viii) و (vii) موارد بنابراین می باشد. قرار بر Ccp = Cpsd ∩ C+ و C+ + Cpsd = Ccop همواره n ≤ ۴

می آيند. بدست (vi) و (v)

مذکور منبع در قسمت ها سایر اما است، گردیده اثبات نیز [۵] همکاران و امیری توسط ۴ . ٣ قضیه (iv) و (i) قسمت
است. نگرفته قرار بررسی مورد دیگر منابع یا

صعودی هسیان ترتیب ۴
توابع شامل ℓH کلاس می کنیم. بررسی را SMSN توزیع های خانواده برای صعودی هسیان ترتیب های قسمت، این در
شده تعریف توابع کلاس FH و صعودی توابع کلاس ℓ که بگیرید نظر در را ℓH = FH ∩ ℓ به صورت f : Rn → R
گوییم صعودی هسیان ترتیب را حاصل ترتیب ، ℓH توابع کلاس برای (۴ . ٢) رابطه برقراری صورت در باشند. (۵ . ٢) در
بیان SMSN خانواده در صعودی هسیان ترتیب برای کافی شرايط زیر، لم در می دهیم. نمایش X ⪯ℓH Y با را آن و

است. گردیده

.X ⪯ℓH Y آنگاه Ω′ −Ω ∈ H∗ و δ ≤ δ′ ،ξ ≤ ξ′ اگر .١ . ۴ لم

باشند. برقرار Ω′ −Ω ∈ H∗ و δ ≤ δ′ ، ξ ≤ ξ′ شرایط و باشد ℓH کلاس در f : Rn → R کنید فرض اثبات.
مورد نتیجه و گردیده برقرار (۴ . ٢) رابطه ،E(f(Y)− f(X)) برای [۵] در بدست آمده اتحاد استفاده با این صورت در

می آید. بدست نظر

در آنها برقراری برای کافی و لازم شرایط و مقاله این در بحث مورد مختلف صعودی هسیان ترتیب های ادامه، در
بخش، این در صعودی هسیان خاص ترتیب های از که است ذکر به لازم می دهیم. قرار بررسی مورد را SMSN خانواده
ترتیب ها سایر مورد در و شده گرفته قرار مطالعه مورد [۵] همکاران و امیری در معمول ترتیب برای کافی و لازم شرایط تنها
را (⪯st) معمول ترتیب کافی و لازم شرایط بخش، این ابتدای در است. نیامده بدست نتیجه ای دیگر متون و منبع این در

کرد. خواهیم بیان صعودی هسیان ترتیب از حاصل نتایج براساس

.Ω′ = Ω و δ ≤ δ′ ،ξ ≤ ξ′ اگر تنها و اگر X ⪯st Y .٢ . ۴ قضیه

شرایط δ ≤ δ′ ،ξ ≤ ξ′ و S∗ = {٠} از .f ∈ ℓS اگر تنها و اگر است صعودی f : Rn → R تابع اثبات.
که f(x) = g(⟨a,x⟩) دهید قرار و X ⪯st Y کنید فرض بالعکس، .X ⪯st Y بنابراین و می شود برقرار ١ . ۴ لم
E(g(⟨a,X⟩)) ≤ بنابراین و بوده صعودی نیز f این صورت در .a ∈ Rn

+ و است صعودی تابع یک g : R → R
،⟨a, ξ⟩ ≤ ⟨a, ξ′⟩ شرایط ٣ . ٢ لم و (٣ . ٣) از استفاده با سپس . ⟨a,X⟩ ⪯st ⟨a,Y⟩ اینکه یعنی E(g(⟨a,Y⟩))
حاصل لازم شرایط a = ei + ej و a = ei انتخاب با و می آیند بدست a⊤Ωa = a⊤Ω′a و ⟨a, δ⟩ ≤ ⟨a, δ′⟩

می گردد.

همگی كافی شروط مورد، اين در می كنيم. بررسی را SMSN خانواده در (⪯icx) محدب صعودی ترتیب ادامه، در
نيستند. ضروری

.X ⪯icx Y آنگاه باشد، معین نامنفی Ω′ −Ω و δ ≤ δ′ ،ξ ≤ ξ′ اگر (i) .٣ . ۴ قضیه

است. هم مثبت Ω′ −Ω و δ ≤ δ′ ،ξ ≤ ξ′ آنگاه X ⪯icx Y اگر (ii)
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١ . ۴ لم از نظر مورد نتیجه بنابراین و f ∈ ℓCpsd اگر تنها و اگر است محدب صعودی f : Rn → R تابع (i) اثبات.
می آيد. بدست

این صورت در .a ∈ Rn
+ که f(x) = g(⟨a,x⟩) و محدب صعودی g : R → R و X ⪯icx Y کنید فرض (ii)

.⟨a,X⟩ ⪯icx ⟨a,Y⟩ اینکه یعنی E(g(⟨a,X⟩)) ≤ E(g(⟨a,Y⟩)) تعریف براساس و بوده محدب صعودی f

که می آيند بدست a⊤Ωa ≤ a⊤Ω′a و ⟨a, δ⟩ ≤ ⟨a, δ′⟩ ،⟨a, ξ⟩ ≤ ⟨a, ξ′⟩ شرايط ،٣ . ٢ لم از استفاده با حال
می کنند. فراهم را شده داده ضروری شرایط

برای کافی و لازم شرایط زیر قضیه در و است صعودی هسیان ترتیب نوع از نیز (⪯ism) سوپرمودولارصعودی ترتیب
می آیند. بدست ترتیب این

برای ωij ≤ ω′
ij و i = ١, . . . , n برای ωii = ω′

ii ،δ ≤ δ′ ،ξ ≤ ξ′ اگر تنها و اگر X ⪯ism Y .۴ . ۴ قضیه
.i, j = ١, . . . , n ،i ̸= j

شرایط همان شده داده شرایط پس .f ∈ ℓC+off
اگر تنها و اگر است سوپرمودولارصعودی f : Rn → R تابع اثبات.

،[٣۶] در ۶٬٣٬٩ قضیه از استفاده با سپس .X ⪯ism Y کنید فرض بالعکس، .X ⪯ism Y بنابراین و بوده ١ . ۴ لم
شرایط ٣ . ٢ لم و Xi ⪯st Yi از می شوند. نتیجه a ∈ Rn

+ برای ⟨a,X⟩ ⪯icx ⟨a,Y⟩ و Xi ⪯st Yi ترتیب های
لم از استفاده و (٣ . ٣) سپس و ⟨a,X⟩ ⪯icx ⟨a,Y⟩ از همچنین می آیند. بدست ωii = ω′

ii و δi ≤ δ′i ،ξi ≤ ξ′i

هستند. صفر آن اصلی قطر عناصر و است هم مثبت Ω′ −Ω یعنی می آیند، بدست a⊤[Ω′ −Ω]a ≥ ٠ عبارات ٣ . ٢
و است نامنفی كه آمده بدست a⊤[Ω′ −Ω]a = ٢(ω′

ij − ωij) عبارت ساده محاسبات و a = ei + ej انتخاب با
می گردند. برقرار همگی نظر مورد لازم شرایط ترتیب بدین

بردار که حالتی در و آورده بدست را (⪯icp) صعودی مثبت کاملا ترتیب برای کافی و لازم شرایط بعدی، قضیه در
می شود. بیان دقیق تری کافی و لازم شرط نیز باشد متغیره ۴ حداکثر SMSN تصادفی

باشد. هم مثبت Ω′ −Ω و δ ≤ δ′ ،ξ ≤ ξ′ اگر تنها و اگر X ⪯icp Y (i) .۵ . ۴ قضیه

باشد، دوماتریس مجموع به صورت Ω′ −Ω و δ ≤ δ′ ،ξ ≤ ξ′ اگر تنها و اگر X ⪯icp Y ،n ≤ ۴ برای (ii)
معین  نامنفی. دیگری و نامنفی یکی

داده شده شرایط این بنابر و f ∈ ℓCcp اگر تنها و اگر است صعودی هم مثبت  f : Rn → R تابع (i) اثبات.
f(x) = g(⟨a,x⟩) و X ⪯icp Y کنید فرض بالعکس، .X ⪯icp Y نتیجه در و بوده ١ . ۴ لم شرایط همان
Hf ∈ Ccp که داد نشان می توان به راحتی است. محدب صعودی تابع یک g : R → R که a ∈ Rn

+ برای
شرايط ٣ . ٢ لم و (٣ . ٣) از حال .⟨a,X⟩ ⪯icx ⟨a,Y⟩ یعنی E(g(⟨a,X⟩)) ≤ E(g(⟨a,Y⟩)) بنابراین و
حاصل نظر مورد نتیجه ترتیب بدین و می آيند بدست a⊤Ωa ≤ a⊤Ω′a و ⟨a, δ⟩ ≤ ⟨a, δ′⟩ ،⟨a, ξ⟩ ≤ ⟨a, ξ′⟩

می گردد.
(i) از (ii) مورد بنابراین و است برقرار Ccp = Cpsd ∩ C+ و C+ + Cpsd = Ccop همواره n ≤ ۴ برای (ii)

می شود. حاصل

کاربرد ۵
ترتیب های با معادل سازی جهت را پیشین بخش دو در صعودی هسیان و هسیان ترتیب های از حاصل نتایج بخش، این در
مانند است، همبستگی ساختار براساس تحليل و مقايسه هدف كه متعددی زمينه های در می بریم. بکار خطی تصادفی
در می گردد. استفاده سوپرمودولار ترتيب  از ،[۴١] اقتصاد و [٣۴] بیمه علوم ، [٢٨] و [١٢] عملیاتی پژوهش های
ساختار برحسب تصادفی مقایسه چند و برده بکار SMSN مفصل های با سوپرمودولار ترتیب برای را نتایج بخش، این

می کنیم. بیان اعتماد قابلیت و بیمه اقتصاد، در را نتایج کاربرد سپس می کنیم. بیان تصادفی بردارهای همبستگی
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خطی ترتیب های ١ . ۵

کلی اندازه گیری یک از دارو، مختلف دوز با گروه هایی مقایسه  ی برای بالینی آزمایش های انجام نظیر زمینه ها از بسیاری در
نظر در مقایسه انجام منظور به تصادفی بردارهای از خطی ترکیبی آن در که می شود استفاده دوزها از وزنی میانگین بوسیله
ترکیب یک به وسیله مختلف کالاهای از متشکل بسته یک کلی (پولی) ارزش اقتصاد، بحث در به علاوه شود. می گرفته
می گردد. بیان کالاها (تعداد) کمیت از خطی ترکیب ضرایب عنوان به کالاها آن از واحد هر قیمت گرفتن نظر در با خطی
.[۴١] هستند حوزه ها این در خاصی معنی و مفهوم فاقد خطی تبدیل به جز دیگر تبدیلی) (یا تابع نوع هر گرفتن نظر در

می کنیم: تعریف را خطی تصادفی ترتیب  چند ابتدا قسمت این در

خطی ترتیب آنگاه باشد، برقرار g : R → R که f(x) = g(⟨a,x⟩) توابع همه برای (۴ . ٢) رابطه اگر .١ . ۵ تعریف
اگر گوییم (⪯lcx) خطی-محدب (ii) باشد، a ∈ Rn

+ و صعودی g اگر گوییم (⪯lst) خطی-معمول ترتیب (i) را حاصل
(iv) باشد، a ∈ Rn و محدب صعودی g اگر گوییم (⪯ilcx) خطی-محدب صعودی (iii) باشد، a ∈ Rn و محدب g

گوییم (⪯plcx) خطی-مثبت-محدب صعودی (v) باشد، a ∈ Rn
+ و محدب g اگر گوییم (⪯plcx) خطی-مثبت-محدب 

باشد. a ∈ Rn
+ و محدب صعودی g اگر

می كنيم. بيان هسيان چندمتغيره ترتيب های از يكی با معادل را فوق تعريف در بیان شده ترتیب های زیر، قضیه های در
می باشند صعودی هسیان یا هسیان ترتیب نوع از نیز SMSN توزیع های خانواده در خطی ترتيب های اين ديگر، عبارت به

می نماید. پیروی معادل چندمتغیره ترتیب از آنها برای کافی و لازم شرایط و

.X ⪯st Y اگر تنها و اگر X ⪯lst Y آنگاه باشند، (٣ . ١) در تصادفی بردارهای Y و X اگر .٢ . ۵ قضیه

شرایط ٣ . ٢ لم و (٣ . ٣) از استفاده با بنابراین و a ∈ Rn
+ برای ⟨a,X⟩ ⪯st ⟨a,Y⟩ آنگاه X ⪯lst Y اگر اثبات.

٢ . ۴ قضیه در کافی شرایط نتیجه در آمده بدست a⊤Ωa = a⊤Ω′a و ⟨a, δ⟩ ≤ ⟨a, δ′⟩ ،⟨a, ξ⟩ ≤ ⟨a, ξ′⟩
گرفت نتیجه می توان کلی به صورت آنگاه X ⪯lst Y اگر بالعکس، می گردد. حاصل X ⪯st Y ترتیب و گردیده برقرار

.[١۶] X ⪯st Y

معمول ترتیب کافی و لازم شرایط گردید. بیان معمول خطی ترتیب با معادل معمول، چندمتغیره ترتیب ٢ . ۴ قضیه در
بعد در ملاحظه ای قابل كاهش نتيجه، اين براساس می باشد. ۴ . ٣ قضیه در محدب ترتیب برای کافی و لازم شرایط همان
یک تنها انتخاب با را خطی-معمول ترتیب براساس مقایسه به ویژه، می گردد. ایجاد واحد بعد در مقايسه به چندگانه مقايسه
چندمتغیره ترتیب با (٣ . ١) تصادفی بردارهای مقایسه  ی بنابراین .[١۶] داد انجام می توان خطی ترکیب در ضرایب از بردار

است. یک متغیره معمول ترتیب یک تنها مقایسه  ی با معادل معمول،
و هسیان چندمتغیره ترتیب های از یکی با معادل محدب صعودی، و محدب نوع از خطی ترتیب های زیر، قضیه در

شده اند. بیان صعودی هسیان

بگیرید. نظر در را (٣ . ١) در Y و X تصادفی بردارهای .٣ . ۵ قضیه

. X ⪯cx Y اگر تنها و اگر X ⪯lcx Y (i)

.X ⪯cp Y اگر تنها و اگر X ⪯plcx Y (ii)

.X ⪯icp Y اگر تنها و اگر X ⪯iplcx Y (iii)

شرایط ٣ . ٢ لم و (٣ . ٣) از استفاده با پس .a ∈ Rn برای ⟨a,X⟩ ⪯cx ⟨a,Y⟩ آنگاه X ⪯lcx Y اگر (i) اثبات.
⪯cx ترتیب کافی شرایط نتیجه در می آيند. بدست a⊤[Ω′ − Ω]a ≥ ٠ و ⟨a, δ⟩ = ⟨a, δ′⟩ ،⟨a, ξ⟩ = ⟨a, ξ′⟩
داریم کلی به صورت آنگاه ،X ⪯cx Y اگر بالعکس، می گردد. حاصل X ⪯cx Y ترتیب و گردیده برقرار ۴ . ٣ قضیه در

.[۴١] X ⪯lcx Y
برای قبل، مورد اثبات مشابه .a ∈ Rn

+ برای ⟨a,X⟩ ⪯cx ⟨a,Y⟩ آنگاه X ⪯plcx Y کنید فرض (ii)
شرایط نتیجه در می آيند. بدست a⊤[Ω′ −Ω]a ≥ ٠ و ⟨a, δ⟩ = ⟨a, δ′⟩ ،⟨a, ξ⟩ = ⟨a, ξ′⟩ شرایط ،a ∈ Rn

+

و X ⪯cp Y کنید فرض بالعکس می گردد. حاصل X ⪯cp Y ترتیب و گردیده برقرار ۴ . ٣ قضیه در ⪯cp ترتیب کافی
یعنی Hf ∈ Ccp داد نشان می توان است. محدب تابعی g : R → R آن در که ،a ∈ Rn

+ برای ،f(x) = g(⟨a,x⟩)
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.X ⪯plcx Y یعنی E(g(⟨a,X⟩)) ≤ E(g(⟨a,Y⟩)) بنابراین .f ∈ FCcp
⟨a, ξ⟩ ≤ شرایط ٣ . ٢ لم از استفاده با .a ∈ Rn

+ برای ⟨a,X⟩ ⪯icx ⟨a,Y⟩ یعنی X ⪯iplcx Y دهید قرار (iii)
۵ . ۴ قضیه در ⪯icp ترتیب کافی شرایط نتیجه در می آيند. بدست a⊤[Ω′ −Ω]a ≥ ٠ و ⟨a, δ⟩ ≤ ⟨a, δ′⟩ ،⟨a, ξ′⟩
که ،a ∈ Rn

+ برای ،f(x) = g(⟨a,x⟩) و X ⪯icp Y کنید فرض بالعکس . X ⪯icp Y بنابراین و گردیده برقرار
یعنی E(g(⟨a,X⟩)) ≤ E(g(⟨a,Y⟩)) نتیجه در و f ∈ ℓCcp بنابراین است. محدب صعودی تابعی g : R → R

.X ⪯iplcx Y

یک از و....) تعداد وزن، (حجم، تصادفی مقادیر کدام هر Y = (Y١, . . . , Yn)
⊤ و X = (X١, . . . , Xn)

⊤ اگر
به ترتیب بسته ها این ارزش آنگاه باشد، کالاها این قیمت π = (π١, . . . , πn)

⊤ و باشند مختلف کالای n شامل بسته
ارزش است منطقی کالاها، قیمت و بازار در نوسانات و قیمت نبودن ثابت به دلیل بود. خواهند ⟨π,Y⟩ و ⟨π,X⟩
بوسیله بسته ها این ارزش مقایسه  ی ترتیب، بدین نماییم. مقایسه کالاها قیمت بودن نامشخص فرض با را بسته ها این
مهمی جایگاه از محدب ترتیب های اقتصاد، حوزه در همچنین بود. خواهد مثبت) ضرایب (با مثبت خطی ترتیب های
اساس، این بر می گیرند. نظر در محدب ترتیب های اساس بر گسترده ای بطور را اقتصادی متغیرهای نوسانات و برخوردارند

بود. خوهند X ⪯iplcx Y و X ⪯plcx Y ترتیب بسته ها، ارزش مخاطره مناسب مقایسه  ی

اقتصاد در کاربرد ٢ . ۵
مجموعه گرفت. نظر در [١٩] فرشه فضای در می توان را سوپرمودولار ترتيب اساس بر تصادفی بردارهای مقايسه
باشد X = (X١, . . . , Xn)

⊤ تصادفی بردارهای همه شامل اگر گوییم فرشه کلاس را ℜ(F١, . . . , Fn) ≡ ℜn

و X تصادفی بردارهای که کنید فرض مقاله این ادامه در باشد. Fi ،i = ١, . . . , n برای ، Xi حاشیه ای توزیع  تابع که
باشند زیر به صورت ℜn فضای در (٣ . ١) در Y

X ∼ SMSN n(ξ,ρ, δ), Y ∼ SMSN n(ξ,ρ
′, δ), (١ . ۵)

C : [٠, ١]n → [٠, ١] یکتای مفصل تابع [۴٣] اسکالار قضیه از استفاده با می باشند. همبستگی ماتریس ρ′ و ρ که
که بطوری است موجود

FX (x١, . . . , xn) = C(F١(x١), . . . , Fn(xn);ρ),

FY (y١, . . . , yn) = C(F١(y١), . . . , Fn(yn);ρ
′),

Yi و Xi يكسان حاشیه ای تجمعی توزیع تابع Fi و (١ . ۵) در تصادفی بردارهای تجمعی توزیع تابع FY و FX که
معادل داد نشان می توان به راحتی و می باشند ρij ≤ ρ′ij ترتیب براساس تصادفی مقایسه های ادامه در می باشند.
ماتریس های ρ′ و ρ همبستگی ماتریس های به اساس، برهمین می باشند. Corr(Xi, Xj) ≤ Corr(Yi, Yj) با

گوييم. تعميم يافته همبستگی
اگر گوییم X از هماهنگ تر را Y ، (⪯conc) هماهنگی ترتیب در

Pr(X ≤ t) ≤ Pr(Y ≤ t), Pr(X ≥ t) ≤ Pr(Y ≥ t), t ∈ Rn, (٢ . ۵)

نیز و یکدیگر با معادل را (١ . ۵) تصادفی بردارهای هماهنگی ترتیب .[٢۶] می دهیم نمایش X ⪯conc Y با را آن و
معادل اند. مولفه ها بین همبستگی  مقادیر ترتیب با همگی که می باشند سوپرمودولار ترتیب با معادل

معادلند: هم با زیر موارد .۴ . ۵ قضیه

،Corr(Xi, Xj) ≤ Corr(Yi, Yj) (i)

،X ⪯sm Y (ii)

،X ⪯conc Y (iii)

.X ⪯plcx Y (iv)
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قسمت که همبستگی ترتیب از قوی تر هماهنگی ترتیب نیز و است هماهنگی  ترتیب از قوی تر سوپرمودولار ترتیب اثبات.
می آید. بدست نظر مورد نتیجه [۵] همکاران و امیری در ٣٬۵ قضیه از استفاده با بنابراین است. (i)

هر می باشد. همبستگی ضرایب مقایسه با معادل SMSN خانواده در وابستگی ساختار مقایسه ،۴ . ۵ قضیه براساس
بود خواهند بالاتری وابستگی میزان دارای باشند مثبت) جهت (در بیشتر دوی دوبه همبستگی دارای مولفه ها که اندازه
متعدد توزیع های بودن دارا با SMSN گسترده خانواده در چندمتغیره، نرمال توزیع خانواده همچون بنابراین، بالعکس. و
وابستگی ساختار بررسی برای مناسب جایگزینی و ابزار همبستگی ضریب نیز برجستگی و چولگی مختلف درجات با

می باشد.
این ثابت غیر قیمت π و باشند مختلف کالای n شامل متفاوت بسته دو مقادیر (١ . ۵) در Y و X کنید فرض حال
در می گیریم. بکار را X ⪯plcx Y ترتیب ها، بسته این ارزش نوسانات و مخاطره آمیزی مقایسه  ی برای آنگاه باشد، کالاها
مقدارهمبستگی دارای مولفه ها یعنی باشد داشته کمتری نوسانات و مخاطره آمیزی که می شود داده ترجیح بسته ای صورت این

باشند. کمتری هماهنگی با مولفه هایی دارای معادل بطور یا باشند کمتری
لگاریتمی) (بصورت درآمد به قیمت نسبت یا مالی بازگشت های توزیع به برازش برای SMSN خانواده های از برخی
درآمد به قیمت میزان یا بازگشت میزان (١ . ۵) تصادفی بردارهای که کنید فرض حال .[٣] می باشند زیادی کاربرد دارای
بصورت و...) کدام هر ارزش سهم، تعداد (برحسب مختلف وزن های دارای مجموعه ها این اگر باشند. تایی n مجموعه دو
میانگین پرکاربرد شاخص از مجموعه ها، این درآمد به قیمت یا بازگشت نسبی رشد محاسبه برای آنگاه باشند. π١, . . . , πn

بازگشت هندسی میانگین لگاریتم ترتیب به d٢ = ⟨π,Y⟩ و d١ = ⟨π,X⟩ حالت این در نمود. استفاده می توان هندسی
و باشد نظر مورد نسبی رشد لگاریتم θ پارامتر کنید فرض همچنین است. فوق مجموعه های درآمد به قیمت نسبت یا
با دلخواه محدب زیان تابع هر L(θ, d) و شوند گرفته نظر در d٢ و d١ برآوردگرهای ترتیب به Y و X مشاهدات براساس
براساس و بالا فرضیات گرفتن نظر در با حال باشد. ،i = ١, ٢ برای ،Rdi(θ) = E (L(θ, di)) متناظر مخاطره تابع
بنابراین و i, j = ١, . . . , n برای Corr(Xi, Xj) ≤ Corr(Yi, Yj) اگر تنها و اگر Rd١(θ) ≤ Rd٢(θ) ،۴ . ۵ قضیه
بالعکس. و بود خواهد بالاتر هم آن نسبی رشد لگاریتم مخاطره و نوسانات باشد، بیشتری همبستگی داری که مجموعه ای
کمتری مخاطرات و نوسانات دارای آن نسبی رشد باشند، منفی تری همبستگی دارای مجموعه اعضای هرچه نتیجه، در

بود. خواهد
بازه در توسعه حال در کشور ١٧ و یافته توسعه کشور ١۶ بازارهای هفتگی بازگشت [١۵] همکاران و کریستوفرسن
کشورهای مجموعه بین در بازگشت همبستگی های که دادند نشان و دادند قرار مطالعه مورد را ٢٠٠٩ تا ١٩٧٣ سال زمانی
به آنها است. معناداری صعودی روند دارای زمان طول در توسعه درحال کشورهای مجموعه بین در نیز و یافته توسعه
بورس و مالی بازارهای از مجموعه هایی بازگشت میزان در همبستگی روند مطالعه به که نمودند اشاره متعددی مقاله های
توزیع از آنها بازگشت ها، در برجستگی و چولگی وجود به دلیل بوده اند. صعودی روندهای دارای همبستگی ها و پرداخته
الگوها تغییرات تحلیل برای ( گاما توزیع دارای η و k(η) = η−

١
٢ مقیاس تابع با SMSN توزیع خاص (حالت چوله-تی

کردند. استفاده زمان طول در همبستگی ها روندهای و
کشورهای مجموعه به مربوط بازده به ترتیب Et = (Et,١, . . . , Et,١٧) و Dt = (Dt,١, . . . , Dt,١۶) کنید فرض
و ρt = [ρt,ij] به ترتیب نیز آنها همبستگی ماتریس های و باشند t سال در مطالعه مورد توسعه حال در و توسعه یافته

فوق، اطلاعات اساس بر باشند. ρ′
t = [ρ′t,ij]

ρt,ij ≤ ρt+h,ij, ρ′t,ij ≤ ρ′t+h,ij, h = ١, . . . , t, t+ h = ١٩٧٣, . . . , ٢٠٠٩.

مجموعه دو هر در نسبی رشد نوسانات بنابراین .Et ⪯sm Et+h و Dt ⪯sm Dt+h می شود نتیجه ۴ . ۵ قضیه از بنابراین
توابع قرینه اینکه به توجه با همچنین است. یافته افزایش مذکور سال های طول در توسعه درحال و یافته توسعه کشورهای

می آیند بدست زیر عبارت های ،[٢۶] می باشند سوپرمودولار (-Var(.)) نمونه واریانس و (-R(.)) نمونه دامنه

E(R(Dt)) ≥ E(R(Dt+h)), E(R(Et)) ≥E(R(Et+h)),

E(V ar(Dt)) ≥ E(V ar(Dt+h)), E(V ar(Et)) ≥E(V ar(Et+h)).

روند زمان طول در توسعه درحال و توسعه یافته کشورهای مجموعه دو هر در بازگشت ها انتظار مورد پراکندگی نتیجه در
است. داشته نزولی
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بیمه در کاربرد ٣ . ۵

می دهند. نمایش (⪯sl) با را آن و می شود نامیده زیان بس ترتیب بیمه علوم در متغیره یک محدب صعودی تصادفی ترتیب
و بوده S ′ از کمتر S مخاطره آمیزی که است معنی  بدین S ⪯sl S

′ آنگاه باشند، مخاطره آمیز ویژگی دو S ′ و S اگر
معینی دوره طول در X = (X١, . . . , Xn)

⊤ مبالغ با بیمه نامه n شامل مجموعه یک حال می شود. داده ترجیح بنابراین
محاسبه S =

∑n
i=١ Xi به صورت دوره طول در مجموع مطالبات کل صورت این در بگیرید. نظر در ساله یک مثلا

باشد. Y = (Y١, . . . , Yn)
⊤ مقادیر با دیگری مجموعه مطالبات مجموعه S ′ =

∑n
i=١ Yi کنید فرض می گردد.

مقدار اینصورت در می باشد. عضو N تصادفی تعداد با مجموعه هایی گرفتن نظر در جمعی، مدل های از دیگری نوع
N از مستقل هریک در مولفه ها که بود خواهند S ′

N =
∑N

i=١ Yi و SN =
∑N

i=١ Xi ترتیب به مجموعه ها این کل
مجموعه دو مخاطره آمیزی مقایسه  ی برای بیمه علوم در می باشد. نامنفی صحیح مقادیر با تصادفی متغیر یک N و می باشند
را ⪯sl ترتیب می خواهیم حال می گردد. استفاده زیان بس ترتیب از گسترده ای به صورت آن ها همبستگی ساختار برحسب
و X = (X١, . . . , Xn)

⊤ تصادفی بردارهای ، N = n هر برای منظور، بدین بیاوریم. بدست بالا دوحالت هر در
برای مجموعه درون همبستگی براساس شرایط زیر قضیه در می گیریم. نظر در را (١ . ۵) در Y = (Y١, . . . , Yn)

⊤

می گردد. ارایه زیان بس، ترتیب براساس کل، مقادیر تصادفی مقایسه

سپس بگیرید. نظر در ρ′ و ρ درایه های مقدار ميانگين ترتیب به را ρ̄′ و ρ̄ مقادیر .۵ . ۵ قضیه

،ρ̄ ≤ ρ̄′ اگر تنها و اگر S ⪯sl S
′ (i)

،ρ̄ ≤ ρ̄′ اگر SN ⪯sl S
′
N (ii)

.ρ ≤ ρ′ اگر تنها و اگر SN ⪯sl S
′
N آنگاه ،ρ′ij = ρ′|i−j| و ρij = ρ|i−j| یا ρ′ij = ρ′ و ρij = ρ اگر (iii)

گردد. مراجعه [۵] همکاران و امیری به (i) قسمت اثبات برای اثبات.
[٣۶] اگر تنها و اگر است برقرار SN ⪯sl S

′
N ترتیب آنگاه .ρ̄ ≤ ρ̄′ کنید فرض (ii) قسمت اثبات برای

E (max {SN − t, ٠}) ≤ E (max {S ′
N − t, ٠}) , t ∈ R. (٣ . ۵)

(٣ . ٣) رابطه از استفاده با

SN | {N = n} ∼ SMSN ١
(
nξ̄, n٢ρ̄, nδ̄

)
,

S ′
N | {N = n} ∼ SMSN ١

(
nξ̄, n٢ρ̄′, nδ̄

)
قسمت و مکرر ریاضی امید خاصیت سپس و (٣ . ۵) از استفاده با سپس .δ̄ =

∑n
i=١ δi/n و ξ̄ =

∑n
i=١ ξi/n که

می آید. بدست نظر مورد نتیجه (i)
زیرا گردد برقرار باید ρ ≤ ρ′ آنگاه .SN ⪯sl S

′
N کنید فرض می دهيم. نشان را ضروری قسمت تنها (iii) قسمت در

و گردیده برقرار S ′
N | {N = n} ⪯sl SN | {N = n} ترتیب ،n هر برای (i)، قسمت نتیجه طبق صورت این غیر در

E (max {S ′
N − t, ٠} |N = n) ≤ E (max {SN − t, ٠} |N = n) , t ∈ R,

می گردد. S ′
N ⪯sl SN آشکار تناقض به منجر مکرر ریاضی امید خاصیت از استفاده و (٢ . ١) به توجه با که

است SMSN خانواده از مهم و خاص عضو یک که چوله -تی توام توزیع با نامه بیمه ٣ شامل بسته هایی زیر مثال در
همبستگی مقادیر متوسط برحسب زیان بس ترتیب و گردید) معرفی ٢ . ١ بخش انتهای در توزیع (این شده گرفته نظر در

است. آمده بدست مولفه ها بین موجود
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۶ . ۵ مثال برای πi(t) منحنی :١ شکل

طول در بیمه نامه ٣ شامل یک هر و بسته ۴ مبالغ توام توزیع را ، i = ١, . . . , ۴ ، Xi ∈ ℜ٣ تصادفی بردار .۶ . ۵ مثال
زیر بصورت آزادی، درجه ٣ با متغیره سه چوله -تی توزیع دارای یکساله، دوره یک

Xi ∼ ST ٠٣)٣,ρi, (−٠٫ ٢۵, ٠٫ ٠٠, ٠٫ ۵٠)⊤, ν = ٣)

با

ρ١ =

 ١ −٠٫ ۵ ٠
−٠٫ ۵ ١ ٠

٠ ٠ ١

 , ρ٢ =

 ١ −٠٫ ۵ ٠
−٠٫ ۵ ١ ٠٫ ۵

٠ ٠٫ ۵ ١

 ,

ρ٣ =

 ١ ٠٫ ۵ ٠
٠٫ ۵ ١ ٠
٠ ٠ ١

 , ρ۴ =

 ١ ٠٫ ٢۵ ٠٫ ۵
٠٫ ٢۵ ١ ٠٫ ٢۵
٠٫ ۵ ٠٫ ٢۵ ١


بدست زیر یک متغیره چوله -تی بصورت فوق بسته های از یک هر مبالغ مجموع توزیع ،(٣ . ٣) از استفاده با بگیرید. نظر در

می آیند
Si ∼ ST ١ (٠, i+ ١, ٠٫ ٢۵, ν = ٣) , i = ١, . . . , ۴.

می آیند بدست زیر بصورت آنها زیان بس تبدیل ،(٣ . ۵) براساس فوق، مجموع های زیان بس ترتیب بررسی برای

πi(t) = E (max {Si − t, ٠}) =
∫ +∞

t

Pr (Si ≥ u) du

نمود. محاسبه R افزار نرم در sn بسته از استفاده با آنرا می توان و بوده یک متغیره چوله -تی بقای تابع Pr (Si ≥ u) که
مقادیر متوسط است. شده ترسیم ١ شکل در t ∈ [−٣, ۶] برای آن نمودار یکدیگر، با πi(t) توابع آشکار مقایسه جهت
مشاهده ١ شكل به باتوجه همچنين . ٠/۵۶ و ٠/۴۵ ، ٠/٣۴ ، ٠/٢٣ از عبارتند ترتيب به فوق بسته هاي درون همبستگی
مقادیر متوسط هرچه بسته ها اینکه یعنی S١ ⪯sl S٢ ⪯sl S٣ ⪯sl S۴ بنابراین .π١ ≤ π٢ ≤ π٣ ≤ π۴ كه می شود

داشت. خواهند کمتری مخاطره و بوده کوچکتر زیان بس ترتیب در باشند داشته کمتری همبستگی

اعضای همبستگی مقادیر افزایش با مجموعه یک کل مخاطره آمیزی سطح شد، ذکر بالا در که نتایجی به توجه با
برای زیان بس ترتیب همچنین بالعکس. و می شود بیشتر مجموعه هماهنگی میزان افزایش با معادل طور به یا مجموعه
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به صورت هم با یکسان همبستگی  مقادیر داری مولفه هایی با مخاطره مجموعه یک یا مولفه ای دو مخاطره مجموعه یک
با مولفه دو برای زیان بس ترتیب دادند نشان [١٨] جیوارتز و دن است. بیان قابل مولفه ها بین هماهنگی ترتیب با معادل
حالت در مشابهی نتیجه [٢٧] زانکاس و لاندسمان است. معادل مجموعه ها در همبستگی مقادیر ترتیب با مثبت مقادیر
چولگی یا چولگی و مجموعه ابعاد حیث از ۵ . ۵ قضیه در شده ارائه نتیجه آوردند. بدست بیضوی توزیع های برای دومتغیره

است. کاربرد قابل وسیع تری طیف در مولفه ها در برجستگی با توام

اعتماد قابلیت در کاربرد ۴ . ۵
در T(١) ≤ . . . ≤ T(n) بصورت را آنها متناظر ترتیبی آماره های و T١, . . . , Tn عمر طول با مولفه n دارای سیستمی
طول باشد، موازی به صورت که صورتی در و T(١) آن عمر طول باشد، سری به صورت سیستم که صورتی در بگیرید. نظر
و مستقل مؤلفه های از متشکل موازی و سری سیستم های تصادفی مقایسه متعددی نویسندگان بود. خواهد T(n) آن عمر
و برمال زن ، [٢] همکاران و قنبری به نمونه برای داده اند. قرار مطالعه مورد را مفصل ها براساس همبسته مولفه های نیز

نمایید. مراجعه [۴] همکاران و امیری و [١] همکاران
عمر طول تصادفی مقایسه و بررسی به باشند، همبسته و LSMSN توزیع دارای ها Ti اینکه فرض با قسمت، این در
تصادفی بردارهای می کنیم فرض می پردازیم. سیستم مولفه های عمر طول همبستگی اساس بر موازی و سری سیستم های

باشند زیر بصورت همبسته مولفه n دارای سيستم دو عمر طول بردارهای T′ و T

T = (T١, . . . , Tn)
⊤, T′ = (T ′

١, . . . , T
′
n)

⊤, (۴ . ۵)
(١ . ۵) در تصادفی بردارهای مولفه های Yi و Xi و ،i = ١, . . . , n برای ،T ′

i = exp(Yi) و Ti = exp(Xi) که
می باشند.

ترتیب براساس مولفه هایشان بین همبستگی میزان برحسب موازی نیز و سری سیستم  دو عمر طول زیر، قضیه در
جهت (در بیشتر همبستگی با مولفه های دارای آنکه سری، سیستم دو در اساس، براین شده اند. مقایسه معمول تصادفی
با مولفه های دارای آنکه موازی، سیستم دو برای اما داشت. خواهد بیشتری عمر طول تصادفی بصورت باشد مثبت)

داشت. خواهد بیشتری عمر طول تصادفی بصورت باشد (منفی تر) کمتر همبستگی

اگر باشند. بهم همبسته مولفه n با سيستم دو عمر طول (۴ . ۵) در T′ و T تصادفی بردارهای کنید فرض .٧ . ۵ قضیه
.T ′

(n) ⪯st T(n) و T(١) ⪯st T
′
(١) آنگاه ،i, j = ١, . . . , n ،i ̸= j بازای ،Corr(Ti, Tj) ≤ Corr(T ′

i , T
′
j)

همچنین .[۵] می گردد برقرار T ⪯sm T′ ترتیب نتیجه در .Corr(Ti, Tj) ≤ Corr(T ′
i , T

′
j) می کنیم فرض اثبات.

و [٣٠] می باشند سوپرمودولار تابعی ،t ∈ R هر برای ،f٢(x) = ١{x(n)≤t} و f١(x) = ١{x(١)≥t} نشانگر توابع
می گردد. حاصل نظر مورد نتیجه و بوده برقرار فوق توابع برای (۴ . ٢) رابطه بنابراین

سیستم عمر طول مثبت، جهت در مولفه ها عمر طول همبستگی افزایش با سری، سیستم یک در ،٧ . ۵ قضیه براساس
منفی تر)، همبستگی (شدت همبستگی مقدار کاهش با موازی سیستم یک در اما می یابد. افزایش نیز تصادفی بصورت
همبستگی نقش بررسی به مثالی ذکر با فوق، نتیجه تشریح منظور به می يابد. افزايش تصادفی بصورت سیستم عمر طول
مولفه ۵ شامل سیستمی منظور، بدین می پردازیم. آن ها عمر طول تصادفی ترتیب در سیستم مولفه های عمر طول بین

می گیریم. نظر در را ( δ = ٠ و K(η) = ١ با LSMSN خاص (حالت لگ نرمال عمر طول با بهم همبسته

۴ مولفه های عمر طول تصادفی بردارهای ،i = ١, . . . , ۴ ،T i = (Ti١, . . . , Ti۵)
⊤ ∈ ℜ۵ کنید فرض .٨ . ۵ مثال

بصورت یکسان همبستگی مقادیر با متغیره پنج لگ نرمال توام عمر طول توزیع با مولفه هایی دارای هریک که باشند سیستم
می باشند زیر

Ti ∼ LN ۵ (٠۵,ρi) , ρi = ρiI۵ + (١ − ρi)١۵١⊤
۵ ,

سیستم های و سری سیستم های برای .٠٫ ٧ و ٠٫ ۴ ، ٠٫ ١ ، −٠٫ ٢ از عبارتند ترتیب به ،i = ١, . . . , ۴ ، ρi مقادیر که
از عبارتند آنها بقای تابع و می باشند Ti(۵) = max {Ti} و Ti(١) = min {Ti} ترتیب به آنها عمر طول فوق، موازی

S١i(t) = Pr(Ti(١) ≥ t) = Φ۵ (− log(t)١۵,ρi) ,

S۵i(t) = Pr(Ti(۵) ≥ t) = ١ − Φ۵ (log(t)١۵,ρi) .
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(سمت موازی سیستم و راست) (سمت سری سیستم برای ٨ . ۵ مثال عمر طول سیستم های بقا توابع نمودار :٢ شکل
لگ نرمال توزیع از همبسته مولف ۵ با چپ)

تابع از استفاده با فوق بقای توابع مولفه هایشان، بین همبستگی مقدار برحسب فوق سیستم های عمر طول مقایسه برای
شده ترسیم ٢ شکل در آن نمودارهای و گردیده محاسبه R افزار نرم در mnormt بسته طریق از چندمتغیره نرمال توزیع

بنابراین .S۵١ ≥ S۵٢ ≥ S۵٣ ≥ S۵۴ و S١١ ≤ S١٢ ≤ S١٣ ≤ S١۴ که می شود مشاهده است.

T(١)١ ⪯stT(١)٢ ⪯st T(١)٣ ⪯st T۴(١),

T۴(۵) ⪯stT٣(۵) ⪯st T٢(۵) ⪯st T١(۵).

مثبت) جهت (در بیشتر همبسته مولفه های با سیستم سری، حالت در که می شود مشاهده آمده بدست نتایج به توجه با
جهت کمتر(در همبستگی آنکه بالعکس موازی سیستم های مورد در اما داشت خواهد بیشتری عمر طول تصادفی بصورت

داشت. خواهد بیشتری عمر طول تصادفی بصورت باشد داشته منفی)

نظر در LSMSN و SMSN خاص حالت های عنوان به لگ نرمال و چوله-تی توزیع های ٨ . ۵ و ۶ . ۵ مثال های در
در نیز گسترده خانواده این اعضای از دیگری مختلفی انواع با راحتی به می توان را مثال ها این که کنید توجه شدند. گرفته

نمود. ارزیابی آنها براساس را نتایج صحت و گرفت نظر

واقعی داده با مثال ۵ . ۵
مختلف متغیرهای شامل داده مجموعه این می گیریم. نظر در را استرالیا ورزش انستیتو داده های مجموعه قسمت این در
تحليل در گسترده ای بطور و است شده آوری جمع استرالیایی زن ورزشکار ١٠٠ و مرد ورزشکار ١٠٢ جسمانی ویژگی از
در ها داده مجموعه اين شده اند. گرفته بكار و.... چوله-تی چوله-نرمال، ويژه به نامتقارن توزيع های از استفاده با داده ها
(Fe) پلاسما فریتین و (LBM) بدن چربی بدون توده قسمت این در است. موجود R افزار نرم از ais افزاری نرم بسته
می گیریم. نظر در Y٢ و Y١ با زنان گروه در و X٢ و X١ تصادفی متغیرهای با مردان گروه دو در ترتیب به را ورزشکاران

از مربوطه داده های می دهد نشان که است شده ارایه ١ جدول در داده ها فیشر برجستگی و چولگی ضریب مقادیر
اين به برازش برای SMSN خانواده توزیع های از یکی جهت، بدین برخوردارند. ملاحظه ای قابل برجستگی نیز و چولگی

باشد. مناسب می تواند داده ها
درستنمایی، ماکزیمم روش به و Y = (Y١, Y٢)

⊤ و X = (X١, X٢)
⊤ بعدی دو تصادفی بردارهای گرفتن نظر در با

است: شده برازش داده ها به زیر بصورت دومتغیره چوله-تی توزیع 

X ∼ ST ٢(ξ̂, Ω̂, δ̂, ν̂ = ١۴), Y ∼ ST ٢
ˆ(ξ′, Ω̂′, δ̂′, ν̂ = ١۴), (۵ . ۵)
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برجستگی و چولگی مقادیر :١ جدول
برجستگی چولگی متغیر جنسیت

٠/۵۵ ٠/٢٧ LBM
٠/٨ ٠/٨۶ Fe

مرد

٠/٣٨ -٠/٣ LBM
٢/۴۶ ١/٣٢ Fe

زن
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Observed values and fitted distribution

برآورد چندك-چندک راست) (سمت و (میانی)احتمال-احتمال كانتور، سطوح و پراکندگی چپ) (سمت نمودار :٣ شکل
مرد. ورزشكاران Fe و LBM برای شده

از عبارتند فوق برآوردهای که

ξ̂ = (٧۴/٩۶٣٢١, ٣١/۴٧۴۶۴)⊤, ξ̂
′
= (۵۶/٠۴۶۵, ١٩/٣٢٧۶)⊤,

δ̂ = (−٠/۴٧١۵۵١۴, ٧٧/٢۵٢٢٣۴۶)⊤, δ̂
′
= (−١/٢۶٠٧٣٧, ۴۴/٢۶۶۶١٨)⊤, (۶ . ۵)

Ω̂ =

[
٨٢/٩۶٠٢٢۶٧ ١/١۵۴۴٢٢
١/١۵۴۴٢٢ ۶١١٢/۴٩٨۶۶٣

]
, Ω̂

′
=

[
۴١/١٨٨١۵ −۴٨/٧٨١٢٢
−۴٨/٧٨١٢٢ ١٩٩٧/٣۵٩٧٣

]
.

چندک- نمودار نیز و (P-P) احتمال-احتمال نمودار توام، احتمال چگالی تابع کانتور سطوح با داده ها پراکنش نمودار
۴ و ٣ شکل های در ترتیب به زن ورزشکاران نیز و مرد ورزشکاران برای داده ها به شده برازش توزیع (Q-Q) چندک

می دهند. نشان را گروه دو هر داده های به شده داده برازش توام توزيع بودن مناسب كه است شده داده نمايش

دارای Ω̂− Ω̂′ همچنین . δ̂ ≥ δ̂′ ،ξ̂ ≥ ξ̂′ که می شود مشاهده ، (۶ . ۵) در آمده بدست برآوردهای از استفاده با
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برآورد چندك-چندک راست) (سمت و (میانی)احتمال-احتمال كانتور، سطوح و چپ)پراکنش (سمت نمودار :۴ شکل
زن. ورزشكاران Fe و LBM برای شده
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نیز و هم مثبت Ω̂ − Ω̂′ نتیجه در .۴١/١۶٠٠١ و ۴١١۵/٧۵١٠٠ از عبارتند آن ویژه مقادیر و است نامنفی درایه های
است. معین مثبت

عنوان به و است برقرار X ⪰icx Y محدب-صعودی ترتیب ٣ . ۴ قضیه از (i) قسمت از استفاده با بنابراین،
چون نماییم. مقایسه را زن و مرد ورزشکاران از گروه دو میانگین بردار می توانیم تصادفی، ترتیب این برقراری از نتیجه ای
برای میانگین بردار یعنی ،E (X) ≥ E (Y) که گرفت نتیجه توان می لذا است برقرار محدب-صعودی تصادفی ترتیب
مردان در شاخص دو هر میانگین همزمان بطور بنابراین است. بوده بیشتر زن ورزشکاران با مقایسه در مرد ورزشکاران
و چولگی وجود بدلیل چندمتغیره، تحلیل در مرسوم روش های براساس فرضیه ای چنین بررسی است. بوده زنان از بیشتر

است. مواجه جدی چالش های با گروه ها، واریانس ماتریس نبودن یکسان نیز و داده ها در ملاحظه قابل برجستگی
صعودی مثبت کاملا ترتیب ۵ . ۴ قضیه از استفاده با و (۶ . ۵) در آمده بدست برآوردهای گرفتن نظر در با همچنین
ترتیب یعنی X ⪰iplcx Y گرفت نتیجه می توان ٣ . ۵ قضیه از (iii) قسمت از بنابراین می گردد. برقرار X ⪰icp Y
هر نتیجه این براساس است. برقرار نامنفی β٢ و β١ هر برای β١X١ + β٢X٢ ⪰icx β١Y١ + β٢Y٢ محدب-صعودی
نسبت را بزرگتری مقادیر صعودی، محدب ترتیب مفهوم به بگیریم، درنظر را مرد ورزشکاران شاخص های از وزنی ترکیب

بود. خواهد بیشتر نیز آن میانگین نتیجه در و داشت خواهد زنان گروه شاخص های براساس مشابه ترکیب به
بدین می گیریم. نظر در آنها شده استاندارد مقادیر براساس را زن و مرد گروه دو در شاخص دو این مقایسه حال
و Zi = (Xi − ξi)/

√
ωii بصورت Z′ = (Z ′

١, Z
′
٢)

⊤ و Z = (Z١, Z٢)
⊤ شده استاندارد متغیرهای منظور

توزیع ،(٣ . ٣) نیز و (۶ . ۵) در آمده بدست برآوردهای براساس می شوند. تعریف ،i = ١, ٢ ، Z ′
i = (Yi − ξ′i)/

√
ω′
ii

از عبارتند شده استاندارد مقادیر برای توام

Z ∼ ST ٠)٢, ρ̂, δ̂٠, ν̂ = ١۴), Z′ ∼ ST ٠)٢, ρ̂′, δ̂′
٠, ν̂ = ١۴),

از عبارتند فوق برآوردهای که

δ̂٠ = (−٠٫ ٠۵٢, ٠/٩٩)⊤, δ̂٠
′
= (−٠/١٩۶, ٠/٩٩)⊤,

ρ̂ =

[
١ ٠/٠٠٢

٠/٠٠٢ ١

]
, ρ̂′ =

[
١ −٠/١٧

−٠/١٧ ١

]
.

می آید. بدست Z ⪰ism Z′ بصورت استاندارشده مقادیر برای سوپرمودولارصعودی ترتیب ۴ . ۴ قضیه از استفاده با حال
،Zi ⪰st Z ′

i یعنی می شود، نتیجه دوبردار مولفه های بین معمول تصادفی ترتیب نیز سوپرمودولارصعودی، ترتیب از
ورزشکاران از کمتر تصادفی بصورت زن ورزشکاران گروه در Fe نیز و LBM شده استاندارد مقادیر بنابراین .i = ١, ٢
است. بوده مرد ورزشکاران از کمتر زن ورزشکاران در شاخص ها این از یک هر شده استاندارد میانگین نتیجه در است. مرد

نتیجه گیری ۶
هسیان و هسیان ترتیب اساس بر SMSN توزیع های خانواده در تصادفی بردارهای تصادفی مقایسه  ی مورد در مقاله، این در
ترتیب های بوسیله خانواده این از تصادفی بردارهای مقایسه  ی برای کافی و لازم شرایط آمد. بدست مختلفی نتایج صعودی

گرفتند. قرار بررسی مورد متعددی
صعودی هسیان یا هسیان ترتیب های از یکی با معادل هریک و گرفته بحث مورد مختلفی خطی ترتیب های همچنین
حالت در كه می باشند صعودی هسيان يا هسيان ترتيب عنوان به SMSN خانواده در خطی ترتیب های این گردیدند. بیان
نظر در آن معادل خطی ترتیب با می توان را حاصل خطی متغیره چند ترتیب نتیجه، این از استفاده با نيست. چنين كلی

داشت. خواهد معادل چندمتغیره مقایسه  ی در ملاحظه ای قابل بعد کاهش کار این که گرفت
همبستگی مقادیر حسب بر مختلفی مقایسه های آن براساس و گردید بحث سوپرمودولار ترتیب مورد در مختلفی نتایج
ارائه مولفه ها همبستگی مقادیر متوسط ترتیب با معادل SMSN مولفه های با مجموعه دو زیان بس ترتیب شد. انجام
از توزیعی دارای که مجموعه هایی در درآمد به قیمت نسبت یا بازگشت نسبی رشد مخاطره   مقایسه  ی برای همچنین شدند.
هماهنگی ترتیب و همبستگی مقادیر ترتیب با معادل ⪯plcx ترتیب همبستگی، ساختار حسب بر باشند، SMSN خانواده
مورد آنها مولفه های همبستگی مقدار برحسب موازی و سری سیستم دو عمر طول تصادفی ترتیب همچنین، گردیدند. بیان
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آمده بدست نتایج گردید. تفسیر مقاله نتایج از برخی استرالیا ورزش انستیتو داده های از استفاده با گرفتند. قرار بررسی
بررسی زمینه، این در است. شده ارائه برجستگی و چولگی از مختلفی درجات با توزیع هایی خانواده از گسترده ای طیف در
چوله-بیضوی و چوله-نرمال مقیاس-شکل آمیخته خانواده های نظیر دیگری خانواده های در تصادفی مقایسه  ی جهت شرایط

باشد. توجه جالب می تواند نیز

تشکر و تقدیر
ویراستار و داوران ارزشمند نظرات و پیشنهادها از مجله، تحریریه هیئت محترم اعضای از تشکر ضمن مقاله نویسندگان

دارند. را قدردانی و تشکر کمال گردید آن سطح ارتقاء موجب که مقاله محترم
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Abstract: In this paper, we compare the random vectors from the scale-mixture of multivariate skew-
normal distributions, based on Hessian orderings. The necessary and sufficient conditions for this type of
ordering are studied and by considering some convex cones, the results are expressed for some important
cases. In the following, the increasing Hessian ordering and necessary and sufficient conditions for some
important cases are investigated. Also, the linear orderings, based on usual and convex orderings, have
been discussed and it has been shown that these linear orderings in the family of multivariate scale mixture
of skew-normal distributions, are of the Hessian order type. The supermodular and concordance orderings,
as the important tools of dependence ordering, are obtained as equivalent to the order of correlations and
using these results, the order of risk or oscillations of different portfolios in economics is explained as
the order of their correlations. In the insurance context, the order of risk of aggregate claims in different
portfolios is obtained as equivalent to the order of average of correlations within the portfolios. Also, in
the reliability context, the order of lifetimes of parallel and series systems can be expressed in terms of
correlations of system components.

Keywords: Hessian orders, Convex cone, Correlation order, Stop-loss order, Parallel system, Series sys-
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