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فضاهاي در را وزن دار شرطي اميد عملگرهاي اساسي نرم کارلسون، روش هاي از استفاده با ما مقاله، اين در چکيده:
نتايج مي آوريم. بدست ارزي هم شرط يک عملگرها اين فشردگي براي ما نتيجه، يک به عنوان مي زنيم. تخمين برگمن

مي دهد. گسترش است، حاصل شده برگمن فضاهاي در ضربي عملگرهاي براي که را مشابهي نتايج ما،

اساسي. نرم شرطي، اميد برگمن، فضاي شرطي، کارلسون اندازه کليدي: واژه هاي

32A36, 47A30, 47L05, 30H20, 30L05 رياضي: ردهبندي

مقدمه ۱
يک بود. روسي رياضي دان کولموگروف، کرد مطرح اعداد نظريه از شاخه اي به عنوان را احتمال نظريه ،۱۹۹۳ سال در که کسي اولين بار براي
بررسي يک درخواست وي که بود رياضيات در حل نشده مسائل موضوع با پاريس در هيلبرت معروف سخنراني مسير، اين در عطف نقطه
است. ضروري آن، مباني موفقيت آميز بحث براي علم يک خاص نظريه هاي کامل فهم هيلبرت اعتقاد به داد. را احتمال نظريه مورد در نظام مند
گرفته نظر در نيز هيلبرت فضاي يک روي عملگرهاي به عنوان بلکه نمي شوند؛ مرتب سازي اندازه پذير توابع به عنوان تنها تصادفي متغيرهاي
استفاده بدون که ناشمارايند زيادي نمونه فضاهاي يافت. گسترش به تدريج که شد مطرح نيز نيومان فون توسط تئوري، اين چنين مي شوند.
است. بورل بنام مجموعه هاي به خود محدودکردن راهکارها، از يکي است. ناممکن آنها سؤالات از بعضي به پاسخ دادن پيشرفته، رياضيات از
در اصل در که شرطي اميد مفهوم بود. چبيشف نمود، استفاده کامل به طور رياضي اميدهاي و تصادفي متغيرهاي مفاهيم از که کسي اولين
يکي تابعي آناليز نظريه مي گيرد. قرار مورداستفاده عملگرها از رده اي بررسي در که است مهمي ابزارهاي از يکي مي شود مطالعه احتمال نظريه
فضاي روي وزن دار ترکيبي عملگر عملگرها، اين از يکي است. عملگرها نظريه آن مهم زيرشاخه از يکي که است رياضي مهم شاخه هاي از
حل در که کاربردي به علت فشردگي خصوصاً و اساسي نرم کران داري، عملگرها، ويژگي هاي بين از است. برگمن فضاي مانند تحليلي توابع
اساسي نرم است. اثبات شده [۱] در شرطي اميد وزن دار ترکيبي عملگر کران داري برخوردارند. ويژه اي اهميت از دارند ديفرانسيل معادلات
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درباره زيادي مهم مقالات .[۵] است گرفته قرار موردمطالعه برگمن فضاهاي در گسترده به طور و تابعي فضاهاي در کران دار، خطي عملگرهاي
دارد، وجود برگمن فضاهاي در وزن دار ترکيبي عملگرهاي و ضرب عملگرهاي ترکيبي، عملگرهاي مانند کران دار عملگرهاي اساسي نرم هاي
و برگمن فضاي بين عملگر يک به عنوان شرطي اميد مفهوم توجه به با مي خواهيم مقاله اين در نمود. مطالعه را [۸ ،۲] مي توان به عنوان مثال
شرطي اميد وزن دار ترکيبي عملگر فشردگي شرايط و اساسي نرم محاسبه به وزن دار، ترکيبي عملگر يک به صورت ضربي عملگر با آن ترکيب

بپردازيم.

مقدمات و تعاريف ۲
مساحت اندازه مي کنيم. تعريف T = {z ∈ C : |z| = ١} را يکه دايره و يکه قرص D = {z ∈ C : |z| ≤ ١}
آن در که dA(z) =

١
π
dxdy =

١
π
rdrdθ مي دانيم که همان طور مي دهيم. نمايش dA با را Dدر (A(D) = ١) نرماليزه

.z = x+ iy = reiθ

در تحليلي توابع تمام فضاي ،D از Lp,α
a = Lp,α

a (D) (وزن دار) برگمن فضاي ،−١ < α < +∞ و ٠ < p < +∞ براي
که است Lp(D, dAα)

dAα(z) = (α + ١)(١− |z|٢)αdA(z).

داريم: ،f ∈ Lp(D, dAα) که جا هر گويند. (α + ١)(١− |z|٢)α وزن تابع اساس بر مساحت را جديد تعريف اين

∥f∥p.α =

[∫
D
|f(z)|pdAα(z)

]١/p

.

،٠ < p < براي١ اين، بر علاوه است. باناخ فضاي يک ∥.∥p.α نرم درنظرگرفتن ,Lp(Dبا dAα)فضاي ،١ ≤ p < براي∞
است. کامل متري فضاي يک Lp(D, dAα) فضاي d (f, g) = ∥f − g∥pp.α توسط تعريف شده متر باتوجه به

(X ,A, µ |A) طوري که به بوده M از زيرسيگماجبر يک A و کامل متناهي سيگما اندازه فضاي (X ,M, µ) مي کنيم فرض
مشخص X در L٠(M)با مختلط اندازه پذير توابع -M صفر) اندازه از مجموعه اي هم ارز (کلاس هاي از خانواده اي باشد. سيگما متناهي نيز
نظر در را Lp(A) = Lp(X ,A, µ|A) و Lp(M) = Lp(X ,M, µ) ،١ ≤ p < ∞ براي اين، بر علاوه شد. خواهد
نامنفي منحصربه فرد اندازه پذير - A تابع ،f ∈ L٠(M) نامنفي تابع هر براي رادون-نيکوديم قضيه از نتيجه يک به عنوان مي گيريم.
نسبت f از شرطي اميد EA(f) تابع .

∫
∆

E(f)dµ =
∫
∆

fdµ ،∆ ∈ A همه براي بطوري که دارد وجود EA(f) ∈ L٠(A)

مي نامند. A به
اميد نامنفي منحصربه فرد عملگر تحت Lp

a(D) = Lp,٠
a (D) آنگاه ،EAPα = PαEA باشيم داشته Lp(D,M,A)در اگر

D در لبگ اندازه پذير مجموعه هاي از سيگماجبر M مي کنيم فرض .EA(L
p
a(D)) ⊆ Lp

a(D) بطوري که، است، پايا EA شرطي
،z ∈ D و D در φ تحليلي غيرثابت خودريخت نگاشت براي است. مرتبط شرطي اميد عملگر E = EA و است Mزيرجبر A باشد،

مي کنيم: تعريف D٠ = {ζ ∈ D : φ′(z)(ζ) ̸= که{٠ جا هر

cz = {ζ ∈ D٠ : φ(ζ) = φ(z)}.

از حداکثر cz سطح مجموعه ،z ∈ D هر براي به طوري که کنيم پيدا را n ∈ N بتوانيم اگر است متناهي چندگانگي داراي φنگاشت
باشد. تشکيل شده نقطه n

به وسيله توليدشده زيرسيگماجبر A = A(φ) از استفاده با

{φ−١(U) : U ⊂ C است {باز

به نسبت A ◦ φ−١ متناهي اندازه زيرا است؛ متناهي مقدار همه جا تقريباً h = dA◦φ−١

dm
، C در m لبگ اندازه براي مي کنيم. تعريف را
.(A ◦ φ−١ ≪ m) است پيوسته مطلقاً m

Lp در عملگر اين مهم ويژگي هاي از برخي باشند، E شرطي اميد عملگر تعريف دامنه از اعضايي · · · و g ،f توابع مي کنيم فرض
از: عبارت اند

.E(f) ≤ E(g) آنگاه باشند، f ≤ g شرط با مقدار حقيقي g و f اگر (۱
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.E(af) = aE(f) آنگاه باشد، اندازه پذير - A تابع f و مقدار مختلط تابع a اگر (۲

.E|fg| ≤ (E|f |p)
١
p )(E|g|q)

١
q آنگاه ، ١

p
+ ١

q
= ١ و g ∈ Lp(Σ) ،f ∈ Lp(Σ) اگر (۳

.(E|f |)p ≤ E|f |p (۴

.E(١) = ١ (۵

شود: مي بيان زير تعريف و لم با ،Lp.α
a در شرطي اميد عملگر

f ∈ Lp
a(D) هر براي آنگاه ،A = A (φ) باشيم φداشته : D → Dچندپارگي متناهي خودنگاشت براي مي کنيم فرض [۴] .۱ . ۲ لم

داريم:

EA(f)(ζ) =

∑
ζjϵcz

f(ζj(w))

|φ′(ξjw)|٢∑
ζjϵcz

١
|φ′(ξjw)|٢

.

.E(L٢
a(D)) ⊆ L٢

a(D) آنگاه ،EP = PE اگر
به صورت که ωتابع همچنين

ω(ζj) =

١
|φ′(ζj(w))|٢∑

ζjϵcz
١

|φ′(ζj(w))|٢

است. ثابت D در ωآنگاه ،EP = PE اگر به خصوص است. ثابت سطح، مجموعه هر در مي شود، تعريف

از سيگماجبر از زيرسيگماجبر يک A اگر .α, β > و١− ٠ < p < ∞ باشد، D در تحليلي تابع يک u مي کنيم فرض .۲ . ۲ تعريف
T (f)(z) = مي شود: تعريف بدين صورت Lp.α

a در T = MuEA وزن دار شرطي اميد عملگر آنگاه باشد، لبگ اندازه پذير مجموعه هاي
است. تحليلي تابع يک EA(f) ،z ∈ Dو٠ f ∈ Lp.α

a هر براي آن در که u(z)EA(f)(z)

توسط فوق، ارائه شده متر بر علاوه

β(a, z) =
١
٢
log

١+ ρ(a, z)

١− ρ(a, z)
a, z ∈ D

مي نامند). نيز D در پوانکاره متر يا برگمن هايپربوليک را آن جاها بعضي (در گويند برگمن متر را آن که مي شود تعريف D در ديگري متري
داريم: ازاين رو

β(٠, z) =
١
٢
log

١+ |z|
١− |z|

, z ∈ D.

است. پايا برگمن متر
مي کنيم فرض ، r > و٠ a ∈ D هر براي

D(a, r) = {z ∈ D : β(a, z) < r}

شعاع و مرکز با ديسک D(a, r) براي β(a, z) از استفاده با ،s = tanh r که هرکجا باشد. r شعاع با برگمن متر ديسک مرکز a اگر
زير اقليدسي

C =
١− s٢

١− s٢|a|٢
a, R =

١− |a|٢

١− s٢|a|٢
s

L٢
a(D) در Kz منحصربه فرد تابع يک که مي دهد نشان ريس نمايش قضيه باشد، z ∈ D اگر مي دانيم که همان طور مي شود. تعريف

داريم f ∈ L٢
a(D) همه براي به طوري که دارد وجود

f(z) =

∫
D
f(w)Kz(w)dA(w).
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D بر برگمن هسته را K(z, a) باشد، K(z, a) = Kz(a) به وسيله تعريف شده D × D در تابع يک K(z, a)کنيم مي فرض
توابع اين بر علاوه . K(z, w) = ١

(١−za)٢
که نامند

Kα(ω, z) =
١

(١− wz)٢+α
z, ω ∈ D

باشيم داشته اگر گويند. D از (وزن دار) برگمن هسته هاي را

ka(z) =
K(z, a)√
K(a, a)

=
١− |a|٢

(١− āz)٢

مرتبط اند. موبيوس گروه با مستقيم به طور برگمن هسته توابع مي نامند. L٢(D) از شده نرمال هسته هاي را آن و ka(z) ∈ L٢
a(D) آنگاه

.|φ′
a(z)| = |ka(z)| ، a, z ∈ D همه براي که مي دهد نتيجه اين است. برابر ka(z) با z در φa مشتق ديد مي توان به راحتي

،p > ٠ که D در متناهي مثبت بورل اندازه µ مي کنيم فرض مي کنيم. يادآوري را شرطي کارلسون اندازه و تعميم يافته کارلسون اندازه حال
M ⊆ Lα,p

a (D) زير فضاي بسته يک اگر است Lα,p
a (D) در تعميم يافته کارلسون اندازه - (Lα,p

a (D), p) يک µ مي گوييم باشد.
داريم: f ∈ M براي به طوري که باشد داشته ∫وجود

D

|f(z)|pdµ ≤ C ∥f∥p
Lα,p
a

.

دهيم قرار ،A زير سيگما جبرهاي بعضي براي اگر اين، بر علاوه

M = Lα,p
a (A) = EA(L

α,p
a (D))

به طوري که باشد داشته وجود C > ٠ يک هرگاه است Lα,p
a (D) از شرطي کارلسون اندازه - (Lα,p

a , p) يک µ که مي گوييم آنگاه
f ∈ Lα,p

a (D) همه ∫براي
D٠

|EA(f)(z)|pdµ ≤ C ∥f∥p
Lp,α
a

.

کارلسون اندازه - (Lα,p
a , p) يک µβ

u اگر تنها و اگر است کران دار Lp,β
a به Lp,α

a از MuE عملگر اين که نشان دادن .۳ . ۲ ملاحظه
کرده ايم تعريف زير به صورت که را Ψα

a (µ)(z) تابع .α > −١ و ١ < p < ∞ مي کنيم فرض است. آسان باشد، Lα,p
a در شرطي

است: تعريف خوش

Ψα
a (µ)(z) =

∫
D٠

(
١− |a|٢

|١− az|٢

)(٢+α)

dµ(z).

مي کنيم. يادآوري را [۹ ،۱] از نتايجي اينجا در مي کنيم. ثابت برگمن فضاهاي در کران داري براي را معادل شرايط از برخي ادامه در

همچنين، .α, β > −١ ،٠ < p < ∞ و باشد D در بورل کران دار اندازه يک µ و تحليلي تابع يک u مي کنيم فرض [۱] .۴ . ۲ لم
MuE وزن دار شرطي اميد عملگر آنگاه است، D بر غيرثابت تحليلي خودريختي نگاشت يک φ آن در که A = A(φ) مي کنيم فرض

به طوري که a, z ∈ D٠ = {z ∈ D : φ′(z) ̸= ٠} براي C باشد داشته وجود اگر تنها و اگر است کران دار Lp,β
a به Lp,α

a از

lim sup
|a|→١

∫
D٠

(
(١− |a|٢)
|١− āz|٢

)

(α+٢)

dµβ
u(z) ≤ C.

براي آنگاه باشند، چگال X در چندجمله اي ها که ويژگي اين با است D در تحليلي توابع از باناخ فضاي يک X مي کنيم فرض [۹] .۵ . ۲ لم
هر براي به طوري که باشد داشته وجود C > ٠ مثبت ثابت يک اگر فقط و اگر ∥fn − f∥ → ٠ (n → +∞) ،f ∈ X هر

است. تعريف شده X در Snf = fn ضابطه با Sn عملگر که ∥Sn∥ < C ،n > ١

مي شود. همگرا نرمش به Lp
a(dAα) به متعلق تابع هر تيلور سري آنگاه ،α > −١ و ١ < p < +∞ مي کنيم فرض [۹] .۶ . ۲ لم
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ناميده هولدر نابرابري اوقات گاهي که داريم را کوشيشوارتس نامساوي از تعميمي ادامه در آنگاه ، ١
p
+ ١

q
= ١ و p ∈ (١,∞) اگر

∫∣∣∣∣مي شود:
X

f(x)g(x)dµ(x)

∣∣∣∣ ≤ [∫
X

|f(x)|
p

dµ(x)

] ١
p
[∫

X

|g(x)|qdµ(x)
] ١

q

.

باشيم داشته همچنين و باشد D در بورل مثبت اندازه يک µ و ٠ < r < ١ مي کنيم فرض [۳] .۷ . ۲ لم

N∗
r = sup

|a|≥r

∫
D

(
١− |a|٢

|١− āz|٢

) (٢+α)q
p

dµ(z).

٠ < p ≤ q < ∞ براي آنگاه باشيم، داشته را Dr = {z ∈ D : |z| < r} تعريف و کارلسون اندازه - (Lp,α
a , q) يک µ اگر

. ∥µr∥ ≤ MN∗
r داريم آنگاه باشد، مطلق ثابت يک M اگر اين بر علاوه .µr = µ |D\Dr داريم

fp,α
an (z) =

(
١−|an|٢

)(٢+α)/p

(١−anz)٢(٢+α)/p توابع براي آنگاه ،|an| → ١ به طوري که باشد D در دنباله يک an مي کنيم فرض .۸ . ۲ ملاحظه
.
∥∥f p,α

an

∥∥
Lp,α
a

= ١ و f p,α
an → ٠ داريم

آنگاه باشد، هماني نگاشت If = f که جا هر مي کنيم فرض داريم، را f(z) =
∑∞

k=٠ akz
k ،D در f تحليلي تابع براي

خصوص دراين .Rnf(z) =
∑∞

k=n+١ akz
k ازاين رو مي کنيم تعريف را Rn = I − Kn و Knf(z) =

∑n
k=٠ akz

k

برقرارند. زير لم هاي

.∥Knf − f∥v −→ ٠ آنگاه ، f ∈ Lp
a(vdA) و ١ < p < ∞ اگر [۷] .۹ . ۲ لم

اين بر علاوه .∥Rnf∥v −→ ٠ آنگاه ،f ∈ Lp
a(vdA) و ١ < p < ∞ اگر [۷] .۱۰ . ۲ لم

sup{∥Rnf∥ : n ≥ ١} < ∞.

يک اساسي نرم که مي کنيم يادآوري بزنيم. تخمين برگمن فضاهاي در را MuE وزن دار شرطي عملگر اساسي نرم داريم قصد اينجا در
يعني مي باشد، فشرده عملگرهاي تا T از فاصله T خطي عملگر

∥T∥e = inf{∥T −K∥ : K is compact}.

دارد. T عملگر فشردگي و کران داري با مستقيم رابطه T خطي عملگر يک اساسي نرم
تخمين زدن بنابراين باشد، فشرده T اگر تنها و اگر ∥T∥e = و٠ باشد کران دار T اگر تنها و اگر ∥T∥e < +∞ که مي دانيم

.∥T∥e ≤ ∥T∥ است واضح مي شود. T فشردگي و کران داري شرايط برقراري به T∥e∥منجر
که مي دهد نشان مستقيم محاسبات آنگاه باشد، انعکاسي باناخ فضاي Y و Y به X از کران دار خطي عملگر يک X مي کنيم فرض
فضاهاي ازآنجاکه مي کند. بازي عملگرها فشردگي مشکل در را جالبي نقش اساسي نرم داريم، [۶] در که همان طور .∥T∥e = ∥T ∗∥e

.∥(EMu)
∗∥e = ∥MūE∥eپس ،(EMu)

∗ = MūE و انعکاسي اند برگمن
مي کنيم. پيدا بعدي قضيه در |MuE |e براي بالا کران  يک ابتدا

اصلي نتايج ۳
کران دار Lq,β

a به Lp,α
a از MuE اگر . α, β > −١ و ١ < p < ∞ باشد، D در تحليلي تابع يک u مي کنيم فرض .۱ . ۳ قضيه

آنگاه باشد.،
∥MuE∥e ≤ lim inf

n→∞
∥MuERn∥ .

داريم، n هر براي ۱۰ . ۲ و ۹ . ۲ لم هاي از استفاده با است، فشرده Kn و (Rn +Kn)f = f چون اثبات.

∥MuE∥e ≤ ∥MuERn +MuEKn∥e ≤ ∥MuERn∥e ≤ ∥MuERn∥ .

. ∥MuE∥e ≤ lim inf
n→∞

∥MuERn∥ ازاين رو
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مي آوريم. دست به برگمن فضاهاي در MuE کران دار عملگر اساسي نرم براي را پايين و بالا کران هاي بعدي، قضيه در اکنون،

کران دار Lp,β
a به Lp,α

a از MuE اگر . α, β > −١ و ١ < p < ∞ باشد، D در تحليلي تابع يک u مي کنيم فرض .۲ . ۳ قضيه
، a, z ∈ D٠ = {z ∈ D : φ′(z) ̸= ٠} براي به طوري که دارد وجود C > ١ ثابت مقدار آنگاه باشد،

lim sup
|a|→١

∫
D٠

(
(١− |a|٢)
|١− āz|٢

)

(α+٢)

dµβ
u(z) ≤ ∥MuE∥e ≤ C lim sup

|a|→١

∫
D٠

(
(١− |a|٢)
|١− āz|٢

)

(α+٢)

dµβ
u(z).

داريم: ۱ . ۳ قضيه از استفاده با مي کنيم. ثابت را بالا کران ابتدا اثبات.

∥MuE∥e ≤ lim inf
n→∞

∥MuERn∥ ≤ lim inf
n→∞

sup
∥f∥

L
p,α
a

≤١
∥(MuERn)f∥Lp,β

a
.

که مي شود نتيجه شرطي اميد ويژگي هاي از استفاده با همچنين

∥(MuERn)f∥pLp,β
a

=

∫
D٠

|u(z)|p|ERnf(z)|pdAβ(z)

=

∫
D٠

|ERnf(z)|pdµβ
u(z)

≤
∫
D٠

|Rnf(z)|pdµβ
u(z).

داريم: ثابت ٠ < r < ١ هر ∫براي
D٠

|Rnf(z)|pdµβ
u(z) =

∫
D٠\(٠,r)

|Rnf(z)|pdµβ
u(z) +

∫
D(٠,r)

|Rnf(z)|pdµβ
u(z)

= M r
١,n +M r

٢,n.

Rn ازآنجاکه، ۶ . ۲ لم و برگمن فضاي دوگان از استفاده با و مي نامند برگمن هسته را Kw(z) = ١
(١−wz)(٢+α) مي کنيم يادآوري

داريم: هولدر نامساوي از استفاده با و است خودالحاق

|Rnf(z)|p = |⟨Rnf,Kz⟩|p

= |⟨f,Rn
∗Kz⟩|p

= |⟨f,RnKz⟩|p

≤ ∥f∥p
Lp,α
a

∥RnKz∥p
L

p
p−١ ,α
a

.

تيلور سري از |RnKz(w)| ≤
∑∞

k=n+١ (k + ١)rk برآورد به دست آوردن براي ، z ∈ D و باشد ثابت ٠ < r < ١ اگر

Kz(w) =
∑∞

k=٠
(k + ١)zkwk

به طوري که دارد وجود بزرگي کافي به اندازه n ، ε > ٠ هر براي ازاين رو، مي کنيم. ∫استفاده
D٠

|RnKz(w)|pdAα(z) < εp

و
|Rnf(z)|p ≤ εp ∥f∥p

Lp,α
a

.

است. Lα,p
a شرطي کارلسون اندازه - (Lα,p

a , p) يک ،µβ
u است، کران دار Lp,β

a به Lp,α
a از MuE چون

ترتيب بدين
M r

٢,n ≤ εp ∥f∥p
Lp,α
a

µu(Dr) ≤ εp ∥f∥p
Lp,α
a

∥u∥p
L

p
p−١ ,β
a

.
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داريم: n −→ ∞ و ثابت r براي ازاين رو
sup

∥f∥
L
p,β
a

≤١
M r

٢,n −→ ٠.

داريم: کنيم استفاده ۷ . ۲ لم و قضيه۳ . ۲ ،µβ
u,r = µβ

u |D٠\Dr برابري از اگر ديگر، طرف از

M r
١,n =

∫
D٠\Dr

|Rnf(z)|pdµβ
u,r(z) ≤ K

∥∥µβ
u,r

∥∥∥Rnf∥pLp,β
a

≤ KCMN∗
r ∥f∥

p

Lp,β
a
.

تعريف شده اند. ۷ . ۲ لم در N∗
r و r و u از مستقل ثابت هاي M و C ، K آن در که

حاصل ∥Knf∥pLp,β
a

≤ C∥f∥p
Lp,β
a
, نابرابري و مثلث نابرابري از که ∥Rnf∥pLp,β

a
≤ C∥f∥p

Lp,β
a

نابرابري از نيز اينجا در
، n → ∞ اگر و شده حاصل Lp

a فضاي توابع با ∥(MuERn)f∥pLp,β
a

ماکزيمم مي کنيم. استفاده به دست آمده، ۶ . ۲ و ۵ . ۲ لم هاي از
داريم: آنگاه

lim inf
n→∞

sup
∥f∥

L
p,β
a

≤١
∥(MuERn)f∥Lp,β

a
≤ K

∥∥µβ
u,r

∥∥∥Rnf∥pLp,β
a

≤ lim inf
n→∞

KCMN∗
r

= KCMN∗
r .

داريم: آنگاه ، r −→ ١ اگر .∥MuE∥pe ≤ KCMN∗
r بنابراين

∥MuE∥pe ≤ KCM lim
r→١

N∗
r

≤ KCM sup
|a|−→١

∫
D٠

(
١− |a|٢

|١− āz|٢

)(٢+α)

dµβ
u(z).

Lp,β
a به Lp,α

a از H ثابت فشرده عملگر ۸ . ۲ ملاحظه از استفاده با و fa = kp,α
a مي کنيم فرض مي کنيم. ثابت را پايين کران اکنون

درنتيجه ،∥Hfa∥Lp,β
a

→ ٠ آنگاه ،|a| → ١ اگر مي گيريم. نظر در را

∥MuE −H∥ ≥ lim sup
|a|→١

∥(MuE −H)(f ,α
a )∥Lp,β

a

≥ lim sup
|a|→١

(∥MuE(f p,α
a )∥Lp,β

a
− ∥H(fa)∥Lp,β

a
)

= lim sup
|a|→١

∥MuE(f p,α
a )∥Lp,β

a
.

بنابراين

∥MuE∥qe ≥ lim sup
|a|→١

∥MuE(f p,α
a )∥p

Lp,β
a

≈ lim sup
|a|→١

∫
D٠

(
(١− |a|٢)
|١− āz|٢

)

(α+٢)

dµβ
u(z) ∥fp,α

a ∥p
Lp,β
a

.

مي شود. زير نتيجه ادامه در قبل قضيه هاي و لم ها از استفاده با

کران دار Lp,β
a به Lp,α

a از MuE اگر باشد. α, β > −١ و ٠ < p < ∞ تحليلي، تابع يک D در u مي کنيم فرض .۳ . ۳ نتيجه
اگر تنها و اگر است فشرده Lp,β

a به Lp,α
a از MuE وزن دار شرطي اميد عملگر باشد.،

lim sup
|a|→١

∫
D٠

(
(١− |a|٢)
|١− āz|٢

)

(α+٢)

dµβ
u(z) = ٠.
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مثال
باشد: شده تعريف زير به صورت En و p = α = ٠ مي کنيم فرض .۴ . ۳ مثال

En = {z ∈ D٠ :

∣∣∣∣z − a

|a|

∣∣∣∣ < ٢n+١)١− |a|)} n = ٠, ١, ٢, ٣, ...

برقراراند: زير ،نامساوي هاي |a| > ٣
۴ که a ∈ D هر براي اين صورت در

١− |a|٢

|١− āz|٢
≤ ٢

١− |a|٢
a ∈ E١

١− |a|٢

|١− āz|٢
≤ ٢

٢٢n(١− |a|٢)
a ∈ En \ En−١.

داشت: خواهيم u تحليلي تابع و β هر براي اين صورت در ،f(z) = ١−|a|٢

(١−āz)٢
اگر

∥MuE∥e ≤ ∥MuE∥ ≤ ∥MuEA(
١− |a|٢

(١− āz)٢
)∥٢

L٢,β
a

=

∫
D٠

|E(
١− |a|٢

(١− āz)٢
)|٢|u(z)|٢dAβ(z)

=

∫
D٠

|E(
١− |a|٢

(١− āz)٢
)|٢dµβ

u(z)

≤
∫
D٠

E(

∣∣∣∣∣ ١− |a|٢

(١− āz)٢

∣∣∣∣∣
٢

)dµβ
u(z)

≤
∫
D٠

(
١− |a|٢

|١− az|٢

)٢

dµβ
u(z)

≤
∫
E١

(
١− |a|٢

|١− az|٢

)٢

E(١)dµβ
u(z)

+
∞∑
n=٢

∫
En\En−١

(
١− |a|٢

|١− aω|٢

)٢

dµβ
u(z)

≤
∞∑
n=١

۴
(٢٢n(١− |a|٢((٢

∫
D٠

dµβ
u(z)

=
۴

١۵(١− |a|٢(٢
∫
D٠

dµβ
u(z). (۱)

است. شده تعريف
∫
D |u(z)|

p
dAβ(z)به صورت µβ

u آن در که
داريم: را D٠ بر برگمن ديسک هاي براي زير تساوي ديگر طرفي از

sup
z∈D(a,r)

∣∣∣∣∣ ١− |a|٢

(١− āz)٢

∣∣∣∣∣
٢

=
(١+ tanh(r) |a|)۴

(١− |a|٢(٢
,
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آنگاه

lim sup
|a|→١

∫
D٠

(
(١− |a|٢)
|١− āz|٢

)

(α+٢)

dµβ
u(z) =

(١+ tanh(r) |a|)۴

(١− |a|٢(٢
∫
D٠

dµβ
u(z). (۲)

که مي دهند نتيجه (۲) و (۱) رابطه هاي ،٠ ≤ r < ١ براي

۴
١۵

≤ (١+ tanh(r) |a|)۴.
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