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۳-بعدي سوپر-اينشتيني لورنتسي لي گروه  هاي

حاجي بدلي علي ، * آتش پيکر پروانه

ايران بناب، بناب، دانشگاه پايه، علوم دانشکده رياضي، گروه

آذرپناه فريبرز مسئول: دبير

۱۴۰۰/۵/۱۰ پذيرش: تاريخ ۱۴۰۰/۱/۳۰ دريافت: تاريخ

سوپر- شرط اساس بر را سه بعد از همگن خمينه هاي به عنوان سه بعدي لورنتسي لي گروه هاي مقاله، اين در چکيده:
ارائه را اينشتيني سه بعدي لورنتسي لي گروه هاي از کاملي طبقه بندي ابتدا منظور اين براي مي کنيم. طبقه بندي اينشتيني
ادامه در مي کنيم. مطالعه لي گروه هاي اين روي را سوپر-اينشتيني شرط آمده به دست طبقه بندي براساس سپس داده،
کودازي و کيلينگ شرايط يعني اينشتيني گون شرايط شده ارائه  طبقه بندي از هندسي توصيف هاي برخي بررسي به منظور
همگن سه بعدي لورنتسي خمينه هاي انتها، در مي کنيم. بررسي سوپر-اينشتيني سه بعدي لورنتسي لي گروه هاي روي را

مي دهيم. ارائه غيرهمگن مثال هاي به عنوان را سوپر-اينشتيني يک مرتبه انحنايي

يک. مرتبه انحنايي همگن کيلينگ، کودازي، سوپر-اينشتيني، لي، گروه کليدي: واژه هاي

53B30; 53C30; 22E15 رياضي: ردهبندي

مقدمه ۱
انحناي تانسور R(X, Y ) = [∇X ,∇Y ] − ∇[X,Y ] و لوي-سويتا التصاق ∇ سه بعدي، لورنتسي خمينه (M, g) کنيد فرض
با ريچي تانسور با متناظر Q ريچي عملگر و ϱ(X, Y ) = tr{Z 7→ R(Z,X)Y } به  صورت ϱ ريچي تانسور باشد. آن
بين اين از است، اهميت حائز بسيار ديفرانسيل هندسه در خمينه روي ذاتي متر ايجاد مي شود. تعريف ϱ(X, Y ) = g(Q(X), Y )
(M, g)شبه ريماني خمينه مي شوند. گرفته درنظر مفروض ديفرانسيل پذير خمينه هاي روي مترها متمايزترين به عنوان اغلب اينشتيني مترهاي
ثابتي مضرب ريچي تانسور يعني کند. صدق ϱ = cg رابطه در c حقيقي مقدار يک ازاي به ϱ ريچي تانسور هرگاه مي شود، ناميده اينشتيني

.[۱۲] است اينشتيني ثابت انحناي با خمينه هر که باشيد داشته توجه باشد. متر از
شده معرفي ريماني هندسه در ميانگين مقدار قضاياي چارچوب در [۱۰] ويلمور و گري توسط بار اولين سوپر-اينشتيني خمينه مفهوم

ثابت ∥R∥٢ براي هرگاه مي شود، ناميده سوپر-اينشتيني ،(M, g) سه بعدي اينشتيني خمينه است.

Ř =
∥R∥٢

n
g, (۱ . ۱)
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که است (٠, ٢) نوع از متقارن تانسوري ميدان Ř و مي شود تعريف ∥ · ∥٢ = ⟨·, ·⟩ به صورت دلخواه تانسور نرم آن در که باشد، برقرار
به صورت

Řij = RiabcRabc
j , (۲ . ۱)

اما است. ريچي تانسور از بعد تانسورها ساده ترين جبري، لحاظ از که مي کند ايجاد طبيعي ريماني پاياي Ř تانسوري ميدان مي شود. تعريف
سوپر-اينشتيني شرط ببينيد.). را [۱۶۵ صفحه ،۲] منبع مثال (براي است نشده جلب تانسور اين به زيادي توجه مقالات در که مي رسد نظر به
ثابت اسکالر انحناي با مماس واحد کره کلاف هاي به مربوط و است شده بررسي ژئودوزيک کره هاي چارچوب در [۶] در ونهک و چن توسط
S : g 7→

∫
M
∥R∥٢ انحناي تابعک براي موازي) ريچي تانسور با متر کلي تر، حالت در (يا فشرده اينشتيني متر علاوه براين، .[۴] است

.[۱] کنند صدق (۱ . ۱) شرط در اگر تنها و اگر است بحراني يک، حجم تابعک با مترهاي به محدود
تانسور چون استثنايي اند انحنايي نظر نقطه از ريماني) شبه يا (ريماني سه بعدي خمينه هاي سه، بعد در ويل تانسور بودن صفر به باتوجه
فضا-زمان اگرچه برخوردارند. بالايي اهميت از نيز فيزيک در سه بعد با لورنتسي خمينه هاي مي کند. تعيين را انحنا تانسور کامل به طور ريچي
تحليل به نياز لورنتسي حالت البته دارد. بسزايي تاثير چهاربعدي فضاهاي درک براي سه بعدي لورنتسي مترهاي مطالعه است، چهاربعدي

کالوارسو .[۲۶۱ صفحه ،۱۲] باشد داشته بديهي غير ژوردن نرمال فرم خودالحاقي عملگر است ممکن چون دارد بيشتري
پاياي چپ متر به مجهز لي گروه يک با يا است، متقارن يا کامل و ساده همبند همگن، سه بعدي لورنتسي همبند خمينه که داد نشان
لورنتسي خمينه هاي مثال، براي شده اند. بررسي زيادي مقالات در متنوع ويژگي هاي با سه بعدي لورنتسي خمينه هاي .[۵] است ايزومتر لورنتسي

ايوانف-پتروفا سه بعدي
ريچي سوليتون تقريبا و [۹] جابه جايي انحنايي عملگرهاي با سه بعدي لورنتسي خمينه هاي ،[۸]

گرفته اند. قرار مطالعه مورد [۱۱] سه بعدي لورنتسي خمينه هاي روي
مثال هايي ارائه مقاله، اين در ما هدف نگرفته اند. قرار مطالعه مورد تاکنون سه بعد در سوپر-اينشتيني لورنتسي خمينه هاي اين که به توجه با
ارائه با را سه بعدي لورنتسي لي گروه هاي ابتدا ۲ بخش در اساس اين  بر است. سوپر-اينشتيني غيرهمگن و همگن لورنتسي خمينه هاي از
سه بعدي لورنتسي لي گروه هاي از کاملي دسته بندي ادامه در مي کنيم. معرفي انحنا عملگر نيز و ريچي و انحنا تانسور مولفه هاي از دقيق جزئيات
شده اند. دسته بندي ۲ . ۲ در سوپر-اينشتيني سه بعدي لورنتسي لي گروه هاي حاصل، نتايج نظرگرفتن در با سپس است. شده ارائه ۱ . ۲ در اينشتيني
قرار بررسي مورد اينشتيني گون شرايط با سوپر-اينشتيني سه بعدي لورنتسي لي گروه هاي ۳ . ۲ بخش زير در اينشتيني شرط از تعميمي براي
مطالعه غيرهمگن مثال به عنوان سوپر-اينشتيني يک مرتبه انحنايي همگن سه بعدي لورنتسي خمينه هاي ۳ بخش در نهايتا است. گرفته

شده اند.

سه بعدي لورنتسي لي گروه هاي ۲
به توجه با مي دهيم. ارائه آن ها انحنايي تانسورهاي از کاملي اطلاعات و پرداخته سه بعدي لورنتسي لي گروه هاي معرفي به ابتدا بخش اين در
سوپر-اينشتيني لي گروه هاي اينشتيني شرط از تعميمي به عنوان نهايتا و سوپر-اينشتيني اينشتيني، لورنتسي لي گروه هاي آمده به دست اطلاعات

مي دهيم. ارائه مي کنند، صدق اينشتيني گون شرايط در که را

اينشتيني سه بعدي لورنتسي لي گروه هاي ۱ . ۲
فضاي روي لورنتسي برداري ضرب × کنيم فرض است. لي گروه يک به صورت سه بعدي لورنتسي کامل و ساده همبند همگن، خمينه هر
آن در که u١ × u٢ = −u٣, u٢ × u٣ = u١, u٣ × u١ = u٢ (يعني پاراکواترنيون ها توسط که باشد R٣

١ مينکوفسکي
تعريف را لي گروه يک از g متناظر لي جبر [, ] لي کروشه مي شود. توليد ( است. (+ +−) علامت با يکه متعامد پايه {u١, u٢, u٣}

تک مدولي که مي کند
و اگر است تک مدولي غير و باشد خودالحاقي [X,Y ] = L(X × Y ) توسط شده تعريف L ايندومورفيسم اگر تنها و اگر است

خودالحاقي L اگر تنها
حالت چهار لورنتسي خمينه از نقطه هر در اما است قطري شدني هميشه ريماني حالت در ريچي عملگر که است ذکر شايان .[۱۳] نباشد

.[۲۶۱ صفحه ،۱۲] مي شود: بيان زير حالت چهار از يکي به صورت استاندارد يکه متعامد پايه در ريچي عملگر لذا بيفتد. اتفاق مي تواند
يعني باشد، شدني قطري ريچي عملگر (۱.الف)

Q =

 λ ٠ ٠
٠ µ ٠
٠ ٠ ν

 .
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يعني است، مختلط ريشه داراي ريچي عملگر (۱.ب)

Q =

 λ ٠ ٠
٠ ν −µ
٠ µ ν

 , µ ̸= ٠.

يعني است، مضاعف ريشه داراي ريچي عملگر مينيمال اي جمله چند (۲)

Q =

 λ ٠ ٠
٠ ١

٢ + µ −١
٢

٠ ١
٢ −١

٢ + µ

 .

يعني است، سه تکرار از ريشه داراي ريچي عملگر مينيمال اي جمله چند (۳)

Q =

 λ ١√
٢

١√
٢

١√
٢ λ ٠

− ١√
٢ ٠ λ

 .

مي دهيم. ارائه تک مدولي غير و تک مدولي سه بعدي لورنتسي لي گروه هاي از کاملي طبقه بندي ادامه در
تک مدولي لي گروه هاي

سه بعدي لي جبرهاي براي را زير کلاس چهار L خودالحاقي ايندومورفيسم از ژوردان نرمال مختلف فرم هاي بررسي با لورنتسي، متر در
داشت: خواهيم تک مدولي

حالت اين در باشد. (++−) علامت با {u١, u٢, u٣} يکه متعامد پايه به نسبت {λ, µ, ν} ويژه مقادير با شدني قطري L نوع۱.الف.
مي شود: بيان زير به صورت متناظر لي جبر

(gIa) [u١, u٢] = −νu٣, [u١, u٣] = −µu٢, [u٢, u٣] = λu١.

با برابرند انحنا تانسور غيرصفر مولفه هاي تنها

R١٢١٢ =
١
۴(λ

٢ + µ٢ − ٣ν٢ − ٢λµ+ ٢λν + ٢µν),

R١٣٣١ =
١
۴(λ

٢ − ٣µ٢ + ν٢ + ٢λµ− ٢λν + ٢µν),

R٢٣٢٣ =
١
۴(٣λ

٢ − µ٢ − ν٢ − ٢λµ− ٢λν + ٢µν).

با برابرند ريچي تانسور غيرصفر مولفه هاي

ϱ١١ =
١
٢
(−λ٢ + (µ− ν)٢),

ϱ٢٢ =
١
٢
(λ− µ− ν)(λ+ µ− ν),

ϱ٣٣ =
١
٢
(−(λ− µ)٢ + ν٢).

مي باشد: زير ويژه مقادير با قطري شدني ريچي عملگر و

λ١ =
١
٢
((µ− ν)٢ − λ٢),

λ٢ =
١
٢
(λ+ µ− ν)(λ− µ− ν),

λ٣ =
١
٢
((λ− µ)٢ − ν٢).
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داريم (+ +−) علامت با {u١, u٢, u٣} يکه متعامد پايه به نسبت دراين صورت باشد، مختلط ريشه يک داراي L نوع۱.ب.

L =

 λ ٠ ٠
٠ ν −µ
٠ µ ν

 , µ ̸= ٠,

با است برابر متناظر لي جبر و

(gIb) [u١, u٢] = µu٢ − νu٣, [u١, u٣] = −νu٢ − µu٣, [u٢, u٣] = λu١.

با برابرند انحنا تانسور غيرصفر مولفه هاي حالت اين در

R١٢١٢ = R١٣٣١ =
١
۴
(λ٢ + ۴β٢), R٢٣٢٣ =

٣
۴
λ٢ + β٢ − λν, R١٢١٣ = µ(λ− ٢ν).

با برابرند ريچي تانسور غيرصفر مولفه هاي لذا

ϱ١١ =
١
٢
(−λ٢ − ۴µ٢), ϱ٢٢ = −ϱ٣٣ =

١
٢
λ(λ− ٢ν), ϱ٢٣ = −µ(λ− ٢ν),

با است برابر ريچي عملگر و

Q =

 −١
٢(λ

٢ + ۴µ٢) ٠ ٠
٠ ١

٢λ(λ− ٢ν) −µ(λ− ٢ν)
٠ µ(λ− ٢ν) ١

٢λ(λ− ٢ν)

 , µ ̸= ٠.

بود. خواهد {−٢(µ٢ + ν٢), ٠, ٠} ويژه مقادير با شدني قطري عملگري ريچي، عملگر ،λ = ٢ν اگر

(++−) علامت با {u١, u٢, u٣} يکه متعامد پايه به نسبت دراين صورت باشد، مضاعف ريشه داراي L مينيمال چندجمله اي .۲ نوع
داريم

L =

 λ ٠ ٠
٠ ١

٢ + µ −١
٢

٠ ١
٢ −١

٢ + µ

 ,

با است برابر متناظر لي جبر و

(gII) [u١, u٢] =
١
٢
u٢ − (µ− ١

٢
)u٣, [u١, u٣] = −(µ+

١
٢
)u٢ −

١
٢
u٣, [u٢, u٣] = λu١.

با برابرند انحنا تانسور غيرصفر مولفه هاي

R١٢١٢ =
١
۴(λ

٢ − ٢λ+ ۴µ), R١٣١٣ =
١
۴(λ

٢ + ٢λ− ۴µ),

R٢٣٢٣ =
١
۴λ(٣λ− ۴µ), R١٢٣١ =

١
٢λ− µ.

با برابرند ريچي تانسور غيرصفر مولفه هاي

ϱ١١ = −١
٢λ

٢, ϱ٢٢ =
١
٢(λ+ ١)(λ− ٢µ),

ϱ٢٣ = −١
٢λ+ µ, ϱ٣٣ = −١

٢(λ− ١)(λ− ٢µ).

به صورت ريچي عملگر لذا

Q =

 −١
٢λ

٢ ٠ ٠
٠ ١

٢(λ+ ١)(λ− ٢µ) −١
٢λ+ µ

٠ ١
٢λ− µ ١

٢(λ− ١)(λ− ٢µ)

 ,

ريچي عملگر حالت اين در ،µ ̸= ٠ و λ = ٠ اگر که است واضح است. دو تکرار با ١
٢λ(λ− ٢µ) و −١

٢λ
٢ ويژه مقادير با

است. دو مرتبه پوچ توان
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علامت(−++) با {u١, u٢, u٣} يکه متعامد پايه به نسبت دراين صورت باشد، سه تکرار با ريشه Lداراي مينيمال جمله اي چند .۳ نوع
داريم

L =

 λ ١√
٢

١√
٢

١√
٢ λ ٠

− ١√
٢ ٠ λ

 ,

با است برابر متناظر لي جبر و

(gIII) [u١, u٢] = − ١√
٢
u١ − λu٣, [u١, u٣] = − ١√

٢
u١ − λu٢,

[u٢, u٣] = λu١ +
١√
٢
u٢ −

١√
٢
u٣.

با برابرند انحنا تانسور غيرصفر مولفه هاي

R١٢١٢ =
١
۴(λ

٢ + ۴), R١٣١٣ = ١− ١
۴λ

٢, R٢٣٣٢ =
١
۴λ

٢,

R١٢١٣ = ١, R١٢٣٢ = R١٣٣٢ =
١√
٢λ,

با برابرند ريچي تانسور غيرصفر مولفه هاي و

ϱ١١ = −١
٢λ

٢, ϱ١٢ = − ١√
٢λ, ϱ١٣ = − ١√

٢λ,

ϱ٢٢ = −١
٢(λ

٢ + ٢), ϱ٢٣ = −١, ϱ٣٣ =
١
٢(λ

٢ − ٢).

به صورت ريچي عملگر

Q =

 −١
٢λ

٢ − ١√
٢λ − ١√

٢λ

− ١√
٢λ −١

٢(λ
٢ + ٢) −١

١√
٢λ ١ ١− ١

٢λ
٢

 ,

پوچ توان ريچي عملگر اين صورت در λ = ٠ اگر است. مينيمال چندجمله اي سه، تکرار با ريشه −١
٢λ

٢ ويژه مقدار آن در که است
است. دو مرتبه

تک مدولي غير لي گروه هاي
اين در باشد. پايا چپ لورنتسي متر با تک مدولي غير سه بعدي لي گروه G کنيم فرض مي کنيم. بررسي را تک مدولي غير حالت ادامه در

به صورت G از g لي جبر u تک مدولي غير هسته صورت

u = ker{X ∈ g | tr ad(X) = ٠},

مناسب پايه در غيرثابت مقطعي انحناي از تک مدولي غير لورنتسي لي جبرهاي که دادند نشان [۷] پارکر و کوردرو مي شود. تعريف
مي شوند: بيان زير به صورت {u١, u٢, u٣}

(gIV ) [u١, u٢] = ٠, [u١, u٣] = λu١ + µu٢, [u٢, u٣] = νu١ + κu٢, λ+ κ ̸= ٠,

است: برقرار زير شرايط از يکي آن در که

در باشد. λν − µκ = ٠ و −⟨u١, u١⟩ = ⟨u٢, u٢⟩ = ⟨u٣, u٣⟩ = ١ شرايط با يکه متعامد پايه {u١, u٢, u٣} (.۱.۴)
مي شود. داده نمايش IV.a با لي جبر حالت اين

در باشد. λν + µκ = ٠ و ⟨u١, u١⟩ = ⟨u٢, u٢⟩ = −⟨u٣, u٣⟩ = ١ شرايط با يکه متعامد پايه {u١, u٢, u٣} (.۲.۴)
مي شود. داده نمايش IV.b با لي جبر حالت اين
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با يکه متعامد شبه پايه {u١, u٢, u٣} (.۳.۴) ١ ٠ ٠
٠ ٠ −١
٠ −١ ٠

 ,

مي شود. داده نمايش IV.c با لي جبر حالت اين در باشد. برقرار لي جبر ضرايب براي λν = ٠ شرط نيز و
با برابرند انحنا تانسور غيرصفر مولفه هاي حالت اين در باشد. IV.a با متناظر لي جبر gIV کنيم فرض حال

R١٢٢١ =
١
۴(µ

٢ + ν٢ + ۴λκ− ٢µν),

R١٣٣١ =
١
۴(۴λ

٢ − ٣µ٢ + ν٢ + ٢µν),

R٢٣٢٣ =
١
۴(µ

٢ − ٣ν٢ + ۴κ٢ + ٢µν).
با برابرند ريچي تانسور غيرصفر مولفه هاي

ϱ١١ =
١
٢
((ν٢ − µ٢) + ٢λ(λ+ κ)),

ϱ١٢ = λν − µκ,

ϱ٢٢ =
١
٢
((ν٢ − µ٢)− ٢κ(λ+ κ)),

ϱ٣٣ =
١
٢
((ν − µ)٢ − ٢(λ٢ + κ٢)).

است: زير ويژه مقادير با قطري شدني ريچي عملگر بنابراين

λ١ =
١
٢
((µ٢ − ν٢)− ٢λ(λ+ κ)),

λ٢ =
١
٢
((ν٢ − µ٢)− ٢κ(λ+ κ)),

λ٣ =
١
٢
((µ− ν)٢ − ٢(λ٢ + κ٢)).

زيرند: به صورت انحنا تانسور غيرصفر مولفه هاي آن گاه باشد، IV.b با متناظر لي جبر gIV اگر حال
R١٢٢١ = λκ− ١

۴(µ+ ν)٢,

R١٣١٣ =
١
۴(۴λ

٢ + ٣µ٢ − ν٢ + ٢µν),

R٢٣٣٢ =
١
۴(µ

٢ − ٣ν٢ − ۴κ٢ − ٢µν).
با برابرند ريچي تانسور غيرصفر مولفه هاي

ϱ١١ =
١
٢
(µ٢ − ν٢ + ٢λ(λ+ κ)),

ϱ١٢ = λν + µκ,

ϱ٢٢ = −١
٢
(µ٢ − ν٢ − ٢κ(λ+ κ)),

ϱ٣٣ = −١
٢
((µ+ ν)٢ + ٢(λ٢ + κ٢)).

است: زير ويژه مقادير با قطري شدني ريچي عملگر بنابراين

λ١ =
١
٢
(µ٢ − ν٢ + ٢λ(λ+ κ)),

λ٢ =
١
٢
(ν٢ − µ٢ + ٢κ(λ+ κ)),

λ٣ =
١
٢
((µ+ ν)٢ + ٢(λ٢ + κ٢)).
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با برابرند انحنا تانسور غيرصفر مولفه هاي حالت اين در باشد. IV.c با متناظر لي جبر gIV کنيم فرض

R١٢٣١ =
١
۴ν

٢, R١٣١٣ = λ٢ − λκ+ µν, R٢٣٢٣ =
٣
۴ν

٢.

با برابرند ريچي تانسور غيرصفر مولفه هاي

ϱ١١ = −١
٢ν

٢, ϱ١٣ = −λν,
ϱ٢٣ = −(λ٢ + µν − λκ), ϱ٣٣ =

١
٢ν

٢,

با است برابر ريچي عملگر و

Q =

 −١
٢ν

٢ ٠ ٠
٠ ١

٢ν
٢ λ٢ + µν − λκ

٠ ٠ ١
٢ν

٢

 ,

است دو مرتبه پوچ توان ريچي عملگر دراين صورت باشد، ν = ٠ اگر است. λ٢ = λ٣ =
١
٢ν

٢ و λ١ = −١
٢ν

٢ ويژه مقادير داراي که
است). تخت متر اين حالت (در λ(λ− κ) = ٠ مگراين که

است: زير به صورت اينشتيني تک مدولي غير و تک مدولي لورنتسي لي گروه هاي از کامل دسته بندي يک

شود: بيان زير لي جبرهاي از يکي توسط اگر تنها و اگر است اينشتيني G تک مدولي سه بعدي لورنتسي لي گروه .۱ . ۲ لم

(gIa)


[u١, u٢] = −νu٣, [u١, u٣] = −µu٢, [u٢, u٣] = λu١,
µ = ν, λ = ٠, يا λ = ν, µ = ٠,
يا λ = µ, ν = ٠, يا λ = µ = ν.

(gII)
{

[u١, u٢] =
١
٢u٢ +

١
٢u٣, [u١, u٣] = −١

٢u٢ −
١
٢u٣, [u٢, u٣] = ٠.

براي مي کنيم. بررسي را تک مدولي لي جبرهاي تمام تک مدولي سه بعدي لورنتسي لي گروه هاي روي اينشتيني شرط بررسي براي اثبات.
بود. خواهد شکل به همين حالت ها بقيه اثبات مي کنيم. بررسي را (gIa) لي جبر ما نمونه

دستگاه هرگاه است اينشتيني (gIa) لي جبر که مي شود نتيجه اينشتيني شرط و (gIa) لي جبر ريچي تانسور مولفه هاي از استفاده با
باشيم: داشته را زير معادلات

λ٢ − µ٢ − ν٢ + ٢(µν + c) = ٠,

λ٢ − µ٢ + ν٢ − ٢(λν + c) = ٠,

λ٢ + µ٢ − ν٢ − ٢(λµ+ c) = ٠.

باشد: برقرار زير شرايط از يکي اگر تنها و اگر است اينشتيني (gIa) لي جبر که مي شود نتيجه اخير معادلات دستگاه حل با به آساني

µ = ν, λ = ٠,
λ = ν, µ = ٠,
λ = µ, ν = ٠,
λ = µ = ν = ٠.

شود: بيان زير لي جبرهاي از يکي توسط اگر تنها و اگر است اينشتيني G تک مدولي غير سه بعدي لورنتسي لي گروه .۲ . ۲ لم

(gIV.a)

{
[u١, u٢] = ٠, [u١, u٣] = λu١ + µu٢, [u٢, u٣] = νu١ + κu٢,
λ = ±µ, ν = ±κ, يا λ = κ, µ = ν.

(gIV.b)

{
[u١, u٢] = ٠, [u١, u٣] = λu١ + µu٢, [u٢, u٣] = νu١ + κu٢,
λ = κ, µ = −ν = ٠, يا λ = κ, µ = ν = ٠.

(gIV.c)

{
[u١, u٢] = ٠, [u١, u٣] = λu١ + µu٢, [u٢, u٣] = νu١ + κu٢,
λ = ν = ٠, يا λ = κ, ν = ٠.
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مي کنيم. بررسي را تک مدولي غير لي جبرهاي تمام تک مدولي غير سه بعدي لورنتسي لي گروه هاي روي اينشتيني شرط بررسي براي اثبات.
دارند. حالت همين با مشابه اثباتي حالت ها بقيه مي کنيم. بررسي را (gIV.a) لي جبر تنها ما

معادلات دستگاه هرگاه است اينشتيني (gIV.a) لي جبر که مي دهد نشان اينشتيني شرط و (gIV.a) لي جبر ريچي تانسور مولفه هاي
باشيم: داشته را زير

µ٢ − ν٢ − ٢(λ٢ + λκ+ c) = ٠,

µ٢ − ν٢ + ٢(κ٢ + λκ+ c) = ٠,

µ٢ + ν٢ − ٢(λ٢ + κ٢ + µκ+ c) = ٠.

باشد: برقرار زير شرايط از يکي اگر تنها و اگر است اينشتيني (gIV.a) لي جبر که مي شود نتيجه اخير معادلات دستگاه حل با

λ = ±µ, ν = ±κ,

λ = κ, µ = ν.

مثلثي بالا ٣× ٣ ماتريس هاي گروه ، H٣ هايزنبرگ سه بعدي گروه .۳ . ۲ مثال ١ −x z
٠ ١ y
٠ ٠ ١

 ,

است: زير به صورت پايه داراي H٣ لي جبر است. x, y, z ∈ R آن در که است

X = − ∂

∂x
, Y =

∂

∂y
− x

∂

∂z
, Z =

∂

∂z
,

داخلي ضرب با H٣ براي {u١, u٢, u٣} پايه انتخاب با است. [X, Y ] = Z آن غيرصفر کروشه تنها به طوري که

< u١, u١ >=< u٢, u٢ >= − < u٣, u٣ >= ١

به صورت

u١ = Z =
∂

∂z
, u٢ = Y =

∂

∂y
− x

∂

∂z
, u٣ = −X =

∂

∂x
,

با برابرند ريچي تانسور غيرصفر مولفه هاي

ϱ١١ = ϱ٣٣ =
١
٢
, ϱ٢٢ = −١

٢
.

نيست. اينشتيني H٣ که است واضح

سوپر-اينشتيني سه بعدي لورنتسي لي گروه هاي ۲ . ۲
مي کنيم. بررسي تک مدولي غير و تک مدولي سه بعدي لورنتسي لي گروه هاي روي را سوپر-اينشتيني شرط اين جا در

شود: بيان زير لي جبرهاي از يکي توسط اگر تنها و اگر است سوپر-اينشتيني G تک مدولي سه بعدي لورنتسي لي گروه .۴ . ۲ قضيه

(gIa)


[u١, u٢] = −νu٣, [u١, u٣] = −µu٢, [u٢, u٣] = λu١,
µ = ν, λ = ٠, يا λ = ν, µ = ٠,
يا λ = µ, ν = ٠.

(gII)
{

[u١, u٢] =
١
٢u٢ +

١
٢u٣, [u١, u٣] = −١

٢u٢ −
١
٢u٣, [u٢, u٣] = ٠.
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در ارائه شده اينشتيني تک مدولي لي جبرهاي تمام تک مدولي سه بعدي لورنتسي لي گروه هاي روي سوپر-اينشتيني شرط بررسي براي اثبات.
مي کنيم. بررسي را ۱ . ۲ بخش زير

تانسور غيرصفر مولفه هاي مي کنيم. محاسبه (۲ . ۱) رابطه از استفاده با را Ř تانسور (gIa) لي جبر انحناي تانسور از استفاده با ابتدا نوع۱.الف.
با برابرند Ř

Ř١١ =
١
۴
(λ۴ + ۵(µ۴ + ν۴))− µ٢)٣λ+ ν) +

١
٢
µ٢(λ٢ − ν٢ + ۴λν)

− µν(ν − λ)٢ +
١
٢
λν٢(λ− ۴ν),

Ř٢٢ =
١
۴
(۵(λ۴ + ν۴) + µ۴)− λ٢)٣µ+ ν) +

١
٢
λ٢(µ٢ − ν٢ + ۴µν)

− λν(ν − µ)٢ +
١
٢
µν٢(µ− ۴ν),

Ř٣٣ = −١
۴
(۵(λ۴ + µ۴) + ν۴) + λ٣(µ+ ٢ν) +

١
٢
λ٢(µ٢ − ν٢ − ۴µν)

+ λµ(ν − µ)٢ − ١
٢
µ٢ν(۴µ− ν).

داريم طرفي از

∥R∥٢ = ١١
۴
λ۴ − ٣λ٣(µ+ ν) +

١
٢
λ٢(µ٢ + ν٢ + ۶µν)− ٣λ(ν + µ)(ν − µ)٢

+
١١
۴
(λ٢ +

١٠
١١

µν + µ٢)(ν − µ)٢.

باشد: برقرار زير شرايط از يکي اگر تنها و اگر است سوپر-اينشتيني (gIa) لي جبر بنابراين

µ = ν, λ = ٠,
λ = ν, µ = ٠,
λ = µ, ν = ٠.

با برابرند Ř تانسور غيرصفر مولفه هاي که مي دهد نشان (gII) لي جبر انحناي تانسور مولفه هاي نوع۲.

Ř١١ =
١
۴
λ۴,

Ř٢٢ =
۵
۴
λ۴ − λ٣)٣µ+

١
٢
) + λ٢µ(٢µ+ ١),

Ř٢٣ =
١
٢
λ٢(λ− ٢µ),

Ř٣٣ = −۵
۴
λ۴ − λ٣)٣µ− ١

٢
)− λ٢µ(٢µ− ١).

داريم طرفي از

∥R∥٢ = ١١
۴
λ۴ − ۶λ٣µ+ ۴λ٢µ٢.

باشيم داشته اگر تنها و اگر است سوپر-اينشتيني (gII) لي جبر بنابراين

λ = µ = ٠.
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شود: بيان زير لي جبرهاي از يکي توسط اگر تنها و اگر است سوپر-اينشتيني G تک مدولي غير سه بعدي لورنتسي لي گروه .۵ . ۲ قضيه

(gIV.a)

{
[u١, u٢] = ٠, [u١, u٣] = λu١ + µu٢, [u٢, u٣] = νu١ + κu٢,
λ = ±µ, ν = ±κ, يا λ = κ, µ = ν.

(gIV.b)

{
[u١, u٢] = ٠, [u١, u٣] = λu١ + µu٢, [u٢, u٣] = νu١ + κu٢,
λ = κ, µ = −ν.

(gIV.c)

{
[u١, u٢] = ٠, [u١, u٣] = λu١ + µu٢, [u٢, u٣] = νu١ + κu٢,
λ = ν = ٠, يا λ = κ, ν = ٠.

اينشتيني تک مدولي غير لي جبرهاي تمام تک مدولي غير سه بعدي لورنتسي لي گروه هاي روي سوپر-اينشتيني شرط بررسي براي اثبات.
مي کنيم. بررسي را ۱ . ۲ بخش زير در ارائه شده

با برابرند Ř تانسور غيرصفر مولفه هاي مي کنيم. محاسبه را Ř تانسور (gIV.a) لي جبر انحناي تانسور از استفاده با ابتدا نوع۲.الف.

Ř١١ = −١
۴
(٨λ۴ + ۵µ۴ + ν۴)− λ٣)٢µ٢ + ν٢ − ٢κ٢ − ٢µν)

− λκ(µ+ ν)٢ − ١
٢
µ٢(ν٢ − ۴κ٢) + ٢µ٣ν,

Ř١٢ = (λν − κµ)(−٢λ٢ + µ٢ + ν٢ − ٢κ٢ − ٢µν),

Ř٢٢ =
١
۴
(µ۴ + ۵ν۴ + ٨κ۴) + ν٢−)٢λ٢ +

١
٢
µ٢ − ٣κ٢ + λκ)

+ ٢µνκ(λ+ κ) + κ٢)٢λ٢ − µ٢)− µ(٢ν٣ − λµκ),

Ř٣٣ = ٢(λ۴ + κ۴) +
۵
۴
(µ۴ + ν۴)− µ٣)٢λ٢ +

١
٢
ν٢ + ٣κ٢)

− µν(٢λ٢ − ν٢ + ٢κ٢ + ٨λκ)− ٣ν٢(λ٢ + κ٢)− µ٣ν.

داريم طرفي از

∥R∥٢ = ۴(λ۴ + κ۴) +
١١
۴
(µ۴ + ν۴)− µ٢(۶λ٢ − ١

٢
ν٢ + ۶κ٢ − ٢λκ)− ν٢(۶λ٢ + ۶κ٢ − ٨λκ)

+ µν(۴λ٢ − ٣ν٢ + ١٢λκ− ۴κ٢) + ۴λ٢κ٢ − ٣µ٣ν.

باشد: برقرار زير شرايط از يکي اگر تنها و اگر است سوپر-اينشتيني (gIv.a) لي جبر بنابراين

λ = ±µ, ν = ±κ

λ = κ, µ = ν.

با برابرند Ř تانسور غيرصفر مولفه هاي که مي دهد نشان (gIV.b) لي جبر انحناي تانسور مولفه هاي نوع۲.ب.

Ř١١ =
١
۴
(٨λ۴ + ۵µ۴ + ν۴) + λ٣)٢µ٢ + ν٢ + ٢κ٢ + ٢µν)

− λκ(ν − µ)٢ +
١
٢
µ٢(ν٢ + ۴κ٢) + ٢µ٣ν,

Ř١٢ = (λν + κµ)(٢λ٢ + µ٢ + ν٢ + ٢κ٢ + ٢µν),

Ř٢٢ =
١
۴
(µ۴ + ۵ν۴ + ٨κ۴) + ν٢)٢λ٢ +

١
٢
µ٢ + ٣κ٢ − λκ)

+ ٢µνκ(λ+ κ) + κ٢)٢λ٢ + µ٢) + µ(٢ν٣ − λµκ),

Ř٣٣ = −٢(λ۴ + κ۴)− ۵
۴
(µ۴ + ν۴)− µ٣)٢λ٢ − ١

٢
ν٢ − ٣κ٢)

− µν(٢λ٢ + ν٢ + ٢κ٢ + ٨λκ)− ٣ν٢(λ٢ + κ٢)− µ٣ν.



۴۲۵ ۳-بعدي سوپر-اينشتيني لورنتسي لي گروه  هاي

داريم طرفي از

∥R∥٢ = ۴(λ۴ + κ۴) +
١١
۴
(µ۴ + ν۴) + µ٢(۶λ٢ +

١
٢
ν٢ + ۶κ٢ − ٢λκ) + ν٢(۶λ٢ + ۶κ٢ − ٨λκ)

+ µν(۴λ٢ + ٣ν٢ + ١٢λκ+ ۴κ٢) + ۴λ٢κ٢ − ٣µ٣ν.

باشيم داشته اگر تنها و اگر است سوپر-اينشتيني (gIv.b) لي جبر بنابراين

λ = κ, µ = −ν.

با برابرند Ř تانسور غيرصفر مولفه هاي که مي دهد نشان (gIV.c) لي جبر انحناي تانسور مولفه هاي نوع۲.ج.

Ř١١ =
١
۴
ν۴,

Ř١٣ = −λν٣,

Ř٢٣ = −۵
۴
ν۴,

Ř٣٣ = ν٢(µν − λ(λ+ κ)).

داريم طرفي از

∥R∥٢ = ١١
۴
ν۴.

باشد: برقرار زير شرايط از يکي اگر تنها و اگر است سوپر-اينشتيني (gIv.c) لي جبر بنابراين

λ = ν = ٠,
λ = κ, ν = ٠.

سوپر-اينشتيني اند. λ = ν > ٠ شرط با E(١, ١) سه بعدي لي گروه و λ = µ > ٠ شرط با E(٢) سه بعدي لي گروه .۶ . ۲ مثال

کيلينگ و کودازي سوپر-اينشتيني سه بعدي لورنتسي لي گروه هاي ۳ . ۲
کودازي و کيلينگ شرط بخش اين در هستند. اينشتيني  شرط از توسيعي به عنوان کودازي و موازي دوري شرايط يعني ، اينشتيني گون شرايط
شرط سه بعد در که کرد توجه بايد مي دهيم. ارائه را غيربديهي مثال هاي بررسي و سوپر-اينشتيني سه بعدي لورنتسي لي گروه هاي براي را

بودن تخت همديس موضعا با معادل کودازي
داشته X برداري ميدان هر به ازاي يعني باشد؛ کيلينگ ϱ ريچي تانسور هرگاه است موازي دوري (M, g) لورنتسي خمينه است.
(∇Xϱ)(Y, Z) = باشيم داشته X, Y, Z برداري ميدان هر به ازاي هرگاه است کودازي و (∇Xϱ)(X,X) = ٠ باشيم

.(∇Y ϱ)(X,Z)

بيان زير لي جبرهاي از يکي توسط اگر تنها و اگر است موازي دوري G سوپر-اينشتيني تک مدولي سه بعدي لورنتسي لي گروه .۷ . ۲ قضيه
شود:

(gIa)


[u١, u٢] = −νu٣, [u١, u٣] = −µu٢, [u٢, u٣] = λu١,
µ = ν, λ = ٠, يا λ = ν, µ = ٠,
يا λ = µ, ν = ٠.

(gII)
{

[u١, u٢] =
١
٢u٢ +

١
٢u٣, [u١, u٣] = −١

٢u٢ −
١
٢u٣, [u٢, u٣] = ٠.
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سوپر-اينشتيني تک مدولي لي جبرهاي سوپر-اينشتيني، تک مدولي سه بعدي لورنتسي لي گروه هاي روي موازي دوري شرط بررسي براي اثبات.
مي کنيم. بررسي را ۴ . ۲ قضيه

بودن متقارن به توجه با و ∇iϱii = ٠ داريم i = ١, ٢, ٣ هر به ازاي مي کنيم. محاسبه را ريچي تانسور کواريان مشتق ابتدا نوع۱.الف.
داريم ريچي انحناي تانسور

∇١ϱ٢٣ = −١
٢
(µ− ν)(−λ+ µ+ ν)٢,

∇٢ϱ١٣ =
١
٢
(λ− ν)(λ− µ+ ν)٢,

∇٣ϱ١٢ = −١
٢
(λ− µ)(λ+ µ− ν)٢.

داريم دلخواه اند. حقيقي مقادير a, b, c آن در که باشد دلخواه برداري ميدان X = au١ + bu٢ + cu٣ کنيم فرض

∇XϱXX = a∇١ϱXX + b∇٢ϱXX + c∇٣ϱXX

= a١∇٣ϱ١١ + ٢a٢b∇١ϱ١٢ + ٢a٢c∇١ϱ١٣

+ ab١∇٢ϱ٢٢ + ٢abc∇١ϱ٢٣ + ac١∇٢ϱ٣٣

+ a٢b∇٢ϱ١١ + ٢ab٢∇٢ϱ١٢ + ٢abc∇٢ϱ١٣ (۱ . ۲)
+ b٢∇٣ϱ٢٢ + ٢b٢c∇٢ϱ٢٣ + bc٢∇٢ϱ٣٣

+ a٢c∇٣ϱ١١ + ٢abc∇٣ϱ١٢ + ٢ac٣∇٢ϱ١٣

+ b٢c∇٣ϱ٢٢ + ٢bc٣∇٢ϱ٢٣ + c٣∇٣ϱ٣٣.

داريم (۱ . ۲) فرمول در ∇iϱjk جايگذاري با

∇XϱXX = ٢abc(−١
٢
(µ− ν)(−λ+ µ+ ν)٢

+
١
٢
(λ− µ)(λ− µ+ ν)٢

− ١
٢
(λ− µ)(λ+ µ− ν)٢).

باشد: برقرار زير شرايط از يکي اگر تنها و اگر است موازي دوري gIa لي جبر بنابراين

µ = ν, λ = ٠,
λ = ν, µ = ٠,
λ = µ, ν = ٠.

باشد. موازي دوري اگر تنها و اگر است سوپر-اينشتيني لي جبر حالت اين در

داريم ريچي تانسور بودن متقارن به توجه با و ∇iϱii = ٠ داريم i = ١, ٢, ٣ هر به ازاي حالت اين در نوع۲.

∇١ϱ٢٢ = ∇١ϱ٣٣ = −∇١ϱ٢٣ =
١
٢
(λ− ٢µ)٢

∇٢ϱ١٢ = ∇٣ϱ١٣ =
١
۴
λ(٣λ− ۴µ),

∇٢ϱ١٣ =
١
۴
λ(λ(−٣+ ٢λ− ٢µ) + ۴µ),

∇٣ϱ١٢ =
١
۴
λ(−λ(٣+ ٢λ) + ٢)٢+ λ)µ).
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داريم (۱ . ۲) فرمول در ∇iϱjk جايگذاري با

∇XϱXX = ab٢(
١
٢
(λ− ٢µ)٢ +

١
٢
λ(٣λ− ۴µ))

+ ac٢(
١
٢
(λ− ٢µ)٢ +

١
٢
λ(٣λ− ۴µ))

+ abc(−(λ− ٢µ)٢ +
١
٢
λ(λ(−٣+ ٢λ− ٢µ) + ۴µ)

+
١
٢
λ(−λ(٣+ ٢λ) + ٢)٢+ λ)µ)).

دوري اگر تنها و اگر است سوپر-اينشتيني متناظر لي جبر لذا .λ = µ = ٠ اگر تنها و اگر است موازي دوري gII لي جبر بنابراين
باشد. موازي

شود: بيان زير لي جبر توسط اگر تنها و اگر است موازي دوري G سوپر-اينشتيني تک مدولي غير سه بعدي لورنتسي لي گروه .۸ . ۲ قضيه

(gIV.c)

{
[u١, u٢] = ٠, [u١, u٣] = λu١ + µu٢, [u٢, u٣] = νu١ + κu٢,
λ = ν = ٠, يا λ = κ, ν = ٠.

تک مدولي غير لي جبرهاي سوپر-اينشتيني، تک مدولي غير سه بعدي لورنتسي لي گروه هاي روي موازي دوري شرط بررسي براي اثبات.
مي کنيم. بررسي را ۵ . ۲ قضيه سوپر-اينشتيني

داريم ريچي تانسور بودن متقارن به توجه با و ∇iϱii = ٠ داريم i = ١, ٢, ٣ هر به ازاي حالت اين در نوع۲.الف.

∇١ϱ١٣ = λ((µ− ν)ν − λδ + δ٢),

∇١ϱ٢٣ =
١
٢
(µ+ ν)(λ٢ + (µ− ν)ν + λδ + ٢δ٢),

∇٢ϱ١٣ =
١
٢
(µ+ ν)((µ− ν)ν − λδ + δ٢),

∇٢ϱ٢٣ = δ(λ٢ + ν(µ− ν) + λδ + ٢δ٢),

∇٣ϱ١٢ = −١
٢
(µ− ν)(λ+ δ)٢.

باشد: برقرار زير شرايط از يکي اگر تنها و اگر است موازي دوري gIV.a لي جبر لذا

λ = µ = ν = ٠, κ ̸= ٠,
µ = ν = κ = ٠, λ ̸= ٠.

نيست. سوپر-اينشتيني موازي، دوري لي جبر حالت اين در

داريم ريچي تانسور بودن متقارن به توجه با هم چنين و ∇iϱii = ٠ داريم i = ١, ٢, ٣ هر به ازاي حالت اين در نوع۲.ب.

∇١ϱ١٣ = λ(ν(µ+ ν)− λδ + δ٢),

∇١ϱ٢٣ =
١
٢
(µ+ ν)(λ٢ + µ(µ+ ν)− λδ),

∇٢ϱ١٣ =
١
٢
(µ+ ν)(λ٢ + ν(µ+ ν)− λδ + δ٢),

∇٢ϱ٢٣ = δ(λ٢ + µ(µ+ ν)− λδ),

∇٣ϱ١٢ = −١
٢
(µ− ν)(λ٢ + µ٢ − ν٢ − δ٢).
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باشد: برقرار زير شرايط از يکي اگر تنها و اگر است موازي دوري gIV.b لي جبر لذا

λ = µ = ν = ٠, κ ̸= ٠,
µ = ν = κ = ٠, λ ̸= ٠.

نيست. سوپر-اينشتيني متناظر موازي دوري لي جبر

داريم هم چنين .∇iϱii = ٠ داريم i = ١, ٢ هر به ازاي حالت اين در نوع۲.ج.

∇٣ϱ٣٣ = −٢δ(−µν + λ(−λ+ δ)),

و

∇١ϱ٣٣ = −µν٢,

∇٢ϱ١٣ =
١
٢
ν٣,

∇٣ϱ١٣ = −٣
٢
µν٢,

∇٣ϱ٢١ = −١
٢
ν٣.

باشد: برقرار زير شرايط از يکي اگر تنها و اگر است موازي دوري gIV.c لي جبر لذا

λ = κ, ν = ٠,
λ = ν = ٠,
ν = κ = ٠.

باشد: برقرار زير شرط دو از يکي اگر تنها و اگر است سوپر-اينشتيني gIV.c موازي دوري لي جبر حالت اين در

λ = κ, ν = ٠,
λ = ν = ٠.

داريم. کودازي سوپر-اينشتيني تک مدولي سه بعدي لورنتسي لي گروه هاي براي را زير نتيجه مشابه، روندي با

شود: بيان زير لي جبرهاي از يکي توسط اگر تنها و اگر است کودازي G سوپر-اينشتيني تک مدولي سه بعدي لورنتسي لي گروه .۹ . ۲ نتيجه

(gIa)


[u١, u٢] = −νu٣, [u١, u٣] = −µu٢, [u٢, u٣] = λu١,
µ = ν, λ = ٠, يا λ = ν, µ = ٠,
يا λ = µ, ν = ٠.

(gII)
{

[u١, u٢] =
١
٢u٢ +

١
٢u٣, [u١, u٣] = −١

٢u٢ −
١
٢u٣, [u٢, u٣] = ٠.

يک مرتبه انحنايي همگن سوپر-اينشتيني سه بعدي لورنتسي خمينه هاي ۳
ϕ : TpM → TqM خطي ايزومتري ،p, q ∈ M نقطه دو هر به ازاي اگر است k مرتبه انحنايي همگن (M, g) لورنتسي خمينه

موضعاهمگن فضاي هر .ϕ∗(∇iR(q)) = ∇iR(p) ،i ≤ k هر به ازاي به طوري که باشد موجود
مي دهد. نتيجه را بودن موضعاهمگن k مرتبه انحنايي همگن باشد، بزرگ کافي اندازه به k اگر برعکس است. k مرتبه انحنايي همگن ،
لورنتسي خمينه هاي مي کنيم. بررسي يک مرتبه انحنايي همگن سه بعدي لورنتسي خمينه هاي روي را سوپر-اينشتيني شرط بخش اين در
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انحنايي همگن سه بعدي لورنتسي خمينه هاي از کلاس دو دقيقا شده اند. دسته بندي [۳] در کامل به طور يک مرتبه انحنايي همگن سه بعدي
مي شوند. داده نمايش MII و MIa با که دارد وجود يک مرتبه

يکه متعامد پايه در است قطري شدني آن ريچي عملگر که MIa يک مرتبه انحنايي همگن سه بعدي لورنتسي (ناهمگن) خمينه
مي شود: بيان زير به صورت زمان گون u٣ با {u١, u٢, u٣}

[u١, u٢] = −u٢ − (α + ٢)u٣,
[u١, u٣] = −αu٢ + u٣,

[u٢, u٣] = ٢(α + ١) u١ − φu٢ − φu٣,

مولفه هاي باشد. ثابت φ تابع اگر تنها و اگر است همگن موضعا MIa .u١(φ) = (α+ ١)φ و است ثابت α دلخواه، تابع φ آن در که
با برابرند MIa ريمان انحناي تانسور غيرصفر

R١٢١٢ = (α + ٢(١, R١٣١٣ = −(α + ٢(١, R٢٣٢٣ = (α + ٢(١ − (u٢ + u٣)(φ).

است: زير به صورت آن ريچي عملگر بنابراين،

QMIa
=

 −٢(α+ ٢(١ ٠ ٠
٠ −(u٢ + u٣)(φ) ٠
٠ ٠ −(u٢ + u٣)(φ)

 .

،λ١ = λ٢ = λ٣ اگر .λ١ = −٢(α+ ٢(١, λ٢ = λ٣ = −(u٢+ u٣)(φ) با برابرند MIa ريچي عملگر ويژه مقادير پس
بود. خواهد اينشتيني MIa دراين صورت

مضاعف ريشه داراي آن ريچي عملگر مينيمال چندجمله اي که MII يک مرتبه انحنايي همگن سه بعدي لورنتسي (ناهمگن) خمينه
مي شود: بيان زير به صورت زمان گون u٣ با {u١, u٢, u٣} يکه متعامد پايه در است

[u١, u٢] = −(θ + γ)u٢ + ε(β − θ)u٣,

[u١, u٣] = ε(β + θ)u٢ + (θ − γ)u٣,

[u٢, u٣] = ٠,

و

u١(θ) = ε− ٢(β + γ)θ, (u٢ + εu٣)(θ) = ٠,

در و β = γ = ٠ يا و باشد ثابت θ تابع اگر تنها و اگر است موضعاهمگن MII .ε٢ = ١ و ثابت اند دو هر γ و β تابع، θ آن در که
در θ نتيجه

u١(θ) = ε, (u٢ + εu٣)(θ) = ٠,

با برابرند MII ريمان انحناي تانسور غيرصفر مولفه هاي کند. صدق

R١٢١٢ = γ٢ + ε, R١٢١٣ = −١, R١٣١٣ = −γ٢ + ε, R٢٣٢٣ = −γ٢,

با است برابر متناظر ريچي عملگر لذا

QMII
=

 −٢γ٢ ٠ ٠
٠ −٢γ٢ − ε ١
٠ −١ −٢γ٢ + ε

 , ε٢ = ١.

اگر تنها و اگر است سوپر-اينشتيني MIa يک مرتبه انحنايي همگن سه بعدي لورنتسي (ناهمگن) خمينه .۱ . ۳ قضيه

(u٢ + u٣)(φ) = ٢(α + ٢(١.
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تانسور (۲ . ۱) رابطه و MIa يک مرتبه انحنايي همگن سه بعدي لورنتسي (ناهمگن) خمينه انحناي تانسور مولفه هاي از استفاده با ابتدا اثبات.
با برابرند Ř تانسور غيرصفر مولفه هاي مي کنيم. محاسبه را Ř

Ř١١ = ۴(α+ ١)۴,
Ř٢٢ = ٢(α+ ١)۴ + ٢[(α + ١)۴ − (u٢ + u٣)(φ)]

٢,

Ř٣٣ = −٢(α + ١)۴ − ٢[(α + ١)۴ − (u٢ + u٣)(φ)]
٢.

داريم طرفي از

∥R∥٢ = ٨(α + ١)۴ + ۴[(α + ١)۴ − (u٢ + u٣)(φ)]
٢.

تنها و اگر است سوپر-اينشتيني MIa بنابراين

(u٢ + u٣)(φ) = ٢(α + ٢(١.

اينشتيني شرط در خمينه اين که مي دهد نشان MII يک مرتبه انحنايي همگن سه بعدي لورنتسي (ناهمگن) خمينه ريچي عملگر .۲ . ۳ تذکر
نيست. هم سوپر-اينشتيني لذا نمي کند صدق

بحث و نتايج ۴
علاوه براين، کرديم. طبقه بندي سوپر-اينشتيني سه بعدي لورنتسي لي گروه هاي قالب در را سه بعدي همگن مثال هاي از خانواده يک کار اين در
سه بعدي لورنتسي لي گروه هاي براي آمده به دست کلاس بندي است، اينشتيني شرط از توسيعي عنوان به اينشتيني گون شرط اين که به توجه با
همگن سه بعدي لورنتسي لي گروه هاي غيرهمگن مثال به عنوان درنهايت، کرديم. بررسي کودازي و کيلينگ اضافي شرايط با را سوپر-اينشتيني

است. شده مطالعه سوپر-اينشتيني خاصيت با يک مرتبه انحنايي
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Abstract:
In this paper, we classify three-dimensional super-Einstein Lorentzian Lie groups as homogeneous

manifolds. For this, at first level we present a complete classification of Einstein Lorentzian Lie groups,
then we complete this classification by super-Einstein condition. For some of the geometric descriptions of
the classification, we study the Einstein-like conditions, that is, the Killing and Codazzi conditions, on the
three-dimensional super-Einstein Lorentzian Lie groups. Finally, we present the three-dimensional super-
Einstein curvature homogeneous Lorentzian manifolds of order one, for non-homogeneous examples.
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