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بهينهسازي مسائل در کراندار و چندکالايي حملونقل شبکههاي حل براي جديد روش يک ارائه مقاله، اين هدف چکيده:
موضوع يک ، شبکه در کالا حملونقل هزينه کل کمينهسازي هدف با کراندار و چندکالايي حملونقل شبکههاي است.
مختلف مقالات در کراندار و چندکالايي کليدي و مهم بسيار ويژگي دو است. بهينهسازي مسائل در پرکاربرد و مهم
ابتکاري روشي شبکه، سيمپلکس روش پايه بر ما نمودهاند. ارائه آن حل براي الگوريتمهايي و گرفتهاند قرار بررسي مورد
ميدهيم. ارائه کراندار و چندکالايي حملونقل شبکههاي مسائل جواب بهدستآوردن براي پيچيدگي هرگونه بدون را

است. دادهشده نشان عددي مثال چند با روش اين کارايي پايان، در

کراندار. نقل و حمل مسئله چندکالايي، جريان شبکه کليدي: واژههاي

90B06;90B10;49Q22 رياضي: ردهبندي

مقدمه ۱
حملونقل جريان که بهطوري نمود، فرمولبندي (مسيرها) يالها و (مکانها) گرهها از شبکهاي بهصورت ميتوان را گوناگوني برنامهريزي مسائل
کالاهاي (پخش) توزيع، شرکتهاي از استفاده با يا و رأسا ناگزيرند صادراتي، و وارداتي شرکتهاي و توليدکنندگان گيرد. صورت گرهها اين بين
است. تاثيرگذار خدمات و کالاها تمامشده قيمت بر حملونقل هزينهي قطع بهطور برسانند. متقاضيان به حملونقل، شبکههاي طريق از را خود
دولتها است. رقبا ديگر با رقابت جهت مذکور شرکتهاي و توليدکنندگان اصلي چالشهاي از يکي حملونقل هزينههاي رساندن حداقل به
شده مسائل نوع اين به محققان توجه جلب باعث مذکور دلايل کمهزينهاند. کسبوکار فضاي فراهمسازي جهت هزينهها کاهش درصدد نيز
و رايانه علوم پيشرفتهاي وجود با است. حملونقل هزينهي کمينهسازي مسائل محاسبهي زمرهي در مسائل گونه اين پاسخ آوردن است.
به توجه با زيرا است، مهم بسيار محققان براي محاسبات رساندن حداقل به هم باز بالا، پردازش سرعت با رايانههايي ساخت و برنامهنويسي
زمان مدت است ممکن جواب به رسيدن فرايند هم باز که است بالا بهقدري مسائل در محدوديتها و متغيرها تعداد گاهي واقعي، دنياي مسائل
بزرگ مسائل دليل بههمين نيستند. حلپذير يا ميگردند حل سختي به يا بزرگ اندازههاي در غيرخطي مسائل طرفي از يابد. ادامه زيادي
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ويژهاي اهميت از دارند کمتري مراتب به محاسبات حجم که حملونقل تکنيک مثل روشهايي لذا ميگردند، مدلبندي خطي بهصورت اغلب
«الگوريتم بهکارگيري مانند متعددي شيوههاي با که است خطي برنامهريزي مسأله يک حملونقل، هزينهي کمينهسازي مسأله برخوردارند.
سيمپلکس، جدول به نياز بدون که بهگونهاي است اوليه سيمپلکس سادهسازي است، ما مدنظر آنچه اما است. حل قابل اوليه» سيمپلکس
روش از سريعتر بار ۳۰۰ تا ۲۰۰ را مسائل بتوان ميشود باعث کار اين ميکند. اجرا شبکه يا گراف روي مستقيماً را سيمپلکس عمليات
حملونقل شبکهي در کالا چندنوع همزمان کردن لحاظ به توجه است. معروف شبکه» سيمپلکس «الگوريتم به و کرد حل اوليه سيمپلکس

ميگوييم. کراندار» «حملونقل را مسير هر در کالا از نوع هر حملونقل ظرفيت کردن محدود قابليت و چندکالايي» «حملونقل را
کرده ارائه الگوريتمي مقالههايش از يکي در وي نمود. فرمولبندي [۹] ۱۹۴۱ سال در هيچکاک بار اولين را کلاسيک حملونقل مسئله
جواب يک يافتن براي بجز حملونقل مسئله خواص از او که بود اين وي کار ضعف نقطه داشت. سيمپلکس روش با مشترکي نقاط که بود

کند. جلب مسئله اين به را محققان توجه نتوانست او کار لذا بود، نگرفته ديگري بهره آغازين
بهين جوابهاي خواص از کوپمنز شد. بحراني تنگناي يک بهوجودآمدن باعث دوم جهاني جنگ طي ارسالشده محمولههاي کمبود
گذشته در هيچکاک که کاري و کار اين بهدليل کرد، استفاده ارسال زمانهاي کاهش براي راههايي کردن پيدا به کمک براي حملونقل مسئله
مسائل روي تحقيق جلودار کوپمنز گفت ميتوان مينامند. هيچکاک-کوپمنز حملونقل مسئله اغلب را مسئله کلاسيک حالت بود، داده انجام
مبناي بر [۱۰] حملونقل» سيستم از بهينه «استفاده ۱۹۴۷ سال در تاريخياش مقاله بود. اقتصادي مسائل مطالعه براي غيرخطي و خطي
[۹] هيچکاک توسط بار اولين براي کلاسيک، حملونقل مسئله چارچوب يافته تعميم کراندار، حملونقل مدل بود. جنگ زمان در آزمايشش
حملونقل مسئله از خاص مورد يک واقعا کلاسيک حملونقل مسئله که کردند ثابت [۴] کلينگمن و چارنس است. شده فرموله [۱۰] کوپمنز و

شود. تنظيم بالا از کراندار متغيرهاي از برخي با کلاسيک مدل بهعنوان است ممکن کراندار مدل چگونه که دادند نشان و است کراندار
توسط سپس .[۶] شد مطرح رامسر و دانتزيک توسط کاميون توزيع عنوان تحت ۱۹۶۰ دهه در بار اولين براي V RP مسيريابي مسئلهي
دجاکس و لاپورته نيز و [۱۹] ۱۹۸۷ سال در گتينگ مک و يانو ،[۱۳] ۱۹۸۱ سال در کان رينوي و لنسترا ،[۷] ۱۹۷۹ سال در جانسون و گري
الگوريتمي ارائه رو اين از و دارد تعلق سخت NP− مسائل رده به مسأله اين که دادهشد نشان و گرفت قرار بررسي مورد ،[۱۱] ۱۹۸۹ سال در
فراابتکاري و ابتکاري الگوريتمهاي علت بههمين نيست. امکانپذير کند حل را مسأله چندجملهاي درجه از زماني پيچيدگي يک با بتواند که
در نوبرت و لاپورته کار به بهترتيب فراابتکاري و ابتکاري الگوريتمهاي از نمونهاي ديدن (براي دادهشدهاند توسعه مسأله اين حل براي بسياري
مسائل حوزههاي در شده انجام تحقيقات از خلاصهاي و جمعبندي شود). رجوع [۲] ۲۰۰۶ سال در اسپرينزا و آرتيچي کار و [۱۲] سال۱۹۸۷
جهت آوردهاند. [۱۶] ۲۰۱۸ سال در استيچيچ ميرکو و [۱۷] ۲۰۰۱ سال در ويگو و تات ، [۵] ۱۹۹۷ سال در لاپورته و کرينيک را V RP
طولاني و پيچيده بسيار البته چندکالايي، حملونقل مسائل از خاصي حالت حل براي تجزيه روش همچنين و شبکه سيمپلکس روش مطالعه
نيز بودن چندکالايي آن در که لجستيکي سيستمهاي در حملونقل رياضي مدل يک شود. مراجعه [۳] ۱۹۹۰ سال در بازارا کتاب به است،
اهداف، تعدد با حملونقل مسئله براي مدلي که است کرده تلاش او است، ارائهشده [۱] ۱۳۹۰ سال در دودانگه محمود توسط است شده لحاظ
در وحداني و اعتباري وحيدي، دهد. ارائه مياني نقاط و مقاصد مبادي، تعدد زمان، با متغير پارامترهاي وجود حمل، وسايل و محمولهها تنوع
است. گرفته قرار رياضيدانان برخي توجه مورد موضوع اين نيز اخيرا دادهاند. ارائه چندکالايي حملونقل دربارهي مقالهاي [۱۸] ۲۰۱۹ سال
ارائه ظرفيتدار چندکالايي حملونقل مسئله حل براي کران و شاخه روش يک [۸] ۲۰۱۹ سال در آلتينل و اونکان ، آکيوز هاکان : مثال براي
مراکز مکانيابي مسئله آنها کردند. ارائه چندکالايي حملونقل مسئله براي رياضي مدل يک [۱۴] ۲۰۱۸ سال در رجاپاشا و رودريگو نمودند.
مکانيابي مسئله يک تعميم مسئله، اين که دادند نشان و کردند مطالعه را چندکالايي توزيع سيستم يک در تأمين زنجيره طراحي براي را توزيع
به پاسخ آنان مسئله ميشود. انجام توزيع مرکز يک طريق از مشتري به کارخانه يک از حملونقل و داريم مختلفي کالاهاي آن در که است
توزيع هزينه کل نرود، فراتر توليد ظرفيت از و شود برآورده مشتريان خواستههاي تمام تا شود استفاده توزيع مراکز کدام از که است مسئله اين
يک در هزينه کمترين مسئله [۱۵] ۲۰۱۸ سال در اولوسينا برسد. حداقل به حملونقل هزينه و است توزيع مرکز از بهرهبرداري ثابت هزينه که

گرفت. قرار بررسي مورد الفبايي آرماني چندهدفه بهينهسازي روش از استفاده با را چندکالايي حملونقل شبکه
به توجه با آن از پس ميکنيم. معرفي کراندار و چندکالايي شبکههاي مسائل حل جهت را HB جديد روش دوم بخش در مقاله اين در
و يککالايي حملونقل مسائل براي را KKT بهينگي شرايط سوم بخش در است، شبکه سيمپلکس روش پايه بر ارائهشده جديد روش که اين
ميکنيم تعريف را آن به مربوط مهم ملاحظات و کراندار و چندکالايي حملونقل شبکه رياضي مدل چهارم بخش در ميدهيم. نشان کراندار

ميآوريم. مطرحشده موارد تشريح جهت مثال ۲ انتها در و
چندکالايي حملونقل شبکه رياضي مدل تعريف کراندار، و يککالايي حملونقل مسائل براي KKT بهينگي شرايط بررسي ،HB روش

است. مقاله اين نوآوريهاي از آن به مربوط مهم ملاحظات و کراندار و
آوردهايم. ۱ جدول در را مقاله اين در استفادهشده نمادهاي برخي

کراندار و چندکالايي حملونقل شبکه مسئله حل در HB روش ۲
ميتواند حملونقل شبکه کنيم بررسي ميخواهيم ما که مدلي در اما دارد جريان سيستم در کالا يک عموماً حملونقل کلاسيک مدلهاي در
روش ارائهشده، شبکهاي مسائل حل براي که هايي روش از يکي باشد. پايين کران و بالا کران محدوديت و چندکالايي ويژگيهاي داراي



۵۳۳ کراندار و چندکالايي حملونقل شبکههاي مسائل حل براي جديد روش يک

استفادهشده نمادهاي از برخي :۱ جدول
نماد توضيحات
x اوليه مسئله متغيرهاي بردار
xij j گره به i گره يال در يافته تخصيص کالاي ميزان
xp
ij j گره به i گره يال در p کالاي يافته تخصيص کالاي ميزان
c (معلوم) هزينه ضرايب سطري بردار
cij (معلوم) j گره به i گره از کالا از واحد هر حملونقل هزينهي
cpij (معلوم) j گره به i گره از p کالاي از واحد هر حملونقل هزينهي
m (معلوم) شبکه گرههاي همه تعداد
n (معلوم) شبکه يالهاي همه تعداد
t (معلوم) شبکه کالاهاي همه تعداد
b ميشود ناميده راست سمت بردار و است، bi مؤلفهاش امين i که برداري
bj (معلوم) j گره تقاضا يا عرضه ميزان
bpi (معلوم) i گره p کالاي تقاضاي يا عرضه ميزان
w گرهها محافظ جريان معادلههاي با متناظر دوگان متغيرهاي بردار
wi i گره محافظ جريان معادله با متناظر دوگان متغير
l اوليه مسئله متغيرهاي ظرفيت کمينه بردار
lij نامنفي) و (معلوم j گره به i گره يال در کالا ظرفيت کمينه
lpij نامنفي) و (معلوم j گره به i گره يال در p کالاي ظرفيت کمينه
u اوليه مسئله متغيرهاي ظرفيت بيشينه بردار
uij (معلوم) j گره به i گره يال در کالا ظرفيت بيشينه
up
ij (معلوم) j گره به i گره يال در p کالاي ظرفيت بيشينه

u⋆
ij (معلوم) j گره به i گره يال در کالا ظرفيت باقيمانده

up⋆

ij (معلوم) j گره به i گره يال در p کالاي ظرفيت باقيمانده
vij (lij) j گره به i گره يال کمينهظرفيت به مربوط قيود با متناظر دوگان متغير
hij (uij) j گره به i گره يال بيشينهظرفيت به مربوط قيود با متناظر دوگان متغير

است. شبکه سيمپلکس

باشد. بالا کران يا صفر) پايين کران (بهجز پايين کران داراي آن، يال يک حداقل که است کراندار شبکهاي .۱ . ۲ تعريف

باشند. کالا) دو (حداقل کالا نوع يک از بيش براي تقاضا و عرضه داراي بهترتيب آن، گره دو حداقل که است چندکالايي شبکهاي .۲ . ۲ تعريف

بهدليل است. کراندار و چندکالايي شبکههاي مسائل حل براي روشي HB روش ميناميم. HB ميدهيم ارائه اينجا در که را روشي
(KKT) کروش-کان-تاکر بهينگي شرايط بايد بنابراين است، خطي برنامهريزي مسئله نوعي و شبکهاي مسئله يک حملونقل، مسئله اينکه
مسائل حل مراحل و است، شبکه سيمپلکس روش پايه بر ارائهشده جديد روش که اين به توجه با همچنين بگيرد. قرار تصديق مورد آن براي
سيمپلکس روش KKT بهينگي شرايط ابتدا است کافي بنابراين است، کالا يک براي شبکه سيمپلکس روش از مکرر استفاده با چندکالايي
دهيم. تعميم کراندار و کالايي چند حملونقل مسائل براي را آن ادامه در و دهيم نشان کراندار و يککالايي حملونقل مسائل براي را شبکه

مساوي محدوديتهاي با کراندار خطي برنامهريزي مسائل در KKT بهينگي شرايط ۱ . ۲
بگيريم: نظر در مساوي شکل در را زير کراندار خطي برنامهريزي مسئله

Minimize z = cx
subject to Ax = b

x ≥ l
x ≤ u

(۱ . ۲)

مسئله اين براي دلخواه شدني جواب x̄ کنيم فرض است. m×n ماتريس يک A و بردار، m يک b بردار، n يک c, l, u آن در که
در ميکنيم. تعريف را h = (h١, h٢, . . . , hn) و v = (v١, v٢, . . . , vn) ، w = (w١, w٢, . . . , wm) بردارهاي باشد.



۵۵۷-۵۳۱ صفحه ،۳ شماره ،۱۱ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / حبيبينيا ميلاد و بصيرزاده هادي ۵۳۴

، wi که داريم توجه هستند. (۱ . ۲) در −x ≥ −u و x ≥ l ، Ax = b با متناظر بهترتيب دوگان متغيرهاي ضرايب h و v ، w اينجا
زيرند: بهصورت خطي برنامهريزي مسئله دوگان بنابراين باشند. صفر بايد غيرفعال محدوديتهاي با نظير hj و vj

Maximize z⋆ = wb+ vl − hu
subject to wA+ v − h = c

w نامقيد , v , h ≥ ٠

ميشود: ساده زير بهصورت KKT شرايط

Ax = b x ≥ l , x ≤ u
wA+ v − h = c نامقيد w , v , h ≥ ٠

(v − h)x = ٠
(۲ . ۲)

است. Ax = b محدوديت با نظير w دوگان متغيرهاي بردار نامقيدبودن نامساوي حالت در KKT شرايط و شرايط اين بين اصلي تفاوت

پايه شدني جواب در بهينگي ۱ . ۱ . ۲

پايه شدني جواب يک تشخيص چگونگي از مجددي ارزيابي ميخواهيم .rank(A) = m کنيم فرض بگيريم. نظر در را (۱ . ۲) مسئله
بهوضوح (۲ . ۲) اول شرط کنيم. بررسي را (۲ . ۲) شرايط بخواهيم و داريم B پايه با پايه شدني جواب يک که کنيم فرض باشيم. داشته بهينه
دو به بهترتيب c و h ،v آن در که کرد، بازنويسي زير بهصورت ميتوان را c−wA− v + h = ٠ يعني (۲ . ۲) دوم شرط است. برقرار
A ماتريس بهعبارتي است، A ماتريس غيرپايهاي ستونهاي از مرکب ماتريس N و ميشود تجزيه cN ،cB و hN ،hB ،vN ،vB بردار

داريم: بنابراين ميشود، تجزيه N و B ماتريس دو به

(cB, cN)− w(B,N)− (vB, vN) + (hB, hN) = (٠, ٠) →
{

cB − wB − vB + hB = ٠
cN − wN − vN + hN = ٠ (۳ . ۲)

داريم: ميشود، تجزيه xB و xN بردار دو به x که آنجايي از ،(v − h)x = ٠ زائد مکمل شرط برقراري با
(vN − hN)xN = ٠ و (vB − hB)xB = ٠ يعني (v − h)x = ((vB, vN)− (hB, hN))(xB, xN) = ٠
معادله دو به (۳ . ۲) معادله اينصورت در ،vB = hB يعني اين و باشيم، داشته را (vB − hB) = ٠ که است کافي ،xN = ٠ چون

مييابد: تقليل }زير
cB − wB = ٠

cN − wN − vN + hN = ٠ (۴ . ۲)

ديگر: بهعبارتي يا ،w = cBB
−١ داريم: (۴ . ۲) اول معادله از

wB = cB (۵ . ۲)

. vN − hN = cN − wN = cN − cBB
−١N داريم: دوم معادله از و

،vB = hB دادن قرار با (۲ . ۲) در (v − h)x = ٠ معادله است. برقرار خودکار بهطور (۲ . ۲) اول شرط پايه، شدني جواب يک با بنابراين
برقرارند. vN − hN = cN − cBB

−١N و w = cBB
−١ دادن قرار با wA+ v − h = c شرط

vN−hN که داريم توجه صورت، هر در است. vN−hN بودن منفي نباشد، برقرار آنها در KKT شرايط است ممکن که حالتي تنها
آنگاه ،cj − zj < ٠ غيرپايه متغير يک بهازاي اگر بنابراين، است. غيرپايه متغير هر بهازاي zj آن در که است، (cj − zj) مقادير شامل
آنگاه ،cj − zj ≥ ٠ غيرپايه متغيرهاي تمام بهازاي اگر البته نيست. برقرار (v − h)x = ٠ معادله در vN − hN بودن نامنفي

است. سيمپلکس روش خاتمه معيار همان دقيقا اين است. برقرار KKT شرايط تمام و vN − hN ≥ ٠

کراندار و يککالايي مسائل براي شبکه سيمپلکس روش ۳
مذکور فرمول که ميکنيم استفاده فرمولي از بلکه دوگان؛ مسئله حل نه و داريم اوليه مسئله حل به نيازي نه شبکه، سيمپلکس روش در

[۳] است. مسئله دوگان روي زائد مکمل شرايط بهکارگيري از نتيجهاي



۵۳۵ کراندار و چندکالايي حملونقل شبکههاي مسائل حل براي جديد روش يک

زيرند: بهترتيب کراندار و يککالايي مسائل براي شبکه سيمپلکس روش گامهاي
اوليه جواب .۱

دوگان جواب از استفاده با پايهاي يالهاي براي cij آوردن بهدست .۲
بهينگي شرايط بررسي و دوگان جواب از استفاده با غيرپايهاي يالهاي براي cij آوردن بهدست .۳

محورگيري .۴

اوليه): (جواب اول گام

کالا تقاضاي کل بهطوريکه کند، صدق شبکه محدوديتهاي تمام در که است جوابي آغازين) شدني پابهاي (جواب اوليه جواب .۱ . ۳ تعريف
شود. تامين کالا آن عرضهي کل توسط

ميآوريم، دست به r ∈ N بهطوريکه r ريشهاي گره و ريشهدار فراگير درخت يک با را آغازين) شدني پابهاي (جواب اوليه جواب يک
است. N = {١, ٢, . . . ,m} که

گرههاي بايد نباشد، درخت جواب، اصلي گراف اگر که است اين شبکه جواب اصلي گراف رسم جهت بديع و قابلتوجه نکتهي .۲ . ۳ ملاحظه
xij = uij خود بالاي کران در يا و xij = lij پايين کران در که يالهايي يا يال از استفاده با کار اين کنيم؛ اضافه گراف اين به را نامرتبط

داد. خواهيم تشکيل گرهها همه حضور با فراگير پايهاي درخت ترتيب بدين ميگيرد. صورت دارند، قرار

اصلي گراف در آنها از هرکدام انتخاب و xij = uij بهعبارتي يا باشند خود بالاي کران در يالهايي يا يال اگر همچنين .۳ . ۳ ملاحظه
پايهاي درخت ترتيب بدين ميگيريم. نظر در غيرپايهاي يالهاي بهعنوان را مذکور يالهاي شود، شبکه در دور ايجاد باعث شبکه، جواب

داد. خواهيم تشکيل دور بدون فراگير

بردار درآن که wB = cB يعني (۵ . ۲) فرمول دوگان): جواب از استفاده با پايهاي يالهاي براي cij آوردن (بهدست دوم گام

w =
[
w١ w٢ . . . wm

]
و پايه درخت با متناظر ماتريس بيانگر است، n× n ماتريس يک که B وارونپذير ماتريس و دوگان متغيرهاي بردار

cB =
[
ci٠i١ ci١i٢ . . . cik−١ik

]
(۱ . ۳)

(بردار w آوردن بهدست جهت به را است پايهاي درخت با متناظر هزينهي ضرايب بردار (i٠, i١, i٢, . . . , ik−١, ik ∈ N ) بهطوريکه
مينويسيم. دوگان) متغيرهاي

، wr = ٠ دادن قرار با ابتدا مجهولاند، آن درايههاي که w بردار آوردن بهدست براي معلوماند. cB بردار و B ماتريس است بديهي
در cij = ٠ دادن قرار با ، wi − wj = cij از استفاده با را wiها ساير

cij = zij − cij = wi − wj − cij (۲ . ۳)

ميآوريم. بهدست پايه) (درخت پايهاي يالهاي براي

بهدستآمده wiهاي از استفاده با بهينگي: شرايط بررسي و دوگان) جواب از استفاده با غيرپايهاي يالهاي براي cij آوردن (بهدست سوم گام
شرايط بررسي مبناي غيرپايهاي يالهاي به مربوط cij ميکنيم. محاسبه غيرپايهاي يالهاي براي را (۲ . ۳) در cij شبکه، بهينگي بررسي براي

است. حملونقل شبکه بهينگي
درباره اطلاعاتي غيرپايهاي، يال هر در (۲ . ۳) در cij عبارت بودن منفي يا مثبت باشد، شبکه در حملونقل هزينهي کمينهسازي هدف اگر
صورت در (يعني است پايه به ورود متقاضي مذکور يال که دانست خواهيم مثال بهعنوان ميدهد. ما به پايه گراف بهينگي عدم يا بهينگي
داشت) خواهد کاهش شبکه در حملونقل کل هزينهي موردنظر، (i, j) يال در مقدار همان افزايش و يال يک از کالا معيني مقدار کاهش
(i, j) يال در مقدار همان افزايش و يال يک از کالا معيني مقدار کاهش صورت در (يعني نيست پايه به ورود متقاضي مذکور يال اينکه يا

داشت). خواهد افزايش شبکه در حملونقل کل هزينهي موردنظر،
دارد امکان حالت چهار ،cij = ٠ و lij < xij < uij که حالتي از غير به ،xij و (۲ . ۳) در cij براي بهينگي، شرايط بررسي در

دهد: رخ
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اين ،(i, j) يال در کالا افزايش جهت حلقه، تشکيل امکان صورت در که است معنا بدين :(xij = lij و cij > ٠ (اگر اول حالت
بودن موجود صورت در يا پايه، به ورود متقاضي موردنظر يال بنابراين شد. خواهد حملونقل شبکهي کل هزينهي کاهش باعث کالا افزايش

است. جريان افزايش متقاضي پايه، در

شبکهي کل هزينهي کاهش باعث ،(i, j) يال در کالا افزايش اينکه با که است معنا بدين :(xij = uij و cij > ٠ (اگر دوم حالت
متقاضي موردنظر يال بنابراين ندارد؛ وجود مذکور يال در کالا افزايش قابليت موردنظر، يال ظرفيت بيشينه اتمام بهدليل اما شد خواهد حملونقل

نيست. جريان افزايش متقاضي پايه، در بودن موجود صورت در يا پايه، به ورود

اين ،(i, j) يال در کالا کاهش جهت حلقه، تشکيل امکان صورت در که است معنا بدين :(xij = uij و cij < ٠ (اگر سوم حالت
است. جريان کاهش متقاضي موردنظر يال بنابراين شد. خواهد حملونقل شبکهي کل هزينهي کاهش باعث کالا کاهش

شبکهي کل هزينهي کاهش باعث ،(i, j) يال در کالا کاهش اينکه با که است معنا بدين :(xij = lij و cij < ٠ (اگر چهارم حالت
متقاضي موردنظر يال بنابراين ندارد؛ وجود مذکور يال در کالا کاهش قابليت موردنظر، يال ظرفيت کمينه اتمام بهدليل اما شد خواهد حملونقل

نيست. جريان کاهش

ميآوريم، بهدست را δ حملونقلاند، هزينه کاهش با همراه جريان کاهش يا و افزايش متقاضي که يالهايي ميان از (محورگيري): چهارم گام
بهطوريکه:

δ = max|cij|. (۳ . ۳)

يا موردنظر (i, j) يال بهازاي ديگر بهعبارتي هستند، بهينگي شرايط بررسي سوم يا و اول حالتهاي از يکي جزو ها δ که داريم توجه
.(xij = uij و cij < ٠) يا (xij = lij و cij > ٠)

جريان) (افزايش ورود متقاضي (i, j) يال که صورتي در ميکنيم، توجه موردنظر يال بودن کاهشي يا افزايشي به δ وجود صورت در
همان و اضافه حلقهاند در ورودي يال جهت در که يالهايي براي را ∆ مقدار يک موردنظر، يال ورود جهت منحصربهفرد حلقه تشکيل با باشد
کاهش متقاضي (i, j) يال که صورتي در مشابه بهطريق ميکنيم. کم حلقهاند در ورودي يال جهت خلاف در که يالهايي براي را ∆ مقدار
همان و کم حلقهاند در موردنظر يال جريان کاهش جهت در که يالهايي براي را ∆ مقدار يک منحصربهفرد، حلقهي تشکيل با باشد جريان

ميکنيم. اضافه حلقهاند در موردنظر يال جريان کاهش جهت خلاف در که يالهايي براي را ∆ مقدار
در يالهاي (براي ⋆uها

ij = uij − xij کمينه بين از منحصربهفرد، حلقهي در غيرپايهاي و پايهاي يالهاي براي ∆ مقدار تعيين جهت
انتخاب ∆ با برابر را مقدار کمترين پايه) به ورودي يال جهت خلاف در يالهاي (براي xijها − lij کمينه و پايه) به ورودي يال جهت

ميکنيم.
ادامه بهينه جواب به رسيدن جهت را محاسبات و کرده شروع دوم گام از و آورده بهدست جديدي پايهاي فراگير درخت ترتيب بدين

ميدهيم.

يا و افزايش جهت حلقهاي نتوان وجود، درصورت يا و باشد نداشته وجود δ هيچ که ميآيد بهدست زماني بهينه جواب : بهينگي شرايط
داد. تشکيل (δ بودن کاهش يا و افزايش متقاضي به (بنا (i, j) يال جريان کاهش

کراندار و چندکالايي حملونقل شبکه رياضي مدل ۴
دو (حداقل کالا نوع يک از بيش براي تقاضا و عرضه داراي بهترتيب آن، گره دو حداقل که است کراندار و چندکالايي شبکهاي .۱ . ۴ تعريف

باشد. بالا کران يا صفر) پايين کران (بهجز پايين کران داراي کالا، يک حداقل براي آن، يال يک حداقل و باشند؛ کالا)

تامين براي شبکه طريق از کالا هر موجود عرضه حمل از: است عبارت کراندار و چندکالايي شبکهاي جريان هزينه کمينهسازي مسئله
آن در کالاهاي مجموع براي يال هر بالاي کران و پايين کران و يال، هر در کالا هر براي بالا و پايين کران به توجه با کالاها آن تقاضاي

ميکنيم: تعريف زير بهصورت را متوازن کراندار و چندکالايي حملونقل شبکه مسئله رياضي مدل هزينه. حداقل با يال

Minimize Z =
t∑

p=١

m∑
i=١

m∑
j=١

cpijx
p
ij
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subject to

m∑
j=١

xp
ij −

m∑
k=١

xp
ki = bpi i = ١, ٢, . . . ,m , p = ١, ٢, . . . , t (۱ . ۴)

xp
ij ≥ lpij i, j = ١, ٢, . . . ,m , p = ١, ٢, . . . , t (۲ . ۴)

xp
ij ≤ up

ij i, j = ١, ٢, . . . ,m , p = ١, ٢, . . . , t (۳ . ۴)

t∑
p=١

xp
ij ≥ lij i, j = ١, ٢, . . . ,m , p = ١, ٢, . . . , t (۴ . ۴)

t∑
p=١

xp
ij ≤ uij i, j = ١, ٢, . . . ,m , p = ١, ٢, . . . , t (۵ . ۴)

معادلههاي يا گرهاي، تعادل يا جرياني، محافظ ۱ . ۴ محدوديتهاي به است. بردار m يک bpi بردار، n يک cpij, l
p
ij, u

p
ij آن در که

کل
∑m

j=١ x
p
ij ۱ . ۴ محدوديتهاي در ميرود. بين از نه و ميشود ايجاد شبکه در جريان نه که دارد دلالت اين بر و ميگويند گيرشهف

محدوديتهاي به ميدهد. نمايش را i گره به p کالاي ورودي جريان کل
∑m

k=١ x
p
ki که حالي در است، i گره از p کالاي خروجي جريان

(i, j) يال در p کالاي ظرفيت) (بيشينه بالاي کران ۳ . ۴ محدوديتهاي به و گوييم، (i, j) يال در p کالاي ظرفيت) (کمينه پايين کران ۲ . ۴
است، (i, j) يال ظرفيت) (کمينه پايين کران مساوي يا بزرگتر (i, j) يال در کالاها جريان مجموع ميکند تضمين ۴ . ۴ محدوديت گوييم.
(i, j) يال ظرفيت) (بيشينه بالاي کران مساوي يا کوچکتر (i, j) يال در کالاها جريان مجموع ميکند تضمين ۵ . ۴ محدوديت همچنين

است.

کراندار و چندکالايي مسائل براي شبکه سيمپلکس روش ۵
مطالعه جهت ميدهيم. تعميم کراندار و چندکالايي مسائل براي را کراندار و يککالايي مسائل براي شبکه سيمپلکس روش اينجا در ما

شود. مراجعه [۳] بازارا کتاب به کراندار و يککالايي مسائل براي شبکه سيمپلکس روش بيشتر
کننده خسته و طولاني بسيار که است آمده تجزيه الگوريتم چندکالايي، جريان هزينه کمينهسازي مسئله براي بازارا کتاب در همچنين
فرمول که ميکنيم استفاده فرمولي از روش اين در ميدهيم. تعميم کراندار و چندکالايي مسائل براي را شبکه سيمپلکس روش ما است.
پرداخته آن به تفصيل به ۱ . ۲ بخش در که است، کراندار و چندکالايي مسئله دوگان روي زائد مکمل شرايط بهکارگيري از نتيجهاي مذکور

شد.
زيرند: بهترتيب کراندار و چندکالايي مسائل براي شبکه سيمپلکس روش گامهاي

اوليه جواب .۱
دوگان جواب از استفاده با پايهاي يالهاي براي cpij آوردن بهدست .۲

بهينگي شرايط بررسي و دوگان جواب از استفاده با غيرپايهاي يالهاي براي cpij آوردن بهدست .۳
محورگيري .۴

دست به r ∈ N بهطوريکه r ريشهاي گره و ريشهدار فراگير درخت يک با را اوليه جواب يک کالا، هر بهازاي اوليه): (جواب اول گام
.N = {١, ٢, . . . ,m} آن در که ميآوريم،

کالاي براي کرانداري شرط که داشت توجه بايد همواره کالا هر بهازاي اوليه جواب انتخاب در شبکه، بودن کراندار صورت در .۱ . ۵ ملاحظه
lij ≤ xp

ij ≤ uij و lpij ≤ xp
ij ≤ up

ij بايد همواره ديگر عبارت به باشد، برقرار (i, j) يال کرانداري شرط و (i, j) يال در p
باشند. برقرار
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جريانيافته کالاهاي مجموع (۱ . ۵) تذکر رعايت با کالا هر بهازاي اوليه جواب انتخاب از پس اگر شبکه، بودن کراندار صورت در .۲ . ۵ ملاحظه
پايهاي يال يک براي حداقل ديگر بهعبارتي يا باشد؛ بيشتر يال آن ظرفيت از يال يک در

lij ≤
t∑

p=١

xp
ij ≤ uij (۱ . ۵)

سوم يا اول حالات از يکي در مذکور يال اگر محورگيري، براي اقدام از قبل و بهينگي شرايط بررسي از پس چهارم گام در آنگاه نباشد، برقرار
يا و ميکنيم اضافه مذکور يال جريان به اندازهاي بهترتيب ،(۱ . ۵) عبارت برقراري و هزينه کاهش هدف با دادهشده توضيحات طبق آنگاه باشد،
بهترتيب ، (۱ . ۵) عبارت برقراري و هزينه افزايش هدف با اينصورت غير در شود. برقرار (۱ . ۵) عبارت تا ميدهيم کاهش مذکور يال جريان از

شود. برقرار (۱ . ۵) عبارت تا ميکنيم اضافه مذکور يال جريان به يا و ميدهيم کاهش مذکور يال جريان از اندازهاي
در مذکور يال کرانداري آنگاه شويم، (۱ . ۵) عبارت برقراري باعث مذکور يال از جريان کاهش يا و يال به جريان افزايش با نتوانيم اگر

شود. نشدني مسئله شد خواهد باعث و نيست برقرار شبکه

تشکيل گرهها همه حضور با p کالاي حملونقل شبکه در فراگير پايهاي درخت اگر که صورتي در که است اين قابلتوجه نکتهي .۳ . ۵ ملاحظه
xp
ij = uP

ij يا و xp
ij = lPij = ٠ در که يالهايي يا يال از استفاده با کار اين کنيم؛ اضافه درخت اين به را نامرتبط گرههاي بايد نشود،

درخت تکميل براي هستند خود بالاي کران در يا پايين کران در آنها p کالاي جريان که يالهايي از يعني ميگيرد. صورت دارند، قرار خود
داد. خواهيم تشکيل گرهها همه حضور با فراگير پايهاي درخت ،p کالاي هر بهازاي ترتيب بدين کنيم. استفاده پايهاي

بهدست کالا هر بهازاي را (۵ . ۲) در wB = cB فرمول دوگان): جواب از استفاده با پايهاي يالهاي براي cpij آوردن (بهدست دوم گام
ديگر عبارت به آوريم، مي

wpBp = cBp (۲ . ۵)

بردار درآن که

wP =
[
wp

١ wp
٢ . . . wp

m

]
(۳ . ۵)

حملونقل شبکه براي پايه درخت با متناظر ماتريس بيانگر است، n× n ماتريس يک که Bp وارونپذير ماتريس و دوگان متغيرهاي بردار
و p کالاي

cBp =
[
cpi٠i١ cpi١i٢ . . . cpik−١ik

]
(۴ . ۵)

حملونقل شبکه به مربوط پايهاي درخت با متناظر هزينهي ضرايب بردار (i٠, i١, i٢, . . . , ik−١, ik ∈ N ) بهطوريکه (۱ . ۳) اساس بر
مينويسيم. دوگان متغيرهاي بردار آوردن بهدست جهت به را است p

wp
r = ٠ دادن قرار با ابتدا مجهولاند، آن درايههاي که wp بردار آوردن بهدست براي معلوماند. cBp بردار و Bp ماتريس است بديهي

در cijp = ٠ دادن قرار با wp
i − wp

j = cpij از استفاده با را wpها
i ساير ،

cij
p = zpij − cpij = wp

i − wp
j − cpij (۵ . ۵)

ميآوريم. بهدست p کالاي حملونقل به مربوط شبکه پايه) (درخت پايهاي يالهاي براي

بهدستآمده wpهاي
i از استفاده با بهينگي: شرايط بررسي و دوگان) جواب از استفاده با غيرپايهاي يالهاي براي cpij آوردن (بهدست سوم گام

محاسبه کالا، همان حملونقل شبکه غيرپايهاي يالهاي براي کالا هر بهازاي را (۵ . ۵) در cijp ،pکالاي حملونقل شبکه بهينگي بررسي براي
است. حملونقل شبکه بهينگي شرايط بررسي مبناي غيرپايهاي يالهاي به مربوط cijp ميکنيم.

هزينهي کمينهسازي هدف اگر ميکنيم. بررسي را بهينگي شرايط مسئله، هدف به توجه با کالا، هر بهازاي cijp کردن محاسبه از پس
پايه گراف بهينگي عدم يا بهينگي درباره اطلاعاتي غيرپايهاي، يال هر در (۵ . ۵) در cijp عبارت بودن منفي يا مثبت باشد، شبکه در حملونقل
کاهش صورت در (يعني است پايه به ورود متقاضي مذکور يال که دانست خواهيم مثال بهعنوان ميدهد. ما به p کالاي حملونقل شبکه
اينکه يا داشت) خواهد کاهش شبکه در حملونقل کل هزينهي موردنظر، (i, j) يال در مقدار همان افزايش و يال يک از p کالا معيني مقدار
موردنظر، (i, j) يال در مقدار همان افزايش و يال يک از کالا معيني مقدار کاهش صورت در (يعني نيست پايه به ورود متقاضي مذکور يال

داشت). خواهد افزايش شبکه در حملونقل کل هزينهي
امکان حالت چهار ،cijP = ٠ و lPij < xP

ij < uP
ij که حالتي از غير به xp

ij و (۵ . ۵) در cijp براي بهينگي، شرايط بررسي در
دهد: رخ دارد
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جهت ،p کالاي حملونقل شبکه در حلقه تشکيل امکان صورت در که است معنا بدين :(xP
ij = lPij و cijP > ٠ (اگر اول حالت

متقاضي موردنظر يال بنابراين شد. خواهد حملونقل شبکهي کل هزينهي کاهش باعث کالا افزايش اين ،(i, j) يال در p کالاي افزايش
است. جريان افزايش متقاضي ،p کالاي حملونقل شبکه پايه در بودن موجود صورت در يا p؛ کالاي حملونقل شبکه پايه به ورود

کل هزينهي کاهش باعث ،(i, j) يال در p کالا افزايش اينکه با که است معنا بدين :( xp
ij = up

ij و cijp > ٠ (اگر دوم حالت
(i, j) يال بنابراين ندارد؛ وجود مذکور يال در کالا افزايش قابليت موردنظر، يال ظرفيت بيشينه اتمام بهدليل اما شد خواهد حملونقل شبکهي
نيست. جريان افزايش متقاضي ،p کالاي حملونقل شبکه پايه در بودن موجود صورت در يا p؛ کالاي حملونقل شبکه پايه به ورود متقاضي

،(i, j) يال در p کالاي کاهش جهت حلقه، تشکيل امکان صورت در که است معنا بدين :(xp
ij = up

ij و cijp < ٠ اگر سوم( حالت
است. جريان کاهش متقاضي موردنظر يال بنابراين شد. خواهد حملونقل شبکهي کل هزينهي کاهش باعث کالا کاهش اين

کل هزينهي کاهش باعث ،(i, j) يال در p کالا کاهش اينکه با که است معنا بدين :(xp
ij = lpij و cijp < ٠ (اگر چهارم حالت

يال بنابراين ندارد؛ وجود مذکور يال در p کالا کاهش قابليت موردنظر، يال ظرفيت کمينه اتمام بهدليل اما شد خواهد حملونقل شبکهي
نيست. جريان کاهش متقاضي (i, j)

با همراه جريان کاهش يا و افزايش متقاضي که کالاها همه حملونقل شبکه از يالهايي ميان از شبکه هر در (محورگيري): چهارم گام
کالا هر بهازاي بهطوريکه ميآوريم، بهدست (۳ . ۳) اساس بر را δp حملونقلاند، هزينه کاهش

δp = max|cijp| (۶ . ۵)

يا موردنظر (i, j) يال بهازاي ديگر بهعبارتي هستند، بهينگي شرايط بررسي سوم يا و اول حالتهاي از يکي جزو ها δp که داريم توجه
. (xp

ij = up
ij و cijp < ٠) يا (xp

ij = lpij و cijp > ٠)
ديگر بهعبارتي بود. خواهد δp بزرگترين محورگيري، جهت ما منتخب مجموعه δp

⋆

λ

δp
⋆

λ = max{δ١, δ٢, . . . , δt} (۷ . ۵)

.λ ∈ {١, ٢, . . . , p} آن در که
ميدهيم. انجام شد، خواهد داده توضيح ادامه در که را محورگيري عمليات شده، انتخاب δp

⋆

λ براي
اين همواره تا باشد ۲ . ۵ و ۱ . ۵ ملاحظههاي به توجه با محورگيري، عمليات که داشت توجه بايد ، δp

⋆

λ محورگيري از مرحله هر در
داد. خواهيم انجام مورد کوچکترين تا ها، δp

⋆

λ تمام براي را محورگيري عمليات ترتيب بههمين و باشند؛ برقرار محدوديتها
جريان) (افزايش ورود متقاضي (i, j) يال که صورتي در ميکنيم، توجه موردنظر يال بودن کاهشي يا افزايشي به δp

⋆

λ وجود صورت در
يال جهت در که يالهايي براي را ∆p مقدار يک ،(i, j) يال ورود جهت p کالاي حملونقل شبکه در منحصربهفرد حلقه تشکيل با باشد
که صورتي در اما ميکنيم. کم حلقهاند در ورودي يال جهت خلاف در که يالهايي براي را ∆p مقدار همان و اضافه حلقهاند در ورودي
کاهش جهت در که يالهايي براي را ∆p مقدار جريان، کاهش جهت منحصربهفرد حلقه تشکيل با باشد جريان کاهش متقاضي (i, j) يال
اضافه حلقهاند در موردنظر يال جريان کاهش جهت خلاف در که يالهايي براي را ∆p مقدار همان و کم حلقهاند در موردنظر يال جريان

ميکنيم.
کمينه بين از ،p کالاي حملونقل شبکه در منحصربهفرد حلقهي در غيرپايهاي و پايهاي يالهاي براي ∆p مقدار تعيين جهت

xpها
ij − lpij و xijها − lij کمينه و پايه) به ورودي يال جهت در يالهاي (براي ⋆upها

ij = up
ij −xp

ij و ⋆uها
ij = uij −xij

ميکنيم. انتخاب ∆p با برابر را مقدار کمترين پايه) به ورودي يال جهت خلاف در يالهاي (براي
جديدي پايهاي فراگير درخت (۷ . ۵) هستند، محورگيري جهت منتخب مجموعه در که کالايي حملونقل شبکه هر براي ترتيب بدين

ميدهيم. ادامه بهينه جواب به رسيدن جهت را محاسبات و کرده تکرار دوم گام از و آورده بهدست

يا و افزايش جهت حلقهاي نتوان وجود، درصورت يا و باشد نداشته وجود δp
⋆

λ هيچ که ميآيد بهدست زماني بهينه جواب : بهينگي شرايط
داد. تشکيل (δp

⋆

λ بودن کاهش يا و افزايش متقاضي به (بنا (i, j) يال جريان کاهش
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۱ عددي مثال به مربوط حمل ونقل شبکه گراف :۱ شکل

۱ عددي مثال ۶
آن در ارائهشده راهحل است. شده حل تجزيه الگوريتم روش از مثال اين بازارا کتاب در [۳] است. بازارا کتاب ۱۲ فصل از مثال يک زير مثال
ميکنيم. حل (HB) خودمان ابتکاري روش با صرفا و تجزيه الگوريتم از استفاده بدون را مسئله اين ما است. کننده خسته و طولاني بسيار

دارد. مطابقت بازارا کتاب در تجزيه الگوريتم با بهدستآمده جواب با دقيقا بهدستآمده جواب
يالها همه پايين کران بگيريم. نظر در دادهشده زير گراف در آن دادههاي که را کراندار و دوکالايي جريان هزينهي کمينهسازي مسئله

. lij = ٠ شبکه، دلخواه (i, j) يال هر بهازاي ديگر عبارت به است، شده گرفته نظر در صفر

اوليه): (جواب اول گام ۱ . ۶
هر براي است) وگل روش از استفاده ما توصيه اما آورد، بهدست موجود هاي روش از يک هر از استفاده با ميتوان را اوليه (جواب اوليه جواب

آوردهايم: زير در بهترتيب را کالا دو

آوردهايم. ذيل گراف در را ۱ کالاي بهازاي يال هر به دادهشده اختصاص کالاي ميزان :۱ کالاي حملونقل شبکه براي اوليه جواب

۱ کالاي حمل ونقل شبکه اوليه جواب گراف :۲ شکل

دارد. قرار خود بالاي کران در نظر مورد يال که است آن بهمعناي و است Uper bound نماد u
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حالت در (٣, ۴) و (١, ٢) يال دو جريان (۲ . ۳) تذکر از استفاده با ميکنيم، مشاهده بالا پايهاي گراف در که همانطور
نقطهچين با که (٢, ٣) يال جريان و l٣۴ < l١٣۴ < x١٣۴ < u١٣۴ < u٣۴ و l١٢ < l١١٢ < x١١٢ < u١١٢ < u١٢
تشکيل گرهها همه حضور با فراگير پايهاي درخت ترتيب بدين و است پايهاي يالهاي از يکي و x١٢٣ = u١٢٣ حالت در است، دادهشده نشان

است. شده

آوردهايم. ذيل در گراف را ۲ کالاي بهازاي يال هر به دادهشده اختصاص کالاي ميزان :۲ کالاي حملونقل شبکه براي اوليه جواب
l١٢ < l٢١٢ < x٢١٢ < u٢١٢ < حالت در (۴, ٢) و (٣, ۴) ،(١, ٢) يال سه جريان (۳ . ۳) تذکر از استفاده با زير، پايهاي گراف در
نقطهچين با که (۴, ١) يال جريان و l۴٢ < l٢۴٢ < x٢۴٢ < u٢۴٢ < u۴٢ و l٣۴ < l٢٣۴ < x٢٣۴ < u٢٣۴ < u٣۴ ،u١٢
دادهايم. تشکيل دور بدون پايهاي درخت گراف ترتيب بدين است. غيرپايهاي يالهاي از يکي و x٢۴١ = u٢۴١ حالت در است، دادهشده نشان

۲ کالاي حمل ونقل شبکه اوليه جواب گراف :۳ شکل

دوگان): جواب از استفاده با پايهاي يالهاي براي cijp آوردن (بهدست دوم گام ۲ . ۶
ميآوريم: بهدست زير در بهترتيب کالا، دو هر حملونقل شبکههاي پايهاي يالهاي براي را cijpها اکنون

بنابراين ،w١B١ = cB١ داريم: (۲ . ۵) در wpBp = cBp فرمول از استفاده با :۱ کالاي حملونقل شبکه پايهاي يالهاي براي cijp
داريم: (۴ . ۵) و (۱ . ۳) ،(۳ . ۵) به توجه با

w١ =
[
w١

١ w١
٢ w١

٣ w١
۴
]

, cB١ =
[
c١١٢ c١٢٣ c١٣۴ ٠

]

B١ =


١ ٠ ٠ ٠
−١ ١ ٠ ٠
٠ −١ ١ ٠
٠ ٠ −١ ١


(۵ . ۵) در cij١ = ٠ دادن قرار با w١

i − w١
j = c١ij از استفاده با را w١ها

i

cij
١ = z١ij − c١ij = w١

i − w١
j − c١ij

داريم: بنابراين مي آوريم، به دست پايهاي يالهاي براي



۵۵۷-۵۳۱ صفحه ،۳ شماره ،۱۱ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / حبيبينيا ميلاد و بصيرزاده هادي ۵۴۲

w١
١ − w١

٢ = ۵ → w١
١ = ۶ , w١

٢ − w١
٣ = ١ → w١

٢ = ١

w١
٣ − w١

۴ = ٠ → w١
٣ = ٠ , w١

۴ = ٠

ميباشد. اول کالاي پايهاي گراف براي ريشه گره محافظ جريان معادله با متناظر دوگان متغير w١
۴ آن در که

بنابراين ،w٢B٢ = cB٢ داريم: (۲ . ۵) در wpBp = cBp فرمول از استفاده با :۲ کالاي حملونقل شبکه پايهاي يالهاي براي cijp
داريم: (۴ . ۵) و (۱ . ۳) ،(۳ . ۵) به توجه با

w٢ =
[
w٢

١ w٢
٢ w٢

٣ w٢
۴
]

, cB٢ =
[
c٢١٢ c٢٣۴ c٢۴٢ ٠

]
B٢ =


١ ٠ ٠ ٠
−١ ٠ −١ ١
٠ ١ ٠ ٠
٠ −١ ١ ٠


(۵ . ۵) در cij٢ = ٠ دادن قرار با w٢

i − w٢
j = c٢ij از استفاده با را w٢ها

i

cij
٢ = z٢ij − c٢ij = w٢

i − w٢
j − c٢ij

داريم: بنابراين مي آوريم، به دست پايهاي يالهاي براي

w٢
١ − w٢

٢ = −٢ → w٢
١ = −٢ , w٢

٣ − w٢
۴ = ٢ → w٢

٣ = ٨

w٢
۴ − w٢

٢ = ۶ → w٢
۴ = ۶ , w٢

٢ = ٠

ميباشد. دوم کالاي پايهاي گراف براي ريشه گره محافظ جريان معادله با متناظر دوگان متغير w٢
٣ آن در که

بهينگي): شرايط بررسي و دوگان جواب از استفاده با غيرپايهاي يالهاي براي cij آوردن (بهدست سوم گام ۳ . ۶
آوردهايم. بهدست (۵ . ۵) در cijp از استفاده با حملونقل شبکه هر غيرپايهاي يالهاي براي را ها cijp گام اين در

کالاي حملونقل شبکه پايهاي يالهاي براي بهدستآمده w١هاي
i از استفاده با :۱ کالاي حملونقل شبکه غيرپايهاي يالهاي براي cijp

ميآوريم: بهدست مذکور شبکه غيرپايهاي يالهاي براي را cij١ها ،۱

c۴١
١ = z١۴١ − c١۴١ = w١

۴ − w١
١ − c١۴١ = −٧ → (c۴١

١ < ٠ , x١۴١ = l۴١)

c۴٢
١ = z١۴٢ − c١۴٢ = w١

۴ − w١
٢ − c١۴٢ = −۵ → (c۴٢

١ < ٠ , x١۴٢ = l۴٢)

است. بهينه ۱ کالاي حملونقل شبکه نيست، پايه به ورود متقاضي يالي هيچ اينکه به توجه با -

کالاي حملونقل شبکه پايهاي يالهاي براي بهدستآمده w٢هاي
i از استفاده با :۲ کالاي حملونقل شبکه غيرپايهاي يالهاي براي cijp

ميآوريم: بهدست مذکور شبکه غيرپايهاي يالهاي براي را cij٢ها ،۲

c٢٣
٢ = z٢٢٣ − c٢٢٣ = w٢

٢ − w٢
٣ − c٢٢٣ = −٨ → (c۶١

٢ < ٠ , x٢٢٣ = l٢٣)

c۴١
٢ = z٢۴١ − c٢۴١ = w٢

۴ − w٢
١ − c٢۴١ = ٩ → (c۴١

٢ > ٠ , x٢۴١ = u۴١) ×

(بهدليل مربوطه حلقهمنحصربهفرد ولي است، پايه به ورود متقاضي است، شده مشخص × علامت با دوم سطر انتهاي در که موردي -
کالاي حملونقل شبکه و ندارد را پايه به ورود قابليت (۴, ١) يال بنابراين نميشود. تشکيل دارد) قرار خود بالاي کران در (۴, ١) يال اينکه

است. بهينه ۲



۵۴۳ کراندار و چندکالايي حملونقل شبکههاي مسائل حل براي جديد روش يک

بهينه حالت در ۱ عددي مثال حمل ونقل شبکه گراف :۴ شکل

: بهين جواب ۴ . ۶
حالت در شبکه که ميگيريم نتيجه ، xP

ij = uij و xP
ij = lij داريم بهترتيب cijP > ٠ و cijP < ٠ هر بهازاي اينکه به توجه با

است: بهدستآمده HB ابتکاري روش از استفاده با کراندار و چندکالايي حملونقل شبکه در زير اطلاعات بنابراين دارد. قرار بهينه

بهينه: حالت در شبکه در حملونقل هزينه

Minimize z =
∑t

p=١
∑m

i=١
∑m

j=١ c
p
ijx

p
ij

= x١١٢c
١
١٢ + x١٢٣c

١
٢٣ + x١٣۴c

١
٣۴ + x١۴١c

١
۴١ + x١۴٢c

١
۴٢

+x٢١٢c
٢
١٢ + x٢٢٣c

٢
٢٣ + x٢٣۴c

٢
٣۴ + x٢۴١c

٢
۴١ + x٢۴٢c

٢
۴٢

= ٢٨

است. بهدستآمده مسئله اين براي بازارا کتاب در که است پاسخي همان دقيقا که

۲ عددي مثال ۷
مبادي، تعداد و مسيرها بعضي بودن دوجهته مسيرها، ظرفيت کالاها، تنوع به توجه با که است واقعي مسئله يک از بخشي براساس مثال اين

است. کراندار و چندکالايي حملونقل شبکه هزينه کردن کمينه اصلي هدف است. مدنظر مقاصد و مياني نقاط
گره ۷ شبکه، اين در بگيريم. نظر در است، دادهشده نمايش ۵ شکل در که را کراندار و چهارکالايي جريان هزينهي کمينهسازي مسئله
در يال دو با مياني گرههاي ميانياند. گرههاي ۷ و ۶ گرههاي و مقصد گرههاي ۵ و ۴ ،۳ ،۱ گرههاي مبدا، گره ۲ گره که داريم، کالا ۴ و
ميزان و ۲ جدول در شبکه در يال هر بالاي کران و يال هر کالاها حملونقل هزينه ميکنند. متصل هم به را مقصد و مبدا گرههاي طرفين،

است آمده ۳ جدول در حملونقل شبکه در کالا هر بهازاي گره هر تقاضا و عرضه

. lij = ٠ شبکه، دلخواه (i, j) يال هر بهازاي ديگر عبارت به است، شده گرفته نظر در صفر يالها همه پايين کران .۱ . ۷ ملاحظه

در کالا هر بهازاي گره هر تقاضاي يا و عرضه ۳ جدول در دارند. هرکالا بهازاي متفاوتي تقاضاي يا و عرضه شبکه، در گرهها از يک هر
است. شده نوشته شبکه



۵۵۷-۵۳۱ صفحه ،۳ شماره ،۱۱ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / حبيبينيا ميلاد و بصيرزاده هادي ۵۴۴

۲ عددي مثال حمل ونقل شبکه به مربوط گراف :۵ شکل

يالها بالاي کران و شبکه در يال هر در کالاها حملونقل هزينه :۲ جدول
(۶, ١) (٢, ۶) (٢, ١) (٢, ٣) (٢, ۴) (١, ۵) (٧, ۵) (٢, ٧) (٢, ۵) (i, j)

۲۵ ۲۵ ۲۷ ۳۴ ۱۵ ۵ ۷ ۷ ۲۳ c١ij = c٢ij
۲۸ ۲۸ ۳۰ ۳۵ ۱۸ ۸ ۱۰ ۱۰ ۲۵ c٣ij = c۴ij
- - - - - ۳۶۵ ۵۴۷ ۵۴۷ ۱۶۷۷ uij

ميآوريم بهدست را مسئله پاسخ HB روش از استفاده با پاسخ:

آوردهايم: زير در بهترتيب را کالاها همه براي اوليه جواب اوليه): (جواب اول گام

کالاي و (۱ شماره کالاي بهازاي يال هر به دادهشده اختصاص کالاي ميزان جدول :۲ و ۱ کالاهاي حملونقل شبکه براي اوليه جواب
۶ شکل در گراف يک با را کالا دو هر بنابراين است، برابر مذکور کالاهاي براي پايهاي گراف که آنجا از آوردهايم. ۴ جدول در را ۲ شماره

ميدهيم. نمايش

دارد. قرار خود پايين کران در نظر مورد يال که است آن بهمعناي و است Lower bound نماد ℓ

۲ و ۱ کالاهاي حمل ونقل شبکه اوليه جواب گراف :۶ شکل



۵۴۵ کراندار و چندکالايي حملونقل شبکههاي مسائل حل براي جديد روش يک

حملونقل شبکه در کالا هر بهازاي گره هر تقاضا و عرضه ميزان :۳ جدول
۴ ۳ ۲ ۱ کالا شماره / گره شماره
۰ ۰ -۱۶ -۵۱ ۱
۶۷ ۱۷۱ ۲۰۵ ۷۲۵ ۲
-۲۱ -۵۵ -۸ -۸۰ ۳
-۲۱ -۵۳ -۸ -۲۹۰ ۴
-۲۵ -۶۳ -۱۷۳ -۳۰۴ ۵

۲ و ۱ کالاهاي حملونقل شبکه براي اوليه جواب :۴ جدول
x١٢۵ x١٢۴ x١٢٣ x١۶١ x١٢۶ x١ij

۳۰۴ ۲۹۰ ۸۰ ۵۱ ۵۱ ۱ کالاي ميزان
x٢٢۵ x٢٢۴ x٢٢٣ x٢۶١ x٢٢۶ x٢ij

۱۷۳ ۸ ۸ ۱۶ ۱۶ ۲ کالاي ميزان

کالاي و ۳ شماره کالاي بهازاي يال هر به دادهشده اختصاص کالاي ميزان جدول :۴ و ۳ کالاهاي حملونقل شبکه براي اوليه جواب
۷ شکل در گراف يک با را کالا دو هر بنابراين است، برابر مذکور کالاهاي براي پايهاي گراف که آنجا از آوردهايم. ۵ جدول در را ۴ شماره

ميدهيم. نمايش

۴ و ۳ کالاهاي حملونقل شبکه براي اوليه جواب :۵ جدول
x٣٢۵ x٣٢۴ x٣٢٣ x٣ij

۲۵ ۲۱ ۲۱ ۳ کالاي ميزان
x۴٢۵ x۴٢۴ x۴٢٣ x۴ij

۶۳ ۵۳ ۵۵ ۴ کالاي ميزان

۴ و ۳ کالاهاي حمل ونقل شبکه اوليه جواب گراف :۷ شکل

دوگان): جواب از استفاده با پايهاي يالهاي براي (cijp) (بهدستآوردن دوم گام

ميآوريم: بهدست زير در بهترتيب کالاها، همه حملونقل شبکههاي پايهاي يالهاي براي را (cijp)ها اکنون



۵۵۷-۵۳۱ صفحه ،۳ شماره ،۱۱ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / حبيبينيا ميلاد و بصيرزاده هادي ۵۴۶

داريم: (۲ . ۵) در wpBp = cBp فرمول از استفاده با :۲ و ۱ کالاهاي حملونقل شبکه پايهاي يالهاي براي cijp
به توجه با بنابراين ،w١

i = w٢
i داريم پس ، cB١ = cB٢ و B١ = B٢ که آنجا از ، w٢B٢ = cB٢ و w١B١ = cB١

داريم: (۴ . ۵) و (۱ . ۳) ،(۳ . ۵)

w٢ = w١ →
[
w١

١ w١
٢ . . . w١

٧
]
=

[
w٢

١ w٢
٢ . . . w٢

٧
]

cB٢ = cB١ =
[
c١٢٣ c١٢۴ c١٢۵ c١٢۶ c١۶١ c١٧۵ ٠

]

B١ = B٢ =



٠ ٠ ٠ ٠ −١ ٠ ٠
١ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠
−١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١
٠ −١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ −١ ٠ ٠ −١ ٠
٠ ٠ ٠ −١ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠


(۵ . ۵) در cij١ = ٠ دادن قرار با w١

i − w١
j = c١ij از استفاده با را w١ها

i = w٢
i

cij
٢ = cij

١ = z١ij − c١ij = w١
i − w١

j − c١ij

داريم: بنابراين مي آوريم، به دست پايهاي يالهاي براي

w١
١ = w٢

١ = −١۶ , w١
٢ = w٢

٢ = ٣۴ , w١
٣ = w٢

٣ = ٠ , w١
۴ = w٢

۴ = ١٩

w١
۵ = w٢

۵ = ١١ , w١
۶ = w٢

۶ = ٩ , w١
٧ = w٢

٧ = ١٨

داريم: (۲ . ۵) در wpBp = cBp فرمول از استفاده با :۴ و ۳ کالاهاي حملونقل شبکه پايهاي يالهاي براي cijp
به توجه با بنابراين ،w٣

i = w۴
i داريم پس ، cB٣ = cB۴ و B٣ = B۴ که آنجا از ، w۴B۴ = cB۴ و w٣B٣ = cB٣

داريم: (۴ . ۵) و (۱ . ۳) ،(۳ . ۵)

w۴ = w٣ →
[
w٣

١ w٣
٢ . . . w٣

٧
]
=

[
w۴

١ w۴
٢ . . . w۴

٧
]

cB۴ = cB٣ =
[
c٣١۵ c٣٢٣ c٣٢۴ c٣٢۵ c٣۶١ c٣٧۵ ٠

]

B٣ = B۴ =



١ ٠ ٠ ٠ −١ ٠ ٠
٠ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠
٠ −١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ −١ ٠ ٠ ٠ ٠
−١ ٠ ٠ −١ ٠ −١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠


(۵ . ۵) در cij٣ = ٠ دادن قرار با w٣

i − w٣
j = c٣ij از استفاده با را w٣ها

i = w۴
i

cij
۴ = cij

٣ = z٣ij − c٣ij = w٣
i − w٣

j − c٣ij

داريم: بنابراين مي آوريم، به دست پايهاي يالهاي براي

w٣
١ = w۴

١ = ١٨ , w٣
٢ = w۴

٢ = ٣۵ , w٣
٣ = w۴

٣ = ٠ , w٣
۴ = w۴

۴ = ١٧

w٣
۵ = w۴

۵ = ١٠ , w٣
۶ = w۴

۶ = ۴۶ , w٣
٧ = w۴

٧ = ٢٠



۵۴۷ کراندار و چندکالايي حملونقل شبکههاي مسائل حل براي جديد روش يک

بهينگي): شرايط بررسي و دوگان جواب از استفاده با غيرپايهاي يالهاي براي cij (بهدستآوردن سوم گام

آوردهايم. بهدست (۵ . ۵) در cijp از استفاده با حملونقل شبکه هر غيرپايهاي يالهاي براي را ها cijp گام اين در

هاي w١
i = w٢

i از استفاده با B١ = B٢ اينکه به توجه با :۲ و ۱ کالاهاي حملونقل شبکه غيرپايهاي يالهاي براي cijp
يالهاي براي (۵ . ۵) در cij١ از استفاده با را cij١ها = cij

٢ اکنون ،۲ و ۱ کالاهاي حملونقل شبکه پايهاي يالهاي براي بهدستآمده
ميآوريم: بهدست مذکور شبکه غيرپايهاي

c١٢
١ = −٧٧ → (c١٢

١ < ٠ , x١١٢ = l١٢) , c٢١
١ = ٢٣ → (c٢١

١ > ٠ , x١٢١ = l٢١)
√

c١۵
١ = −٣٢ → (c١۵

١ > ٠ , x١١۵ = l١۵) , c٢٧
١ = ٩ → (c٢٧

١ > ٠ , x١٢٧ = l٢٧)
√

پايهاند. به ورود متقاضي شدهاند، مشخص
√

علامت با دوم و اول سطر انتهاي در که مواردي

بهدستآمده w٣هاي
i = w۴

i از استفاده B٣با = B۴ اينکه به توجه با :۴ و ۳ کالاهاي حملونقل شبکه غيرپايهاي يالهاي براي cijp
مذکور شبکه غيرپايهاي يالهاي براي (۵ . ۵) در cij٣ از استفاده با را cij٣ها = cij

۴ ،۴ و ۳ کالاهاي حملونقل شبکه پايهاي يالهاي براي
ميآوريم: بهدست

c١٢
٣ = −۴٧ → (c١٢

٣ < ٠ , x٣١٢ = l١٢) , c٢۶
٣ = −٣٩ → (c٢۶

٣ > ٠ , x١٢۶ = l٢۶)

c٢١
٣ = −١٣ → (c٢١

٣ < ٠ , x٣٢١ = l٢١) , c٢٧
٣ = ۵ → (c٢٧

٣ > ٠ , x٣٢٧ = l٢٧)
√

است. پايه به ورود متقاضي شده، مشخص
√

علامت با دوم سطر انتهاي در که موردي

(محورگيري): چهارم گام

که: داريم توجه شده، گفته تعاريف به توجه با ميشود. انتخاب δp يک شبکه هر بهازاي گام اين در

δ١ = δ٢ , δ٣ = δ۴

شدهاند: مشخص بهترتيب کالاها، همه پايه به ورود متقاضي يالهاي بنابرابن

c٢١
١ = c٢١

٢ = ٢٣ , c٢٧
١ = c٢٧

٢ = ٩ , c٢٧
٣ = c٢٧

۴ = ۵

.δp = max|cijp| کالا هر بهازاي بهطوريکه ميآوريم، بهدست را (۶ . ۵) در δp کالاها همه پايه به ورود متقاضي يالهاي ميان از
بنابراين:

δ٢ = δ١ = max{|c٢١١| , |c٢٧١|} = ٢٣ , δ۴ = δ٣ = c٢٧
٣ = ۵

محورگيري جهت δp
⋆

λ منتخب يال اولين

که: ميآوريم بهدست طوري را (۷ . ۵) در δp
⋆

λ

δp
⋆

λ = max{δ١, δ٢, . . . , δ٧}

منتخب، يال دومين آن از پس و δp
⋆

١ = max{δ١ , δ٣} = δ١ = ٢٣ محورگيري، عمليات براي منتخب، يال اولين ديگر بهعبارتي
شبکههاي براي مرحله اين در را محورگيري عمليات δ١ = δ٢ اولويت بودن برابر به توجه با بنابراين بود. خواهد δp

⋆

٢ = δ٣ = ۵
داد. خواهيم انجام ۲ و ۱ کالاهاي حملونقل
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۲ و ۱ کالاهاي حمل ونقل شبکه در محورگيري گراف :۸ شکل

ميدهيم. انجام ۸ شکل در δ⋆١ = δ١ = δ٢ اساس بر را محورگيري :۲ و ۱ کالاهاي حملونقل شبکه در محورگيري
ميآوريم: بهدست زير شيوه به را ∆٢ و ∆١

∆١ = min{x١٢۶ − l٢۶ , x١۶١ − l۶١} = min{۵١− ٠ , ۵١− ٠} = ۵١

∆٢ = min{x٢٢۶ − l٢۶ , x٢۶١ − l۶١} = min{١۶− ٠ , ١۶− ٠} = ١۶

ميکنيم: اعمال را زير تغييرات بنابراين

x١٢١ +∆١ = ٠+ ۵١ = ۵١ , x٢٢١ +∆٢ = ٠+ ١۶ = ١۶

x١٢۶ −∆١ = ۵١− ۵١ = ٠ , x٢٢۶ −∆٢ = ١۶− ١۶ = ٠

x١۶١ −∆١ = ۵١− ۵١ = ٠ , x٢٢۶ −∆٢ = ١۶− ١۶ = ٠

۲ و ۱ کالاهاي حملونقل شبکه در محورگيري از بعد شبکه جواب :۶ جدول
x١٢۵ x١٢۴ x١٢٣ x١٢١ x١ij

۳۰۴ ۲۹۰ ۸۰ ۵۱ ۱ کالاي ميزان
x٢٢۵ x٢٢۴ x٢٢٣ x٢٢١ x٢ij

۱۷۳ ۸ ۸ ۱۶ ۲ کالاي ميزان

محورگيري جهت δp
⋆

λ منتخب يال دومين

داد. خواهيم انجام ۴ و ۳ کالاهاي حملونقل شبکههاي براي مرحله اين در را محورگيري عمليات δ٣ = δ۴ اولويت بودن برابر به توجه با

ميدهيم. انجام δ⋆٢ = δ٣ = δ۴ اساس بر را محورگيري :۴ و ۳ کالاهاي حملونقل شبکه در محورگيري



۵۴۹ کراندار و چندکالايي حملونقل شبکههاي مسائل حل براي جديد روش يک

۲ و ۱ کالاهاي حملونقل شبکه در محورگيري از بعد بشکه گراف :۹ شکل

۴ و ۳ کالاهاي حمل ونقل شبکه در محورگيري گراف :۱۰ شکل

ميآوريم: بهدست زير شيوه به را ∆۴ و ∆٣

∆٣ = min{u⋆
٢٧ − x٣٢٧ , u⋆

٧۵ − x٣٧۵ , x٣٢۵ − l٢۵} = min{۵۴٧− ٢۵ , ۵۴٧− ٢۵ , ٢۵− ٠} = ٢۵

→ u⋆
٢٧ = u٢٧ −∆٣ = ۵۴٧− ٢۵ = ۵٢٢

∆۴ = min{u⋆
٢٧ − x۴٢٧ , u⋆

٧۵ − x۴٧۵ , x۴٢۵ − l٢۵} = min{۵٢٢− ۶٣ , ۵٢٢− ۶٣ , ۶٣− ٠} = ۶٣

→ u⋆
٢٧ = u٢٧ −∆۴ = ۵٢٢− ۶٣ = ۴۵٩

ميکنيم: اعمال را زير تغييرات بنابراين

x٣٢٧ +∆٣ = ٠+ ٢۵ = ٢۵ , x۴٢٧ +∆۴ = ٠+ ۶٣ = ۶٣

x٣٧۵ +∆٣ = ٠+ ٢۵ = ٢۵ , x۴٧۵ +∆۴ = ٠+ ۶٣ = ۶٣

x٣٢۵ −∆٣ = ٢۵− ٢۵ = ٠ , x۴٢۵ −∆۴ = ۶٣− ۶٣ = ٠
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۴ و ۳ کالاهاي حملونقل شبکه در محورگيري از بعد شبکه جواب :۷ جدول
x٣٧۵ x٣٢٧ x٣٢۴ x٣٢٣ x٣ij

۲۵ ۲۵ ۲۱ ۲۱ ۳ کالاي ميزان
x۴٢٧ x۴٢٧ x۴٢۴ x۴٢٣ x۴ij

۶۳ ۶۳ ۵۳ ۵۵ ۴ کالاي ميزان

۴ و ۳ کالاهاي حمل ونقل شبکه در محورگيري از بعد شبکه گراف :۱۱ شکل

دوگان): جواب از استفاده با پايهاي يالهاي براي cij (بهدستآوردن دوم گام دوم تکرار

ميآوريم: بهدست زير در بهترتيب کالاها، همه حملونقل شبکههاي پايهاي يالهاي براي را (cijp)ها اکنون

داريم: بنابراين ، w١
i = w٢

i ميدانيم :۲ و ۱ کالاهاي حملونقل شبکه پايهاي يالهاي براي cijp

cB٢ = cB١ =
[
c١٢٣ c١٢۴ c١٢۵ c١٢١ c١۶١ c١٧۵ ٠

]

B١ = B٢ =



٠ ٠ ٠ −١ −١ ٠ ٠
١ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠
−١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١
٠ −١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ −١ ٠ ٠ −١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠


با: است برابر w١

i = w٢
i نتيجه در

w١
١ = w٢

١ = ٧ , w١
٢ = w٢

٢ = ٣۴ , w١
٣ = w٢

٣ = ٠ , w١
۴ = w٢

۴ = ١٩

w١
۵ = w٢

۵ = ١١ , w١
۶ = w٢

۶ = ٣٢ , w١
٧ = w٢

٧ = ١٨

داريم: بنابراين ، w٣
i = w۴

i ميدانيم :۴ و ۳ کالاهاي حملونقل شبکه پايهاي يالهاي براي cijp

cB۴ = cB٣ =
[
c٣١۵ c٣٢٣ c٣٢۴ c٣٢٧ c٣۶١ c٣٧۵ ٠

]



۵۵۱ کراندار و چندکالايي حملونقل شبکههاي مسائل حل براي جديد روش يک

B٣ = B۴ =



١ ٠ ٠ ٠ −١ ٠ ٠
٠ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠
٠ −١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ −١ ٠ ٠ ٠ ٠
−١ ٠ ٠ ٠ ٠ −١ ٠
٠ ٠ ٠ −١ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠


با: است برابر w٣

i = w۴
i نتيجه در

w٣
١ = w۴

١ = ٢٣ , w٣
٢ = w۴

٢ = ٣۵ , w٣
٣ = w۴

٣ = ٠ , w٣
۴ = w۴

۴ = ١٧

w٣
۵ = w۴

۵ = ١۵ , w٣
۶ = w۴

۶ = ۵١ , w٣
٧ = w۴

٧ = ٢۵

بهينگي): شرايط بررسي و دوگان جواب از استفاده با غيرپايهاي يالهاي براي cij (بهدستآوردن سوم گام

آوردهايم. بهدست حملونقل شبکه هر غيرپايهاي يالهاي براي را ها cijp گام اين در

بهدست مذکور شبکه غيرپايهاي يالهاي براي را cij١ها = cij
٢ اکنون :۲ و ۱ کالاهاي حملونقل شبکه غيرپايهاي يالهاي براي cijp

ميآوريم:

c١٢
١ = −۵۴ → (c١٢

١ < ٠ , x١١٢ = l١٢) , c٢۶
١ = −٢٣ → (c٢۶

١ < ٠ , x١٢١ = l٢١)

c١۵
١ = −٩ → (c١۵

١ < ٠ , x١١۵ = l١۵) , c٢٧
١ = ٩ → (c٢٧

١ > ٠ , x١٢٧ = l٢٧)
√

است. پايه به ورود متقاضي شده، مشخص
√

علامت با دوم سطر انتهاي در که موردي

بهدست مذکور شبکه غيرپايهاي يالهاي براي را cij٣ها = cij
۴ اکنون :۴ و ۳ کالاهاي حملونقل شبکه غيرپايهاي يالهاي براي cijp

ميآوريم:

c١٢
٣ = −۴٢ → (c١٢

٣ < ٠ , x٣١٢ = l١٢) , c٢۵
٣ = −۵ → (c٢۵

٣ < ٠ , x١٢۵ = l٢۵)

c٢١
٣ = −١٨ → (c٢١

٣ < ٠ , x٣٢١ = l٢١) , c٢۶
٣ = −۴۴ → (c٢۶

٣ < ٠ , x٣٢۶ = l٢۶)

است. بهينه ۴ و ۳ کالاهاي حملونقل شبکه نيست، پايه به ورود متقاضي يالي هيچ اينکه به توجه با -

:(۲ و ۱ کالاهاي حملونقل شبکه در (محورگيري چهارم گام

δ٢ = δ١ = c٢٧
١ است: شده مشخص پايه به ورود متقاضي يال ميشود. انتخاب δp يک ۲ و ۱ کالاهاي حملونقل شبکه براي گام اين در

ميآوريم: بهدست زير شيوه به را ∆٢ و ∆١

∆١ = min{x١٢۵ − l٢۵ , u⋆
٢٧ − x١٢٧, u⋆

٧۵ − x١٧۵} = min{٣٠۴− ٠ , ۴۵٩− ٠, ۴۵٩− ٠} = ٣٠۴

→ u⋆
٢٧ = u٢٧ −∆٣ = ۴۵٩− ٣٠۴ = ١۵۵

∆٢ = min{x٢٢۵ − l٢۵ , u⋆
٢٧ − x٢٢٧, u⋆

٧۵ − x٢٧۵} = min{١٧٣− ٠ , ١۵۵− ٠, ١۵۵− ٠} = ١۵۵

→ u⋆
٢٧ = u٢٧ −∆٣ = ١۵۵− ١۵۵ = ٠
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۲ و ۱ کالاهاي حمل ونقل شبکه در محورگيري گراف :۱۲ شکل

ميکنيم: اعمال را زير تغييرات بنابراين

x١٢٧ +∆١ = ٠+ ٣٠۴ = ٣٠۴ , x٢٢٧ +∆٢ = ٠+ ١۵۵ = ١۵۵

x١٧۵ +∆١ = ٠+ ٣٠۴ = ٣٠۴ , x٢٧۵ +∆٢ = ٠+ ١۵۵ = ١۵۵

x١٢۵ −∆١ = ٣٠۴− ٣٠۴ = ٠ , x٢٢۵ −∆٢ = ١٧٣− ١۵۵ = ١٨

۱ کالاي حملونقل شبکه در محورگيري از بعد شبکه جواب :۸ جدول
x١٧۵ x١٢٧ x١٢۴ x١٢٣ x١٢١ x١ij

۳۰۴ ۳۰۴ ۲۹۰ ۸۰ ۵۱ ۱ کالاي ميزان

۱ کالاي حمل ونقل شبکه در محورگيري از بعد شبکه گراف :۱۳ شکل
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۲ کالاي حملونقل شبکه در محورگيري از بعد شبکه جواب :۹ جدول
x٢٧۵ x٢٢٧ x٢٢۵ x٢٢۴ x٢٢٣ x٢٢١ x٢ij

۱۵۵ ۱۵۵ ۱۸ ۸ ۸ ۱۶ ۲ کالاي ميزان

۲ کالاي حمل ونقل شبکه در محورگيري از بعد شبکه گراف :۱۴ شکل

دوگان): جواب از استفاده با پايهاي يالهاي براي cij (بهدستآوردن دوم گام سوم تکرار

قرار بررسي مورد ۲ و ۱ کالاهاي حملونقل شبکه صرفا پس اين از دارد، قرار بهينه حالت در ۴ و ۳ کالاهاي حملونقل شبکه اينکه به توجه با
ميآوريم: بهدست ۲ و ۱ کالاهاي حملونقل شبکههاي پايهاي يالهاي براي بهترتيب را ها (cijp) بنابراين ميگيرد،

(۴ . ۵) و (۱ . ۳) ،(۳ . ۵) به توجه با و (۲ . ۵) در wpBp = cBp فرمول از استفاده با :۱ کالاي حملونقل شبکه پايهاي يالهاي براي cijp
داريم:

cB١ =
[
c١٢٣ c١٢۴ c١٢٧ c١٢١ c١۶١ c١٧۵ ٠

]

B١ =



٠ ٠ ٠ −١ −١ ٠ ٠
١ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠
−١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١
٠ −١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ −١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ −١ ٠ ٠ ١ ٠


با: است برابر w١

i نتيجه در

w١
١ = ٧ , w١

٢ = ٣۴ , w١
٣ = ٠ , w١

۴ = ١٩

w١
۵ = ٢٠ , w١

۶ = ٣٢ , w١
٧ = ٢٧

(۴ . ۵) و (۱ . ۳) ،(۳ . ۵) به توجه با و (۲ . ۵) در wpBp = cBp فرمول از استفاده با :۲ کالاي حملونقل شبکه پايهاي يالهاي براي cijp
داريم:

cB٢ =
[
c٢٢٣ c٢٢۴ c٢٢۵ c٢٢١ c٢۶١ c٢٧۵ ٠

]
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B٢ =



٠ ٠ ٠ −١ −١ ٠ ٠
١ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠
−١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١
٠ −١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ −١ ٠ ٠ −١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠


با: است برابر w٢

i نتيجه در

w٢
١ = ٧ , w٢

٢ = ٣۴ , w٢
٣ = ٠ , w٢

۴ = ١٩

w٢
۵ = ١١ , w٢

۶ = ٣٢ , w٢
٧ = ١٨

بهينگي): شرايط بررسي و دوگان جواب از استفاده با غيرپايهاي يالهاي براي cij (بهدستآوردن سوم گام

آوردهايم. بهدست حملونقل شبکه هر غيرپايهاي يالهاي براي را ها cijp گام اين در

:۱ کالاي حملونقل شبکه غيرپايهاي يالهاي براي cijp

c١٢
١ = −۵۴ → (c١٢

١ < ٠ , x١١٢ = l١٢) , c٢۵
١ = −٩ → (c٢۵

١ < ٠ , x١٢۵ = l٢۵)

c١۵
١ = −١٨ → (c١۵

١ < ٠ , x١١۵ = l١۵) , c٢۶
١ = −٢٣ → (c٢۶

١ < ٠ , x١٢۶ = l٢۶)

است. بهينه ۱ کالاي حملونقل شبکه نيست، پايه به ورود متقاضي يالي هيچ اينکه به توجه با -

:۲ کالاي حملونقل شبکه غيرپايهاي يالهاي براي cijp

c١٢
٢ = −۵۴ → (c١٢

٢ < ٠ , x٢١٢ = l١٢) , c٢۶
٢ = −٢٣ → (c٢۶

٢ < ٠ , x٢٢۶ = l٢۶)

c١۵
٢ = −٩ → (c١۵

٢ < ٠ , x٢١۵ = l١۵) , c٢٧
٢ = ٩ → (c٢٧

٢ > ٠ , x٢٢٧ = u٢٧) ×

(بهدليل مربوطه حلقهمنحصربهفرد ولي است، پايه به ورود متقاضي است، شده مشخص × علامت با دوم سطر انتهاي در که موردي -
ندارد. را پايه به ورود قابليت (٢, ٧) يال بنابراين نميشود. تشکيل دارند) قرار خود بالاي کران در (٧, ۵) و (٢, ٧) يالهاي اينکه

تشکيل منحصربهفرد حلقه نميتوان است، پايه به ورود متقاضي که يالي براي و نيست پايه به ورود متقاضي يالي هيچ اينکه به توجه با -
است. بهينه ۲ کالاي حملونقل شبکه داد،

: بهين جواب
حالت در شبکه که ميگيريم نتيجه ، xP

ij = uij و xP
ij = lij داريم بهترتيب cijP > ٠ و cijP < ٠ هر بهازاي اينکه به توجه با

است: بهدستآمده HB ابتکاري روش از استفاده با کراندار و چندکالايي حملونقل شبکه در ۱۰ جدول اطلاعات بنابراين دارد. قرار بهينه

ميکنيم. مقايسه يکديگر با و محاسبه را بهينه جواب و اوليه جواب در حملونقل هزينه شبکه در کالاها حملونقل هزينه

اوليه: جواب در شبکه در حملونقل هزينه

z =
∑t

p=١
∑m

i=١
∑m

j=١ c
p
ijx

p
ij =

∑۴
p=١

∑٨
i=١

∑٨
j=١ c

p
ijx

p
ij = ٢٧٩٧۵
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کراندار و چندکالايي حملونقل شبکه بهين جواب :۱۰ جدول
۴ ۳ ۲ ۱ کالا / يال
۰ ۰ ۰ ۰ x١٢
۰ ۰ ۰ ۰ x١۵
۰ ۰ ۱۶ ۵۱ x٢١
۵۵ ۲۱ ۸ ۸۰ x٢٣
۵۳ ۲۱ ۸ ۲۹۰ x٢۴
۰ ۰ ۱۵۵ ۰ x٢۵
۰ ۰ ۰ ۰ x٢۶
۰ ۰ ۰ ۰ x۶١
۶۳ ۲۵ ۱۸ ۳۰۴ x٢٧
۶۳ ۲۵ ۱۸ ۳۰۴ x٧۵

بهينه حالت در کالاها حمل ونقل شبکه گراف :۱۵ شکل

بهينه: جواب در شبکه در حملونقل هزينه

Minimize z =
∑t

p=١
∑m

i=١
∑m

j=١ c
p
ijx

p
ij =

∑۴
p=١

∑٨
i=١

∑٨
j=١ c

p
ijx

p
ij = ١٩٩۶٢

بهينه جواب و اوليه جواب به نسبت هزينه اختلاف

z −Minimize z = ٢٧٩٧۵− ١٩٩۶٢ = ٨٠١٣

نشان مثال اين در را خود کارايي روش اين و داشته قابلملاحظهاي کاهش اوليه جواب به نسبت بهينه جواب شد، ملاحظه که همانطور
است. داده
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transportation problems
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Abstract: The purpose of this paper is to present a newmethod for solving multi-commodity and bounded
transportation networks in optimization problems. Multi-commodity and bounded transport networks with
the aim of minimizing the total cost of transporting goods in the network, is an important and widely used
issue in optimization problems. Two very important and key features of multi-commodities and bounded
are examined in different articles and have provided algorithms to solve it. We are ,based on the network
simplex method, offer an innovative method without any complexity to obtain the solutions of multi-
commodity and bounded transportation networks problems. At the end, the efficiency of this method is
shown with some numerical examples.
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