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به کمک سوم نوع غیرخطی تصادفی انتگرال معادله عددي حل
برنشتاین اي هاي چند جمله از استفاده با عملیاتی ماتریس

جامی پروانه ، * خدابین مرتضی

ایران کرج، کرج، واحد اسلامی آزاد دانشگاه ریاضیات گروه

نیا رشیدي جلیل مسئول: دبیر

1400/10/13 پذیرش: تاریخ 1400/4/9 دریافت: تاریخ

عملیاتی ماتریس هاي از استفاده با سوم نوع تصادفی انتگرال معادلات عددي حل به مقاله این در چکیده:
چندجمله اي هاي تصادفی عملیاتی ماتریس و عملیاتی ماتریس ابتدا منظور این براي می پردازیم. برنشتاین چندجمله اي هاي
سري از استفاده با را سوم نوع تصادفی انتگرال معادله ي در موجود توابع تمامی می آوریم. به دست را برنشتاین
می کنیم. استفاده برنشتاین چندجمله اي هاي عملیاتی ماتریس هاي از سپس و می زنیم تقریب برنشتاین چندجمله اي هاي
نیوتن روش با که می شود، تبدیل جبري معادلات دستگاه یک حل به سوم نوع تصادفی انتگرال معادله ي حل کار این با
مثال دو روش، کارایی و دقت بررسی براي و می شود مطرح روش همگرایی تحلیل و تجزیه کرد. حل را آن می توان

می کنیم. ارائه عددي

تصادفی. انتگرال عملیاتی ماتریس سوم، نوع تصادفی انتگرال معادله برنشتاین، چند جمله اي هاي کلیدي: واژه هاي

60H05,60H20,65C30,60H35 ریاضی: ردهبندي

مقدمه 1
حاکم واقعیت هاي بیان گر واقع در مدل ها این است. طبیعی پدیده هاي تحلیل و تجزیه براي علمی روش هاي از یکی ریاضی مدل هاي ارائه
جامعه اقتصاد، داروسازي، مکانیک، فیزیک، در مسائل از گسترده اي طیف می باشند. مجهول ها و داده ها میان روابط بیان به ویژه مسائل، بر
چنین مدل سازي بنابراین اختلال اند. منبع یک به وابسته سیستم ها این می شود. منجر تصادفی انتگرال معادلات به زیست شناسی و شناسی
کرد، حل تحلیلی به طور نمی توان را معادله ها این از بسیاري چون .[5] الی [1] دارد تصادفی انتگرال معادلات از استفاده به نیاز طبیعاً پدیده هایی
پژوهشگران و محققان اخیر درسال هاي است. برخوردار ویژه اهمیت از مناسب عددي روش هاي از استفاده با تقریبی جواب آوردن به دست لذا
روش هاي موجک ها، گلرکین، محلی، هم روش هاي جمله از کرده اند. استفاده معادلات این حل براي مختلفی چندجمله اي هاي و روش ها از
با مرتبط که ریاضی مدل سازي هاي از برخی .[12] الی [5] است شده برده به کار معادلات این حل براي ترکیبی توابع از استفاده تصویري،
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می شوند. سوم نوع تصادفی انتگرال معادلات به تبدیل هستند ذرات پراکندگی نظریه و کشش نوترون، انتقال مسائل
است: زیر به صورت می شود گرفته نظر در مقاله این در که سوم نوع تصادفی انتگرال معادلات

tβY (t) = Y٠ + λ١

∫ t

٠
(t− s)−αa(s, Y (s))ds+ λ٢

∫ t

٠
b(s, Y (s))dB(s), t ∈ [٠, ١] (1 . 1)

a(s, Y (s)) و Y٠ و ناصفر اند مختلط یا حقیقی اعداد λ٢ و λ١ و α ∈ [٠, ١) ،β ∈ R ،β > ٠ ،α + β > ٠ آن در که
مجهول تابع Y (t) شده اند. تعریف (Ω, F, P ) احتمال فضاي روي که تصادفی اند فرایندهاي s, t ∈ [٠, T ] براي b(s, Y (s)) و
که است مهم بسیار لذا است، دشوار معادلات این براي تحلیلی حل راه یافتن گردید بیان که همان طور است. براونی حرکت یک B(t) و
گسترده اي تحقیقات بسیاري، ریاضیدانان اخیر سال هاي در باشند. کارا و اعتماد قابل که آید فرآهم آن ها تقریب جهت محاسباتی روش هاي
عددي حل جهت روشی است شده سعی مقاله این در .[16] الی [13] داده اند انجام معادلات این براي مناسب عددي حل روش یافتن جهت
خطی جبري دستگاه به انتگرال معادله برنشتاین چندجمله اي هاي عملیاتی ماتریس هاي از استفاده با که صورت بدین گردد، ارائه معادلات این
چندجمله اي هاي عملیاتی ماتریس هاي آن وتوسط می شود استفاده تقریب توابع به عنوان برنشتاین چندجمله اي هاي از ابتدا می شود. تبدیل
می شوند. حل به راحتی که شود تبدیل جبري غیرخطی معادلات از دستگاه یک به اصلی انتگرال معادله نهایت در شد. خواهد ساخته برنشتاین

قضیه ها و تعاریف 2
[17] می شوند، ساخته زیر رابطه از استفاده با برنشتاین چندجمله اي هاي

Bi,n(t) =

(
n

i

)
ti(١ − t)n−i =

n−i∑
k=٠

(−١)k
(
n

i

)(
n− i

k

)
ti+k, t ∈ [٠, ١], (1 . 2)

می کنیم: معرفی را برنشتاین بردار ،(1 . 2) رابطه از استفاده با ،i = ٠, ١, . . . , n آن در که
ϕ(t) = [B٠,n(t), B١,n(t), . . . , Bn,n(t)]

T ,

بنویسیم: زیر فرم به می توانیم را برنشتاین توابع بردار طرفی از
ϕ(t) = MTn(t), (2 . 2)

است: زیر به صورت (n+ ١)× (n+ ١) مرتبه مثلثی بالا ماتریس یک ،M آن در که
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 (3 . 2)

می شود: تعریف زیر به صورت (n+ ١)× مرتبه از Tn(t) ماتریس

Tn(t) =
[

١, t, t٢, . . . , tn
]T

.

زیر به صورت برنشتاین چندجمله اي هاي از استفاده با می توان را تابع این باشد، دلخواه متغیره یک تابعی f(t) ∈ L٠]٢, ١] کنیم فرض
.[16] زد تقریب

f(t) ≃ Bn(f(t)) = Aϕ(t) (4 . 2)
است. برنشتاین چندجمله اي هاي ضرایب بردار A = [a١, a٢, . . . , an+١]

T آن در که
می شود: تعریف زیر به صورت ϕ(t) برداري تابع انتگرال ∫تقریب t

٠
ϕ(s)ds ≃ Pϕ(t) (5 . 2)
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است. (n+ ١)× (n+ ١) مرتبه از ϕ(t) با متناظر انتگرال عملیاتی ماتریس ،P آن در که
بزنیم: تقریب (6 . 2) به صورت می توانیم را f مانند دلخواهی تابع هر ∫انتگرال t

٠
f(s)ds ≃

∫ t

٠
MTn(s)ds ≃ MTn(t). (6 . 2)

عملگر می گیریم. نظر در را Iαt ریمان-لیوویل کسري انتگرال عملگر تعریف ،(1 . 1) ازمعادله عددي حل یک به دستیابی براي .1 . 2 تعریف
[18] می شود: تعریف زیر رابطه با α ⩾ ٠ درجه از Iαt ریمان-لیوویل انتگرال

Iαt Y (t) =


١

Γ(α)

∫ t

٠ (t− x)α−١Y (x)dx, α > ٠

Y (x), α = ٠

می شود: تعریف زیر به صورت که است گاما تابع Γ(α)

Γ(α) =

∫ ∞

٠
tα−١e−tdt.

،داریم: α > ٠ که آنجایی از باشد. (2 . 2) رابطه متعامد چندجمله اي بردار ϕ(t) جا همه کنیم، فرض [19] .2 . 2 قضیه
Iαt ϕ(t) ≃ p(α)ϕ(t).

هر براي و است ثابت r > ٠ که Q = {(t, Y (t))
∫
R٢ | t ∈ [٠, T ], ∥Y (t)∥ ⩽ r} کنیم فرض [20] .3 . 2 قضیه

می دهیم: قرار دهیم. نمایش χ با را ∫ T

٠ E [|Y (t)|٢] dt < ∞ سازگار −Ft تصادفی فرایندهاي تمام مجموعه ٠ ⩽ t ⩽ T

M = {Y (t) ∈ χ | ∥Y (t)∥ < r}.

باشد: برقرار زیر شرایط کنیم فرض همچنین
باشند. اندازه پذیر و پیوسته [٠, T ]× Ω ناحیه روي a(t, Y (t), b(t, Y (t)) : Q → R -1

باشند به صورتی h تصادفی متغیر و حقیقی اعداد d و T ،d = sup
(t,Y (t))∈Q

{∥a(t, Y (t))∥, ∥b(t, Y (t))∥} کنیم فرض -2
که

٣E|h٢|+ ٣T (١ + T )d٢ < r٢.

است. Y (t) ∈ M جواب یک حداقل داراي (1 . 1) تصادفی انتگرال معادله آنگاه
بگیرید: نظر در را زیر شرایط [20] .4 . 2 قضیه

باشند. اندازه پذیر ،[٠, T ]× Ω ناحیه روي b(t, Y (t)) و a(t, Y (t)) -1
به طوري که باشد داشته وجود T ،٠ ⩽ α١ ،α٢ < ١ -2

|a(s, Y (s))− a(s,X(s))| ⩽ α١|Y (s)−X(s)|,
|b(s, Y (s))− b(s,X(s))| ⩽ α٢|Y (s)−X(s)|.

کنند: صدق زیر شرط در که باشند شده داده به صورتی α = max{α١, α٢} و T حقیقی اعداد -3
٠ ⩽ ٢Tα١)٢ + T ) < ١.

است. Y (t) ∈ M جواب یک حداقل داراي (1 . 1) تصادفی انتگرال معادله آنگاه
آنگاه ، f ∈ v(S, T ) کنیم فرض ایزومتري) (خاصیت [21] .5 . 2 قضیه

E

[∫ T

S

f(t, w)dW (t)(w)

]٢

= E

[∫ T

S

f ٢(t, w)dt

]
.
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برنشتاین چندجمله اي هاي استفاده با انتگرال عملیاتی ماتریس 3
تقریب زیر به صورت می توان را برنشتاین چندجمله اي هاي ایتوي انتگرال بنابراین باشد، (2 . 2) رابطه در شده توصیف بردار ϕ(t) کنیم فرض

∫زد: t

٠
ϕ(s)dB(s) =

∫ t

٠
MTn(s)dB(s) = M

[∫ t

٠
dB(s),

∫ t

٠
sdB(s), . . . ,

∫ t

٠
snsB(s)

]T
. (1 . 3)

طرفی از
∫ t

٠ dB(s)∫ t

٠ sdB(s)
...∫ t

٠ sndB(s)

 =


B(t)

tB(t)−
∫ t

٠ B(s)ds
...

tnB(t)−
∫ t

٠ nsn−١B(s)ds

 =


١
t
...
tn

B(t)−


٠∫ t

٠ B(s)ds
...∫ t

٠ nsn−١B(s)ds



= B(t)Tn(t)−


٠∫ t

٠ B(s)ds
...

n
∫ t

٠ sn−١B(s)ds

 = Λ(t) = (λi)i=٠,١,...,n

آن در که
λi = tiB(t)− i

∫ t

٠
si−١B(s)ds, i = ٠, . . . , n.

بنابراین: می زنیم. تقریب ذوزنقه اي گیري انتگرال روش با را اخیر عبارت راست سمت در شده ایجاد انتگرال هاي حال

λi ≃ tiB(t)− ti

۴

(
٢i(

t

٢
)i−١

√
١
٢
B(t) + ti−١B(t)

)
, i = ٠, ١, . . . , n

نوشت: می توان درنتیجه

λi =

[(
١ − i

۴

)
B(t)− i

٢i

√
١
٢
B(t)

]
ti, i = ٠, ١, . . . , n

می آید: به دست زیر رابطه می کنیم. جاي گذاري (1 . 3) معادله در و می زنیم تقریب B(٠٫ ۵) با ٠ ⩽ t ⩽ ١ ازاي به را B(t) همچنین

MΛ(t) =



B(٠٫ ۵) ٠ · · · ٠

٠
٣
۴
B(٠٫ ۵)− ١

٢

√
١
٢
B(٠٫ ۵) · · · ٠

... ... . . . ...
٠ ٠ · · · (١ − n

۴
)B(٠٫ ۵)− n

٢n

√
١
٢
B(٠٫ ۵)


︸ ︷︷ ︸

Λ


١
t
...
tn



(2 . 3)

Γs =



B(٠٫ ۵) ٠ · · · ٠

٠
٣
۴
B(٠٫ ۵)− ١

٢

√
١
٢
B(٠٫ ۵) · · · ٠

... ... . . . ...
٠ ٠ · · · (١ − n

۴
)B(٠٫ ۵)− n

٢n

√
١
٢
B(٠٫ ۵)


︸ ︷︷ ︸

Λ
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بنابراین
MΛ(t) = MΓsTn(t) = MΓsM

−١ϕ(t) = Psϕ(t),

دلخواهی تابع هر ایتوي انتگرال درنتیجه است. (n+ ١)× (n+ ١) مرتبه تصادفی عملیاتی ماتریس یک Ps = MΓsM
−١ که

زد: تقریب صورت بدین می توان را f ∫مانند t

٠
f(s)dB(s) ≃ Psϕ(t). (3 . 3)

عددي روش 4
دهید: قرار و بگیرید نظر در را (1 . 1) در غیرخطی ایتو-ولترا انتگرال معادله

z١(s) = a(s, Y (s)), z٢ = b(s, Y (s)), (1 . 4)
می زنیم: تقریب زیر به صورت برنشتاین چندجمله اي هاي روش به وسیله را z٢(t) و z١(t) توابع اکنون

z١(s) ≃ Bn(z١(s)) ≃ Z١ϕ(s), z٢(s) ≃ Bn(z١(s)) ≃ Z٢ϕ(s), (2 . 4)
داریم: (2 . 4) و (3 . 3) و (5 . 2) روابط از استفاده با اند. Z٢(s) و Z١(s) برنشتاین ضرایب به ترتیب z٢ و z١ بردارهاي آن در ∫که t

٠
z١(s)ds ≃ Z١

∫ t

٠
ϕ(s)ds = Z١Pϕ(t), (3 . 4)

∫و t

٠
z٢(s)dB(s) ≃ Z٢

∫ t

٠
ϕ(s)dB(s) = Z٢Psϕ(t). (4 . 4)

می آید: به دست زیر رابطه (1 . 4) و (1 . 1) روابط از استفاده با دیگر، طرفی }از
tβz١(t) = a(t, Y٠ + λ١

∫ t

٠ (t− s)−αz١(s)ds+ λ٢
∫ t

٠ z٢(s)dB(s)),

tβz٢(t) = b(t, Y٠ + λ١
∫ t

٠ (t− s)−αz١(s)ds+ λ٢
∫ t

٠ z٢(s)dB(s)).
(5 . 4)

می رسیم: زیر روابط به 1 . 2 تعریف و 2 . 2 قضیه کمک به طرفی }از
tβz١(t) = a(t, Y٠ + λ١

∫ t

٠ (t− s)(١−α)−١z١(s)ds+ λ٢
∫ t

٠ z٢(s)dB(s)),

tβz٢(t) = b(t, Y٠ + λ١
∫ t

٠ (t− s)(١−α)−١z١(s)ds+ λ٢
∫ t

٠ z٢(s)dB(s)).
(6 . 4)

}یا
tβz١(t) = a(t, Y٠ + λ١Γ(١ − α)I١−α

s z١(s)ds+ λ٢
∫ t

٠ z٢(s)dB(s)),

tβz٢(t) = b(t, Y٠ + λ١Γ(١ − α)I١−α
s z١(s)ds+ λ٢

∫ t

٠ z٢(s)dB(s)).
(7 . 4)

می آید: به دست زیر رابطه ، (7 . 4) رابطه در (4 . 4) و (3 . 4) و (2 . 4) روابط جاي گذاري با و 2 . 2 قضیه به توجه }با
tβZ١ϕ(t) = a (t, Y٠ + λ١Γ(١ − α)Z١P

١−αϕ(t) + λ٢Z٢Psϕ(t)) ,

tβZ٢ϕ(t) = b (t, Y٠ + λ١Γ(١ − α)Z١P
١−αϕ(t) + λ٢Z٢Psϕ(t)) .

(8 . 4)

داریم: (8 . 4) در ،i = ١, ٢, . . . , n+ ١ براي ti = ٢i− ١
٢(n+ ١)

نیوتن-کاتس محلی هم نقاط n+ ١ جاي گذاري با }حال
(ti)

βZ١ϕ(ti) = a (ti, Y٠ + λ١Γ(١ − α)Z١P
١−αϕ(ti) + λ٢Z٢Psϕ(ti)) ,

(ti)
βZ٢ϕ(ti) = b (ti, Y٠ + λ١Γ(١ − α)Z١P

١−αϕ(ti) + λ٢Z٢Psϕ(ti)) .
(9 . 4)

زیر به صورت مساله تقریبی جواب ،Z٢ و Z١ ضرایب بردارهاي آوردن به دست و نیوتن روش به غیرخطی جبري معادلات دستگاه این حل با
آید: می به دست

tβYn(t) = Y٠ + λ١Γ(١ − α)Z١P
١−αϕ(t) + λ٢Z٢Psϕ(t).



749-739 صفحه ،4 شماره ،11 دوره / ریاضی پیشرفته مدلسازي مجله / جامی پروانه و خدابین مرتضی 744

همگرایی آنالیز 5
دنباله f ∈ C[٠, ١] توابع همه براي باشد. f(t) توابع از برنشتاین بسط Bn(f(t)) کنیم فرض [22] .1 . 5 قضیه

است. f به همگرا یکنواخت به طور {Bn(f(t)), n = ١, ٢, . . .}

به طوري که دارد وجود n عدد ،ε هر براي و f ∈ C[٠, ١] هر براي می گوید قضیه این

∥Bn(f)− f∥ < ε.

می کنیم: تعریف زیر به صورت را خطا تابع باشد. L٠]٢, ١] فضاي در نرم ∥ · ∥ کنید فرض

en(t) = Y (t)− Yn(t),

بنابراین اند. (1 . 1) معادله براي برنشتاین چندجمله اي هاي از استفاده با تقریبی جواب و دقیق جواب ترتیب به Yn(t) و Y (t) که

tβ(Y (t)− Yn(t)) = λ١

∫ t

٠
(t− s)−α(z١(s)− ẑ١(s))ds+ λ٢

∫ t

٠
(z٢(s)− ẑ٢(s))dB(s),

Zi(s) برنشتاین، چندجمله اي هاي روش تقریب i = ١, ٢ براي Ẑi(s) و شده اند تعریف (1 . 4) در i = ١, ٢ براي Zi(s) آن در که
است. i = ١, ٢ براي

کنیم فرض همچنین باشند. (1 . 1) معادله تقریبی جواب و دقیق جواب ترتیب به Yn(t) و Y (t) که کنیم فرض .2 . 5 قضیه
|z| ،|Y | ⩽ d هر و ٠ ⩽ t ⩽ T هر براي به طوري که دارد وجود است، وابسته d و T به تنها که ، D ثابت ،d و T هر براي -1

داریم:
|a(s, z)− a(s, Y )|+ |b(s, z)− b(s, Y )| ⩽ D|z − Y |.

یعنی: می کنند؛ صدق خطی رشد شرط در ضرایب -2

|a(s, z) + b(s, z)| ⩽ D(١ + |z|).

.E (|z|٢) < ∞ -3
است. همگرا Y (t) به L٠]٢, ١] در Yn(t) تقریبی جواب این صورت در

داریم: اثبات.

en(t) = λ١

∫ t

٠
(t− s)−α(z١(s)− ẑ١(s))ds+ λ٢

∫ t

٠
(z٢(s)− ẑ٢(s))dB(s),

داریم: µ = sup |(t− s)−α| و t ∈ [٠, ١] این که به توجه با

E|en(t)|٢ ⩽ ٢
(
µ|λ٢|١E|

∫ t

٠
(z١(s)− ẑ١(s))ds|٢ + |λ٢|٢E|

∫ t

٠
(z٢(s)− ẑ٢(s))dB(s)|٢

)
.

داریم: 5 . 2 قضیه از

E|en(t)|٢ ⩽ ٢
(
µ|λ٢|١

∫ t

٠
E|(z١(s)− ẑ١(s))|٢ds+ |λ٢|٢

∫ t

٠
E|(z٢(s)− ẑ٢(s))|٢ds

)
⩽ ٨
[
µ|λ٢|١

∫ t

٠
E|z١(s)− zn١ (s)|٢ds+ µ|λ٢|١

∫ t

٠
E|zn١ (s)− ẑ١(s)|٢ds

+ |λ٢|٢
∫ t

٠
E|z٢(s)− zn٢ (s)|٢ds+ |λ٢|٢

∫ t

٠
E|zn٢ (s)− ẑ٢(s)|٢ds

]
,
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است. zn٢ (s) = b(s, Yn(s)) و zn١ (s) = a(s, Yn(s)) آن در که
داریم: ε هر براي به طوري که دارد وجود n > ٠ که می دانیم 1 . 5 قضیه از

E|znj (s)− ẑj(s)|٢ ⩽ ε =
ε١

١۶|λj|٢ , j = ١, ٢.

اساس این بر

E|en(t)|٢ ⩽ ε١ + ٨
(
µ|λ٢|١

∫ t

٠
E|z١(s)− zn١ (s)|٢ds+ |λ٢|٢

∫ t

٠
E|(z٢(s)− zn٢ (s)|٢ds

)
,

داریم: شیتز لیپ شرط از استفاده با

E|en(t)|٢ ⩽ ε١ + ٨
(
µ|λ٢|١ + |λ٢|٢)D٢

∫ t

٠
E|en(s)|٢ds. (1 . 5)

داریم: گرانول نامساوي و (1 . 5) رابطه از استفاده با بنابراین

∥en(t)∥ = E|en(t)|٢ −→ ٠,

می باشد. Y (t) به همگرا L٠]٢, ١] در Yn(t) تقریبی جواب پس

عددي مثال هاي 6
جواب Yn(t) و دقیق جواب Y (t) کنیم فرض می پردازیم. مثال دو عددي نتایج بیان به پیشنهادي، روش کارایی بیان براي بخش این در

می کنیم: تعریف زیر به صورت را [٠, ١] بازه در خطا است. (1 . 1) معادله محاسبه شده تقریبی

∥E∥∞ = max|en(ti)|, ٠ ⩽ ti ⩽ ١,

.en(ti) = Y (ti)− Yn(ti) آن در که

بگیرید: نظر در را زیر سوم نوع تصادفی ولترا انتگرال معادلات [23] .1 . 6 مثال

tβY (t) = Y٠ +

∫ t

٠
Y (s)(γ − Y (s))ds+

∫ t

٠
Y (s)dB(s), t ∈ [٠, ١),

می باشند: زیر به صورت آن تحلیلی جواب که

Y (t) =
e٠٫۵t +B(t)

٢ +
∫ t

٠ e٠٫۵s +B(s)ds
.

شده داده نشان 2 و 1 جدول هاي در مثال این براي عددي نتایج است. شده گرفته نظر در β = ٠ و Y٠ =
١
٢

،γ = ١ مثال این در
چندجمله اي هاي روش و برنشتاین چندجمله اي هاي روش براي ثانیه برحسب مرکزي پردازش اندازه و مطلق خطاي ماکزیمم 2 جدول در است.
بازه ي بالاي کران و پائین کران آخر ستون دو است. تکرار k در خطا معیار انحراف SE و خطا میانگین ȲE .[24] است شده داده فیبوناچی

می باشند. k = ١٠٠ و n = ۴ همچنین می دهند. نشان را خطا میانگین براي ٪٩۵ اطمینان
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1 . 6 مثال خطاي میانگین براي اطمینان بازه ي و معیار انحراف میانگین، :1 جدول
n ȲE SE ٪٩۵ اطمینان بازه ي

پایین کران بالا کران
٠٫ ١ ٠/٠٢۴١٢۵۶ ٠/٠٠٧١۶٠٨ ٠/٠٢٣٨٩١٢ ٠/٠٢۴۴۶٢٠
٠٫ ٢ ٠/٠۴٧٢٧۶٠ ٠/٠٠٩۶٧٧١ ٠/٠۴۶۶٩٠٧ ٠/٠۴٧٨۶١٣
٠٫ ٣ ٠/٠٧٣٨۶١٣ ٠/٠١٢٨٠٠۴ ٠/٠٧٣٠٠١٣ ٠/٠٧۴٧١٩٨
٠٫ ۴ ٠/٠٩٩٣۵٩٢ ٠/٠١٠٧١٠۶ ٠/٠٩٨۶٨٣۴ ٠/١٢٠٠٣۴۵
٠٫ ۵ ٠/١٢٠٩٢٠۵ ٠/٠١۵٣٠٩٣ ٠/١١٩٨۴١۵ ٠/١٢١٩٩٩٢
٠٫ ۶ ٠/١۴۴٨۵٠٧ ٠/٠١۵٩٢۴٧ ٠/١۴٣٧١٧۶ ٠/١۴۵٩٨٣۴
٠٫ ٧ ٠/١۶۵٢۵٩۴ ٠/٠١٨٧٧٢١ ٠/١۶٣٨٧٧٠ ٠/١۶۶۶۴١٧
٠٫ ٨ ٠/١٩٠٣٠٨٠ ٠/٠٢٣٣۴٧۵ ٠/١٨٩٩۴٧۴ ٠/١٩٣۵١٣٨
٠٫ ٩ ٠/٢١٢٠۵٣۴ ٠/٠٢۵٩٢٨٢ ٠/٢١٠٠۴٣۶ ٠/٢١۴٠۶٣٠

1 . 6 مثال پردازش زمان و خطا نرُم ماکزیمم مقایسه :2 جدول
ها روش خطا ماکزیمم محاسبات زمان

ȲE SE (ثانیه)
حاضر مقاله پیشنهادي روش ٠٫ ٠٧٩۴ ٠٫ ٠۴٧۶ ٣١٧٧٫ ۶

[٢۴] مقاله روش ٠٫ ٠٨٠۶ ٠٫ ٠۵٠٨ ٣٣۵٠٫ ۴

بگیرید: نظر در را زیر سوم نوع غیرخطی تصادفی ولترا انتگرال معادله [25] .2 . 6 مثال

tβY (t) = ١ +

∫ t

٠
Y (s)(γ − Y ٢(s))ds+ ٠٫ ٢۵

∫ t

٠
Y (s)dB(s), t ∈ [٠, ١),

است: زیر به صورت تحلیلی جواب
Y (t) =

exp(٠٫ ٢۵B(t))√
١ + ٢

∫ t

٠ exp(٠٫ ۵B(t))ds
.

جدول در است. شده داده نشان 4 و 3 درجدول مثال این براي عددي نتایج است. شده گرفته نظر در ،β = ١, γ =
١

٣٢
مثال این در

ȲE است. شده داده [23] روش و برنشتاین جمله اي هاي چند روش براي ثانیه حسب بر مرکزي پردازش اندازه و مطلق خطاي ماکزیمم 2
به را خطا میانگین براي ٪٩۵ اطمینان بازه ي بالاي کران و پائین کران همچنین است. تکرار k در خطا معیار انحراف SE و خطا میانگین

است. شده داده نشان k = ١٠٠ و n = ۴ ازاي

2 . 6 مثال خطاي میانگین براي اطمینان وبازه ي معیار انحراف میانگین، :3 جدول
n Ȳ (t) SE ٪٩۵ اطمینان بازه ي

بالا کران پایین کران
٠٫ ١ ٠/٠٩١٢٧٣٠ ٠/٠۶۴۶٣٢۴ ٠/٠٧٧٩۵٧۴ ٠/١٠۴۵٨٨۵
٠٫ ٢ ٠/٠۶٢٣٣٧٢ ٠/٠۴٢٩٠٩٨ ٠/٠۵٣٢٧٩٢ ٠/٠٧١٣٩۵١
٠٫ ٣ ٠/٠۴٢٩٨٣٩ ٠/٠٢٩١۶٣۴ ٠/٠٣۶۶٢٠٣ ٠/٠۴٩٣۴٧۵
٠٫ ۴ /٠٣٣۶٨۴١ ٠/٠٢١٧۴٨۶ ٠/٠٢٨٧٧٣٨ ٠/٠٣٨۵٩۴۴
٠٫ ۵ ٠/٠٣٧١٩٣١ ٠/٠١۶٠٨٢٩ ٠/٠٣٣٣٩٣٢ ٠/٠۴٠٩٩٢٩
٠٫ ۶ ٠/٠۴٨٣٢۵۴ ٠/٠١٢٠١۶٣ ٠/٠۴۵٣٢٢۶ ٠/٠۵١٣٢٨٢
٠٫ ٧ ٠/٠۶٢٩۶٧٨ ٠/٠٠٧۴٨٠۶ ٠/٠۶٠٨۵٣٩ ٠/٠۶۵٠٨١۵
٠٫ ٨ ٠/٠٧٩٠۶٧۵ ٠/٠٠۴٣٩٨۴ ٠/٠٧٧۵۵٧٨ ٠/٠٨٠۵٧٧٢
٠٫ ٩ ٠/٠٩٧١١٨٢ ٠/٠٠٣٠١٨٧ ٠/٠٩۵٩۴٢٧ ٠/٠٩٨۴٢١٢
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2 . 6 مثال پردازش زمان و خطا نرم ماکزیمم مقایسه :4 جدول
ها روش خطا ماکزیمم محاسبات زمان

ȲE SE (ثانیه)
حاضر مقاله پیشنهادي روش ٠٫ ١٣۵٩ ٠٫ ٠۶٨٢ ٨٨٠٫ ٣

[٢۴] مقاله روش ٠٫ ١٣۶٣ ٠٫ ٠٧۴٨ ٨٨٩٫ ۴

نتیجه گیري 7
حل براي عددي روش هاي از است، پیچیده یا و غیرممکن سوم نوع غیرخطی تصادفی انتگرالی معادلات از بسیاري تحلیلی حل که آنجا از
عملیاتی ماتریس روش از استفاده با سوم نوع تصادفی انتگرال معادلات حل براي عددي روش یک مقاله این ،در بنابراین می شود. استفاده آن ها
است. روش این دقت و کارایی گویاي ارائه شده، مثال دو از آمده به دست عددي نتایج گردید. ارائه برنشتاین چند جمله اي هاي شده قطع سري
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Abstract: In the present research, wewere numerically solved nonlinear stochastic integral equation of the
third kind by stochastic operationalmatrix based onBernstein polynomials. For this aim, wewere obtaining
the Bernstein polynomials operation matrix and the stochastic operation matrix. Also we approximated all
the functions in the Volterra integral equation of the third kind using the Bernstein polynomials series and
then use the Bernstein polynomials operation matrix. By doing this, solving the third kind of stochastic
Volterra integral equation turns into solving a system of algebraic equations, which could be amore suitable
solution. Then we were analysed the convergence of the proposed method and provide several numerical
examples to evaluate the accuracy and efficiency of this method. The current results were obtained by
running a program written in Mathematica software.

Keywords: Bernstein polynomials, Stochastic integral equation of the third kind, Stochastic integration
operational matrixes.

©2021 Shahid Chamran University of Ahvaz, Ahvaz, Iran. This article is an open access arti-
cle distributed under the terms and conditions of the Creative Commons Attribution-NonComertial 4.0
International (CC BY-NC 4.0 license) (http://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/).

†Corresponding author.
E-mail addresses: m-khodabin@kiau.ac.ir

m-khodabin@kiau.ac.ir 

	مقدمه
	تعاریف و قضیه‌ها
	ماتریس عملیاتی انتگرال با استفاده چندجمله‌ای‌های برنشتاین
	روش عددی
	آنالیز همگرایی
	مثال‌های عددی 
	نتیجه‌گیری

