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کسري حساب ۱ . ۱
از شاخه اين .[۱۸ ،۱۶ ،۱۴] (ر.ک. مي شود استفاده مهندسي و علوم مختلف شاخه هاي در مهم ابزار يک بهعنوان کسري ديفرانسيل حساب
مشتق با پديده ها توصيف در جديدي نتايج اخير سال هاي طي در و دارد پيچيده پديده هاي ديناميک توصيف در مهمي تاثير ديفرانسيل حساب
که داده اند نشان دانشمندان اخيرا .([۱۹ ،۱۸ ،۱۶ ،۱۴] ر.ک. ) است آمده بهدست آن نظاير و شناسي زيست مهندسي، فيزيک، شيمي، در کسري
توصيف جهت قدرتمند ابزار يک اين و کنند مدل آن صحيح مرتبه از مناسب تر را گوناگون پديده هاي قادرند کسري مرتبه ديفرانسيل معادلات
صحيح آن ها مرتبه تقريب، با و بوده کسري ديناميک با طبيعت در موجود سيستم هاي اکثر است. پيچيده ديناميک با سيستم يک ساختارهاي
سيستم ها از دسته اين جزو [۹] متخلخل محيط ديناميک و [۲۰] کسري براوني حرکت ،[۱۲] الکترومغناطيس نظريه مي شود. گرفته نظر در
است شده انجام کسري مرتبه مدل با ويروس ها انتقال و بيماريها مدل سازي در زيادي کارهاي نيز پزشکي و زيستي علوم شاخه در مي باشند.
همکاران و ارتورک و [۳] همکاران و آتانگانا ،[۱۱] همکاران و شهزاد ،[۷] همکاران و بالانو ،[۱۵] کوچا کارهاي به ميتوان جمله آن از که
از استفاده مزيت دقيق محاسبات با و کرده مدل سازي کسري مشتق با را طبيعي پديده چند [۲] مرجع در همکاران و آلميدا کرد. اشاره [۱۰]

ميشود. تعريف زير بهصورت کاپوتو کسري مشتق بگيريد. نظر در را f : [٠,∞) → R پيوسته تابع کرده اند. بيان را کسري مشتق

از: است عبارت α مرتبه کاپوتو کسري مشتق باشد. پيوسته تابعي f کنيم فرض .۱ . ۱ تعريف

cDαf(t) =
١

Γ(n− α)

∫ t

٠

f (n)(s)

(t− s)α−n+١ ds, n = [α] + ١.

ميشود: تعريف زير بهصورت α مرتبه ريمان-ليوويل کسري انتگرال ([۱۸ ،۱۴ ،۶]) .۲ . ۱ تعريف

Iαf(t) =
١

Γ(α)

∫ t

٠

f(s)

(t− s)١−α
ds, α > ٠.

کسري مرتبه ديفرانسيل معادلات سيستم حل براي آدومين تجزيه روش ۲ . ۱
است. شده استفاده زير بهصورت غيرخطي کسري مرتبه ديفرانسيل معادلات جوابهاي يافتن براي آدوميان تجزيه روش از [۱۳] منبع در

بگيريد: نظر در را زير کسري ديفرانسيل معادلات سيستم
Dαiyi(x) = Ni(x, y١, . . . , yn),

y
(k)
i (٠) = cik, ٠ ≤ k ≤ [αi],

(۱ . ۱)

ميکنيم: اعمال (۱ . ۱) طرفين بر را Iαi انتگرال .αi ∈ R+ و ١ ≤ i ≤ n که بهطوري

yi =

[αi]∑
k=٠

cik
xk

k!
+ IαiNi(x, y١, . . . , yn), ١ ≤ i ≤ n. (۲ . ۱)

کنيم: فرض مي کنيم. استفاده آدوميان تجزيه روش از (۱ . ۱) معادلات سيستم حل براي

yi =
∞∑

m=٠

yim. (۳ . ۱)

همچنين

Ni(x, y١, y٢, . . . , yn) =
∞∑

m=٠

Aim, (۴ . ۱)

مقادير: به وابسته که آدومياناند چندجمله اي هاي ها Aim آن در که

y١٠, . . . , y١m, y٢٠, . . . , y٢m, . . . , yn٠, . . . , ynm,
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داشت: خواهيم ١ ≤ i ≤ n براي (۲ . ۱) در (۴ . ۱) و (۳ . ۱) جاي گذاري با مي باشند.
∞∑

m=٠

yim =

[αi]∑
k=٠

cik
xk

k!
+ Iαi

∞∑
m=٠

Aim(y١٠, . . . , y١m, . . . , yn٠, . . . , ynm). (۵ . ۱)

مي گيريم: نظر در حال

yi٠(x) =

[αi]∑
k=٠

cik
xk

k!
, (۶ . ۱)

yi,m+١(x) = IαiAim(y١٠, . . . , y١m, . . . , yn٠, . . . , ynm),

(۴ . ۱) رابطه و مي گيريم نظر در را λ پارامتر آدوميان، چندجملهايهاي يافتن براي هستند. m = ٠, ١, ٢, . . . و ١ ≤ i ≤ n آن در که
مي نويسيم: زير بهصورت را

Ni

(
x,

∞∑
m=٠

y١mλ
m, . . . ,

∞∑
m=٠

ynmλ
m

)
=

∞∑
m=٠

Aimλ
m. (۷ . ۱)

کنيم فرض

yiλ(x) =
∞∑

m=٠

yim(x)λ
m.

صورت: اين در

Aim =
١
m!

[
dm

dλm
Niλ(y١, . . . , yn)

]
λ=٠

, (۸ . ۱)

داريم: آن در که
Niλ(y١, . . . , yn) = Ni(x, y١λ, . . . , ynλ). (۹ . ۱)

مي شود: نتيجه (۹ . ۱) و (۸ . ۱) روابط از

Aim =
١
m!

dm

dλm

[
Ni(x, y١λ, . . . , ynλ)

]
λ=٠

=
١
m!

dm

dλm

[
Ni

(
x,

∞∑
m=٠

y١mλ
m, . . . ,

∞∑
m=٠

ynmλ
m

)]
λ=٠

=

[
١
m!

dm

dλm
Ni

(
x,

∞∑
m=٠

y١mλ
m, . . . ,

∞∑
m=٠

ynmλ
m

)]
λ=٠

. (۱۰ . ۱)

مي شوند: حاصل زير بازگشتي روابط (۱۰ . ۱) و (۶ . ۱) روابط از بنابراين

yi,٠(x) =

[αi]∑
k=٠

cik
xk

k!
, (۱۱ . ۱)

yi,m+١(x) = Iαi

[
١
m!

dm

dλm
Ni

(
x,

∞∑
m=٠

y١mλ
m, . . . ,

∞∑
m=٠

ynmλ
m

)]
λ=٠

,

آورد: بهدست زير تقريبي بهصورت را yi جواب مي توان است. m = ٠, ١, ٢, . . . آن در که

fik =
k−١∑
m=٠

yim, lim
k→∞

fik = yi(x).

شود. مراجعه [۱] به بالا روش همگرايي تعيين براي



۷۵۳ کاپوتو کسري مشتق رويکرد با انسان کبد رياضي مدل بررسي

کاپوتو کسري مشتق رويکرد با انسان کبد کارکرد رياضي مدل ۲

مشخص براي کار اين در .([۸] (ر.ک. کردهاست بيان انسان کبد کارکرد توصيف براي را معمولي مشتق با رياضي ساده مدل يک سلچوفسکا
نام به رنگي ماده يک تست اين با کار در مي شود. استفاده مي آيند، بهدست BSP تست از استفاده با که باليني داده هاي از پارامترها، کردن

مي شود. اندازه گيري مختلف زمانهاي در BSP سطح سپس و ميشود تزريق خون به BSP برومسولفتالين
و خون در BSP استخراج فرايند ساده مدل دهند. نشان را t زمان در کبد و خون در BSP مقدار ترتيب به y٢ و y١ کنيم فرض

مي شود: بيان زير بهصورت کبد

dy١

dt
= −ay١(t) + by٢(t),

dy٢

dt
= ay١(t)− (b+ d)y٢(t),

نشان را BSP انتقال سرعت که نامشخصياند، ثابت ضرايب d و b ،a و y(٠)٢ = ٠ ،I > ٠ با y(٠)١ = I داريم آن در که
مي کنند. مشخص را ضرايب اين باليني مشاهدات در عددي نتايج و مي دهند

توانايي و کرده حفظ بهخوبي را سيستم داخلي حافظه کسري مرتبه مشتق ولي نمي کند حفظ را سيستم داخلي حافظه معمولي مشتق
استفاده کسري مرتبه مشتق با ديفرانسيل معادلات سيستم از کبد کارکرد بررسي براي اينرو، از دارد. پديده ها ديناميک توصيف در بالايي
کاپوتو مشتق با ديفرانسيل معادلات سيستم يک خاطر اين به دارد طبيعي پديده هاي با بيشتري سازگاري کاپوتو کسري مرتبه مشتق مي کنيم.

مي گيريم: نظر در زير بهصورت

cDα
t y١(t) = ay١(t) + by٢(t),

cDβ
t y٢(t) = ay١(t)− (b+ d)y٢(t), (۱ . ۲)

و خون در t زمان در BSP سطح ترتيب به y٢ و y١ و هستند (٠, ١) به متعلق β و α مرتبه از کاپوتو کسري مشتق cDα آن در که
.I > ٠ و y(٠)٢ = ٠ ،y(٠)١ = I بهطوريکه مي دهند نشان را کبد

تعادل نقطه و پايداري ۱ . ۲

مي دهيم: قرار صفر برابر را معادلات دوم طرف ،(۲ . ۱) سيستم تعادل نقاط تعيين براي

ay١(t) + by٢(t) = ٠,
ay١(t)− (b+ d)y٢(t) = ٠.

بهصورت: سيستم ژاکوبين ماتريس به توجه با مي آيد. بهدست E = (٠, ٠) تعادل نقطه بالا جبري معادلات حل با

J =

[
−a b
a −(b+ d)

]
مشخصه معادله و

λ٢ + (a+ b+ d)λ+ ad = ٠,

پايدار سيستم و بوده منفي ويژه مقادير بنابراين ،ad > ٠ و (a + b + d) > ٠ چون و است دوم مرتبه معادله يک که مي آيد بهدست
است.
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عددي حل ۳

روش اين به توجه با مي کنيم. استفاده است، شده ارايه [۱۳] در که آدوميان تجزيه روش از بالا کسري ديفرانسيل معادلات سيستم حل براي
مي کنيم: تعريف زير بهصورت را غيرخطي قسمت

N١(y) = −ay١ + by٢ =
∞∑
j=٠

A١j,

N٢(y) = ay١ − (b+ d)y٢ =
∞∑
j=٠

A٢j.

مي کنيم: محاسبه زير بهصورت را j = ٠, ١, . . . و i = ١, ٢ با Ai,j آدوميان چندجمله اي هاي (۱۰ . ۱) به توجه با

A١٠ = −ay١٠ + by٢٠,

A١١ = −ay١١ + by٢١,

A١٢ = −ay١٢ + by٢٢,

A١٣ = −ay١٣ + by٢٣,

A١۴ = −ay١۴ + by٢۴.

...

داريم: همچنين

A٢٠ = ay١٠ − (b+ d)y٢٠,

A٢١ = ay١١ − (b+ d)y٢١,

A٢٢ = ay١٢ − (b+ d)y٢٢,

A٢٣ = ay١٣ − (b+ d)y٢٣,

A٢۴ = ay١۴ − (b+ d)y٢۴.

...

مي شود: منتهي زير بازگشتي دنباله به آدوميان تجزيه سري نهايت در

y١٠ = I, y١,m+١ = IαA١m

y٢٠ = ٠, y٢,m+١ = IβA٢m,

داريم: مرحله اولين در است. m = ٠, ١, . . . آن در که

y١١ = Iα(A١٠) = Iα(−ay١٠ + by٢٠) =
−aI

Γ(α+ ١)
tα.

داريم: همچنين

y٢١ = Iβ(A٢٠) = Iβ(ay١٠ − (b+ d)y٢٠) =
aI

Γ(β + ١)
tβ.
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از: عبارت اند بعدي جملات

y١٢ =
١

Γ(α + ١)

(
a٢I

Γ(α + ١)
t٢α +

abI

Γ(β + ١)
tα+β

)
,

y٢٢ =
١

Γ(β + ١)

(
−a٢I

Γ(α + ١)
tα+β − a(b+ d)I

Γ(β + ١)
t٢β
)
,

y١٣ =
١

(Γ(α + ٢((١

[
−a٣I

Γ(α + ١)
t٣α +

a٢bI

Γ(β + ١)
t٢α+β

]
+

١
Γ(α+ ١)Γ(β + ١)

[
a٢bI

Γ(α + ١)
t٢α+β − ab(b+ d)I

Γ(β + ١)
t٢β+α

]
,

y٢٣ =
a

Γ(α + ١)Γ(β + ١)

[
a٢I

Γ(α + ١)
t٢α+β +

abI

Γ(β + ١)
tα+٢β

]
− b+ d

(Γ(β + ٢((١

[
−a٢I

Γ(α + ١)
tα+٢β − a(b+ d)I

Γ(β + ١)
t٣β
]
.

مي آيد: بهدست زير بهصورت نظر مورد معادلات سيستم جواب حاصل فوق، جملات از استفاده با

y١ = y١٠ + y١١ + y١٢ + y١٣ + . . .

= I +
−aI

Γ(α + ١)
tα +

١
Γ(α + ١)

(
a٢I

Γ(α + ١)
t٢α +

abI

Γ(β + ١)
tα+β

)

+

[
١

(Γ(α + ٢((١

(
−a٣I

Γ(α+ ١)
t٣α +

a٢bI

Γ(β + ١)
t٢α+β

)

+
١

Γ(α + ١)Γ(β + ١)

(
a٢bI

Γ(α + ١)
t٢α+β − ab(b+ d)I

Γ(β + ١)
t٢β+α

)]
.

داريم: همچنين

y٢ = y٢١ + y٢٢ + y٢٣ + . . .

=
aI

Γ(β + ١)
tβ +

١
Γ(β + ١)

(
−a٢I

Γ(α + ١)
tα+β − a(b+ d)I

Γ(β + ١)
t٢β
)

+

[
a

Γ(α + ١)Γ(β + ١)

(
a٢I

Γ(α + ١)
t٢α+β +

abI

Γ(β + ١)
tα+٢β

)

− b+ d

(Γ(β + ٢((١

(
−a٢I

Γ(α + ١)
tα+٢β − a(b+ d)I

Γ(β + ١)
t٣β
)]

.

عددي شبيهسازي ۴
ارايه تجربي نتايج اساس بر مي کنيم. ارايه عددي شبيهسازي يک متلب نرمافزار از استفاده با و موجود کلينيکي داده هاي پايه بر بخش اين در
همچنين و مي گيريم نظر در d = ٠٫ ٠٠٠٣٩٠٣ و b = ٠٫ ٠١۵٢۵٧٧ ،a = ٠٫ ٠۵۴٧٢۴١ را ضرايب عددي مقادير ،[۸] در شده
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مرتبه بهترين تعيين براي ابتدا مي گيريم. نظر در I = ٢۵٠ مشابه بهطور را اوليه مقدار تجربي، نتايج با حاصل نتايج بهتر مقايسه براي
مرتبه با سيستم که مي شود مشاهده و مي کنيم برازش موجود کلينيکي داده هاي با را سيستم از حاصل نتايج ،(۱ . ۱) سيستم براي کسري مشتق
معادلات سيستم توانايي نمايش براي و دارد موجود کلينيکي داده هاي با را خطا مقدار کمترين β = ٠٫ ٩۵٢ و α = ٠٫ ٩٧٣ کسري
مرتبه با صحيح مرتبه سيستم از حاصل نتايج و y٢ و y١ براي کسري مرتبه سيستم از حاصل نتايج طبيعي، پديده هاي مدل سازي در کسري
مرتبه سيستم از حاصل نتايج مي کنيم مشاهده که همانطور کرده ايم. رسم ۲ و ۱ شکلهاي در موجود تجربي داده هاي همراه به را α = ١

مي کند. دنبال را واقعي داده هاي بهتر و دارد صحيح مرتبه سيستم به نسبت کمتري خطاي کسري
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واقعي هاي داده همراه به α = ١ صحيح مرتبه و α = ٠٫ ٩٧٣ کسري مرتبه با y١ نمودار :۱ شکل
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واقعي هاي داده همراه به β = ١ صحيح مرتبه و β = ٠٫ ٩۵٢ کسري مرتبه با y٢ نمودار :۲ شکل

و ۳ شکلهاي در و کرده محاسبه کسري مختلف مرتبه چند براي را نتايج سيستم، از حاصل نتايج بر مشتق گيري مرتبه تاثير بررسي براي
نزولي و صعودي نظر از حاصل توابع کلي رفتار بر مشتق گيري مرتبه در کوچک تغيير مي دهند، نشان نمودارها که همانطور کرده ايم. رسم ۴

مي کند. ايجاد مشاهده اي قابل تفاوت حاصل عددي مقادير نظر از ولي ندارد تاثير بودن
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کسري مختلف مرتبه چند با y١ نمودار :۳ شکل
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کسري مختلف مرتبه چند با y٢ نمودار :۴ شکل

گيري نتيجه ۵

کار اين در است. کرده مدل سازي را واقعي جهان به مربوط مسايل از بسياري خود خاص ويژگي هاي با کسري مرتبه مشتق مفهوم امروزه
بررسي تعادل نقطه در سيستم پايداري است. گرفته قرار بررسي مورد کاپوتو مشتق از استفاده با انسان کبد کارکرد براي رياضي مدل يک
با نتايج برازش با سيستم براي مطلوب کسري مرتبه است. شده محاسبه سيستم تقريبي جوابهاي آدوميان تحليلي روش از استفاده با و شده
نتايج و است شده مقايسه کلينيکي داده هاي با صحيح مرتبه و کسري مرتبه سيستم نتايج همچنين و است شده محاسبه کلينيکي داده هاي
کسري مرتبه مشتق اينکه به توجه با و مي کند دنبال را واقعي داده هاي صحيح مرتبه سيستم از بهتر کسري مرتبه سيستم که مي دهند نشان
همچنين باشد. طبيعي پديده هاي مدل سازي در صحيح مرتبه مشتق براي مناسبي جايگزين مي تواند بنابراين مي کند، حفظ نيز را سيستم حافظه
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رفتار در مشتق گيري مرتبه در کوچک تغييرات که کرديم مشاهده و نموده رسم کسري مختلف مرتبه چند براي را کسري مرتبه سيستم نتايج
دارد. وجود توجهي قابل تفاوت حاصل عددي مقادير نظر از اما ندارد چنداني تاثير حاصل، توابع کلي
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Abstract: The study of the function of vital organs of the body by mathematical models is one of the most
important and interesting topics for researchers. In this work, we intend to study the mathematical model of
human liver function using the fractional order derivative with Caputo approach. The Adomian Analytical
Analysis (ADM)method will be used to solve the system of fractional-order differential equations obtained
in the new model of the liver. We also provide a numerical simulation for the results obtained from the
fractional order system and the integer order system using the available clinical data.
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