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چکيده:
مشتق) عملگر و ترکيبي عملگر DCϕ(حاصل ضرب و CϕDعملگرهاي همچنين و Cϕ ترکيبي عملگر مقاله، اين در
،wBp

v(X) ضعيف مقدار بردار وزن دار بسوف فضاهاي همچنين و Bp
v(X) مقدار بردار وزن دار بسوف فضاهاي روي را

اين فشردگي و کران داري براي معادلي شرط هاي و مي گيريم نظر در ١ ≤ p < ٢ و X مختلط باناخ فضاي به ازاي
مي آوريم. به دست کارلسون، اندازه از استفاده با مذکور، فضاهاي روي عملگرها

مقدار بردار وزن دار بسوف فضاي کارلسون، اندازه مقدار، بردار وزن دار بسوف فضاي ترکيبي، عملگر کليدي: واژه هاي
فشردگي کران داري، ضعيف،

.30H20 ;46E40 ;47B38 رياضي: ردهبندي

مقدمات و تعاريف ١
تحليلي توابع همه کلاس نشان دهنده ي H(X) و C مختلط اعداد ميدان در باز يکه گوي D مختلط، باناخ فضاي يک X کنيم فرض
اکيداً تابع يک ،v وزن تابع و شود تعريف D روي نرمال شده مساحت اندازه ،dA(z) = rdrdθ کنيم فرض باشد. f : D → X
فضاي ،p ≥ ١ هرگاه است. انتگرال پذير ٠ ≤ r < ١ براي که به طوري باشد، ٠ ≤ r < ١ به ازاي v(r) کران دار و پيوسته مثبت،

که به طوري است f ∈ H(X) توابع تمام شامل مي شود، داده نمايش Ap
v(X) نماد با که مقدار بردار وزن دار برگمن

||f ||p
Ap

v(X)
=

∫
D
||f(z)||pv(z)dA(z) <∞.
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١- ١٢ صفحه ،١ شماره ،١٢ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / همکاران و نصراصفهاني ٢

X = C به ازاي همچنين مي شود. ناميده بدون وزن برگمن فضاي که داشت خواهيم A٢را فضاي شود، فرض v = ١ Xو = C هرگاه
فضاي ،p ≥ ١ به ازاي مي آيد. به دست ،Ap

α(D) استاندارد وزن دار برگمن فضاي باشد، α > −١ هرگاه v(z) = (١− |z|٢)α و
کرد. رجوع [٩] و [٢] مراجع به مي توان فضاها، اين خصوص در بيشتر اطلاعات آوردن به دست براي است. باناخ فضاي يک Ap

α(X)

که است شده تشکيل f ∈ H(X) تحليلي توابع تمام از Bp
v(X) مقدار بردار وزن دار بسوف نوع از فضاي ،p ≥ ١ هرگاه .١. ١ تعريف

مي کنند: صدق زير خاصيت در
||f ||Bp

v(X) = ||f(٠)||+ ||f ′||Ap
v(X) <∞.

را D = D٢ فضاي شود، فرض v = ١ و X = C هرگاه همچنين بود. خواهند باناخ ،p ≥ ١ به ازاي ،Bp
v(X) فضاهاي نرم، اين با

.Bq
v(X) ⊂ Bp

v(X) ،١ ≤ p < q به ازاي به علاوه است. کلاسيک ديريکله فضاي همان که داشت خواهيم

عملگر يک که Cϕ ترکيبي عملگر صورت اين در .ϕ(D) ⊆ D که به طوري باشد D روي تحليلي تابعي ϕ کنيم فرض .١. ٢ تعريف
مي شود: تعريف زير صورت به است، خطي

Cϕf(z) = foϕ(z), f ∈ H(X), z ∈ D.

مي شود. CϕD(f)تعريف = f ′oϕ به صورت ،f تحليلي تابع به ازاي CϕDنيز Cϕاست. ترکيبي عملگر مشتقِ بيان گر ،DCϕ عملگر

کنيم فرض همچنين . ٠ < h < ٢ و |ξ| = ١ که به طوري ξ ∈ D کنيم فرض .١. ٣ تعريف

S(ξ, h) = {z ∈ D : |z − ξ| < h}

براي که باشد موجود چنان C مثبت ثابت هرگاه مي ناميم، کارلسون اندازه يک را µ آنگاه باشد. D روي متناهي مثبت بورل اندازه يک µ و
فشرده کارلسون اندازه يک ،µ اندازه همچنين .µ(S(ξ, h) ≤ Ch٢ باشيم داشته ،٠ < h < ٢ و |ξ| = ١ که به  طوري h و ξ هر

هرگاه مي شود، ناميده

lim
h→٠

sup
|ξ|=١

µ(S(ξ, h))

h٢
= ٠.

،[١۴] ،[١٠] مراجع به مي توان باره اين در بيش تر اطلاعات کسب براي است. گرفته قرار استفاده مورد بسياري مطالعات در کارلسون اندازه
کرد. رجوع [٢٣] و [١۶] ،[١۵]

صورت اين در باشد، ϕ−١(w) مجموعه † اصلي عدد نشان دهنده ي nϕ(w) کنيم ∫فرض
D
|(foφ)′|٢dA =

∫
D
|f ′(φ)|٢|φ′|٢dA =

∫
|f ′|٢nφdA.

شود. تعريف برگمن فضاي روي کارلسون اندازه يک nϕdA اين که با است معادل ،D ديريکله فضاي Cϕروي ترکيبي عملگر کران داري لذا
دهيم قرار ،٠ < η < ١ به ازاي اگر مي شود. تعريف ψ(z, w) = |z−w|

|١−zw| به صورت ،D روي شبه هذلولوي متر

Dη(w) = {z ∈ D : ψ(z, w) < η},

که به طوري C ثابت وجود با است معادل باشد، برگمن فضاي براي ‡ کارلسون اندازه يک nϕdA اين که شرط ∫آنگاه
Dη(z)

nφdA ≤ C|Dη(z)|, z ∈ D. (١. ١)

اين که با است معادل (١. ١) عبارت صورت اين ∫در
S(ξ,h)

nφdA ≤ C|S(ξ, h)| (١. ٢)

نيست. يکسان لزوماً (١. ٢) و (١. ١) عبارات در C ثابت البته که
Cardinality†

measure Carleson‡



٣ مقدار بردار وزن دار بسوف نوع از فضاي

تابع ،w ∈ D و ١ ≤ p < ٢ به ازاي باشد. ϕ(z) − w صفرهاي تعداد نشان دهنده ي ،N٢(ϕ,w) کنيم فرض .۴ .١ تعريف
مي کنيم: تعريف را زير شمارش گر

Np,v(ϕ,w) =
∑ v(z)

|ϕ′(z)|٢−p

.Np,v(ϕ,w) = ٠ مي دهيم قرار ،w /∈ ϕ(D) به ازاي خاص، حالت در شود. انجام ϕ− w صفرهاي روي بر جمع بندي که به طوري
به D روي را µp,v اندازه حال داشت. خواهيم را N٢(ϕ,w) شمارنده تابع ،p = ٢ و v = ١ مقادير به ازاي که کرد مشاهده مي توان

مي کنيم. تعريف dµp,v = Np,v(ϕ,w)dA(w) به صورت ،١ ≤ p < ٢ ازاي

مطالعه مورد تحليلي، توابع از متفاوتي فضاهاي در مقدار بردار همچنين و اسکالر حالت هاي در بسياري نويسندگان توسط کارلسون اندازه
سپس کرد. ارائه ،Ap(D) برگمن فضاي روي بر کارلسون اندازه براي مشخص سازي هايي هاستينگ، [٨] در مثال براي است. گرفته قرار
مشخص سازي هايي چنين اثبات براي ديگري روش هاي لاکينگ نيز [١٣] در .[١٩] يافتند، Apتوسعه

α(D) فضاي به مشخص سازي ها اين
اين مشخص سازي ديگري نويسندگان و [٢٢] در يانگ و وو ،[١٧] در نوانلينا ،[٣] در وگن و سيما ،[١١] در کومار همچنين است. آورده

داده اند. قرار بررسي مورد را توابع ويژگي هاي اثبات در آن کاربرد و اندازه

صورت اين در باشد. D روي مثبت بورل اندازه يک µ و ١ ≤ p < ٢ کنيم فرض .۵ .١ تعريف
هماني نگاشت و Ap

v(X) ⊂ Lp(µ,X) اگر تنها و اگر ناميم، Ap
v(X) براي کارلسون اندازه يک را µ الف)

I : Ap
v(X) → Lp(µ,X)

باشد. کران دار
به Ap

v(X) از هماني نگاشت و Ap
v(X) ⊂ Lp(µ,X) اگر تنها و اگر مي ناميم، Ap

v(X) روي فشرده کارلسون اندازه يک را µ ب)
باشد. فشرده Lp(µ,X)

C ثابت اگر تنها و اگر است Ap
v(X) روي کارلسون اندازه يک µ اين که: بيان با است معادل بالا، تعريف از (الف) قسمت .۶ .١ ملاحظه

،f ∈ Ap
v(X) هر براي که باشد موجود ∫چنان

D
||f(z)||pdµ(z) ≤ C||f ||p

Ap
v(X)

.

است. شده اثبات [٩] در که داشت خواهيم را زير لم ،v(z) = (١− |z|٢)α گرفتن نظر در با

چنان C ثابت آنگاه ،g(z) = (١ − |z|٢)α دهيم قرار هرگاه ، D روي f تحليلي تابع و p > ٠ ، α > −١ هر براي .١. ٧ لم
که است ∫موجود

D
|f(z)|p(١− |z|٢)α ≤ C[|f(٠)|p +

∫
D
|g(z)|p(١− |z|٢)αdA(z)]

همچنين و

|f(٠)|p +
∫
D
|g(z)|p(١− |z|٢)αdA(z) ≤ C

∫
D
|f(z)|p(١− |z|٢)αdA(z).

گزاره مي توان نکته، اين از استفاده با لذا f ′ ∈ Ap
α+p(D) اگر تنها و اگر است f ∈ Ap

α(D) که مي دهد نتيجه به سادگي بالا لم
مي کنيم. صرف نظر آن ازاثبات سادگي، به دليل که کرد ثابت را زير

عملگر صورت اين در .ϕ(D) ⊆ D که شود تعريف چنان D روي ϕ تحليلي نگاشت و α > −١ ،p > ١ کنيم فرض .١. ٨ گزاره
باشد. کارلسون اندازه Ap

α+p(D) روي µ اگر تنها و اگر است کران دار DCϕ : Ap
α(D) → Ap

α(D)

ديريکله، نوع از و ديريکله فضاي هاردي، فضاي برگمن، فضاي مانند تحليلي توابع از مختلفي فضاهاي روي ترکيبي عملگرهاي رفتار
نظر در را [٢٣] و [٢١] ،[٧] ،[۶] ،[۵] ،[١٠] مراجع مي توان مثال براي است. شده بررسي متعددي رياضيدانان توسط ... و بلاخ فضاي

زمينه اند. اين در مفيدي مطالب داراي [١٨] و [۴] کتاب هاي همچنين گرفت.
ترکيبي عملگر فشردگي نيز [١۶] در است. شده بررسي وزن دار ديريکله فضاي روي ترکيبي عملگرهاي فشردگي و کران داري ،[٢٣] در
[٧] در نيز ضعيف مقدار بردار هاردي و برگمن فضاهاي روي وزن دار ترکيبي عملگرهاي است. شده مطالعه برگمن و هاردي فضاهاي روي
DCϕ عملگرهاي و Cϕ ترکيبي علمگر فشردگي و کران داري بررسي به ما حاضر، مقاله ي در شده اند. مطالعه وانگ و واعظي حسنلو، توسط
ضعيف مقدار بردار وزن دار بسوف نوع از فضاهاي همچنين و Bp

v(X) قوي مقداري بردار وزن دار بسوف نوع از فضاهاي روي بر ،CϕD و
مي پردازيم. ١ ≤ p < ٢ براي wBp

v(X)
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قوي مقداري بردار وزن دار بسوف نوع از فضاهاي روي ترکيبي عملگرهاي ٢
مقداري بردار وزن دار بسوف نوع از فضاي روي Cϕ ترکيبي عملگر فشردگي همچنين و کران داري براي معادلي شرط هاي بخش اين در

مي آوريم. به دست Bp
v(X)

زير عبارات صورت اين در .ϕ(D) ⊆ D که شود تعريف چنان D روي ϕ تحليلي نگاشت و ١ ≤ p < ٢ کنيم فرض .٢. ١ قضيه
معادل ا ند:

است. کران دار Cϕ : Bp
v(X) → Bp

v(X) عملگر الف)
است. کران دار DCϕ : Bp

v(X) → Ap
v(X) عملگر ب)

است. Ap
v(X) روي کارلسون اندازه يک µp,v پ)

است. کران دار I : Ap
v(X) → Lp(µ,X) هماني نگاشت ت)

با لذا .DCϕf = (foϕ)′ داريم ،f ∈ Bp
v(X) هر براي باشد، کران دار Cϕ : Bp

v(X) → Bp
v(X) هرگاه ب. ⇐ الف اثبات.

مي آيد. دست به (ب) ،Bp
v(X) فضاي در نرم تعريف از استفاده

موجود چنان C ثابت ،f ∈ Bp
v(X) هر براي صورت اين در باشد. کران دار Ap

v(X) به Bp
v(X) از DCϕ کنيم فرض پ. ⇐ ب

بنابراين .||(foϕ)′||Ap
v(X) ≤ C||f ||Bp

v(X) که ∫است
D
||f ′(ϕ(z)||p|ϕ′(z)|pv(z)dA(z) ≤ C(

∫
D
||f ′(z)||pv(z)dA(z) + |f(٠)|). (٢. ١)

لذا .dA(w) = |ϕ′(z)|٢dA(z) داشت خواهيم ،ϕ(z) = w متغير تغيير ∫با
D
||f ′(ϕ(z))||p|ϕ′(z)|pv(z)dA(z) =

∫
D
||f ′(w)||pNp,v(ϕ,w)dA(w) (٢. ٢)

=

∫
D
||f ′(w)||pdµp,v(w).

و f ∈ Bp
v(X) صورت اين در مي کنيم. تعريف f(z) =

∫ z

٠ g(w)dw صورت به را f تابع ، g ∈ Ap
v(X) تابع هر براي حال

،C ثابت ازاي به که مي دهند نتيجه (٢. ٢) و (٢. ١) نابرابري هاي بنابراين .f(٠) = ٠∫
D
||g(z)||pdµp,v(z) ≤ C

∫
D
||g(z)||pv(z)dA(z).

. Apاست
v(X) براي کارلسون اندازه يک µp,v کرديم، ارائه ۶ .١ تذکر در که تعريفي با مطابق لذا

معادل اند. (ت) و (پ) هاي گزاره ۵ .١ تعريف طبق ت. ⇔ پ
دارد وجود C ثابت ،g ∈ Ap

v(X) هر براي صورت اين در باشد. Ap
v(X) روي کارلسون اندازه يک µp,v کنيم فرض الف. ⇐ پ

که ∫به طوري
D
||g(z)||pdµp,v(z) ≤ C

∫
D
||g(z)||pv(z)dA(z).

داشت: خواهيم C١ و C ثابت هاي به ازاي ،(٢. ١) عبارت از استفاده با پس .f ′ ∈ Ap
v(X) داريم f ∈ Bp

v(X) هر براي اما

||(foϕ)′||p
Ap

v(X)
=

∫
D
||(foϕ)′(z)||pv(z)dA(z) =

∫
D
||f ′(z)||pdµp,v(z)

≤ C

∫
D
||f ′(z)||pv(z)dA(z) ≤ C١||f ||pBp

v(X)
.

با لذا است، Bp
v(X) روي کراندار بنابراين و پيوسته خطي عملگر يک ،ϕ(٠) در ارزياب تابع و است باناخ فضاي يک Bp

v(X) طرفي از
داريم C٢ و C١ ثابت هاي ازاي به و (٢. ١) از استفاده

||Cϕ(f)||Bp
v(X) =||(foϕ)′||p

Ap
v(X)

+ ||f(ϕ(٠))|| (٢. ٣)
≤ C||f ||pBp

v(X)
+ C١||f ||pBp

v(X)

≤ C٢||f ||pBp
v(X)

.



۵ مقدار بردار وزن دار بسوف نوع از فضاي

است. کران دار Bp
v(X) به Bp

v(X) از Cϕ عملگر بنابراين

که Bp
v(X) در fn کران دار دنباله هر براي اگر تنها و اگر است فشرده Cϕ : Bp

v(X) → Bp
v(X) ترکيبي عملگر .٢. ٢ ملاحظه

مي توان مشابه طور به .||Cϕ(fn)||Bp
v(X) → ٠ باشيم داشته باشد، صفر به يکنواخت همگراي D فشرده مجموعه هاي زير روي fn

کرد. تعريف نيز را DCϕ : Bp
v(X) → Ap

v(X) عملگر فشردگي

زير عبارات صورت اين در .ϕ(D) ⊆ D که شود تعريف چنان D روي ϕ تحليلي نگاشت و ١ ≤ p < ٢ کنيم فرض .٢. ٣ قضيه
معادل اند:

است. فشرده Cϕ : Bp
v(X) → Bp

v(X) عملگر الف)
است. فشرده DCϕ : Bp

v(X) → Ap
v(X) عملگر ب)

است. Ap
v(X) روي فشرده کارلسون اندازه يک µp,v پ)

است. فشرده I : Ap
v(X) → Lp(v,X) هماني نگاشت ت)

است. واضح ب. ⇐ الف اثبات.
که به طوري باشد Ap

v(X) در کران دار دنباله اي gn هرگاه باشد. فشرده DCϕ : Bp
v(X) → Ap

v(X) کنيم فرض پ. ⇐ ب
چنان fn ∈ Bp

v(X) دنباله صورت اين در باشد. صفر به يکنواخت همگراي D فشرده مجموعه هاي زير روي gn و gn(٠) = ٠
پس است. صفر به يکنواخت همگراي D فشرده مجموعه هاي زير روي fn و f ′

n(z) = gn(z) داريم z ∈ D براي که است موجود
طرفي از .||(fnoϕ)′||Ap

v(X) → ٠

||gn||pLp(µp,v ,X) =

∫
D
||gn(w)||pdµp,v,١(w) =

∫
D
||gn(w)||pNp,v(ϕ,w)dA(w).

بنابراين .dA(w) = |ϕ′(z)|٢dA(z) داريم ϕ(z) = w متغير تغيير از استفاده با حال

||gn||pLp(µp,v,١,X) =

∫
D
||gn(ϕ(z)||p|ϕ′(z)|pv(z)dA(z)

=

∫
D
||f ′

n(ϕ(z))||p|ϕ′(z)||pv(z)dA(z)

=

∫
D
||fn(ϕ(z))′||pv(z)dA(z)

=||(fnoϕ)′||pAp
v(X)

.

تعريف (ب) قسمت طبق پس است. فشرده Iα : Ap
v(X) → Lp(µp,v, X) هماني نگاشت بنابراين و ||gn||Lp(µp,v ,X) → ٠ لذا

است. Ap
v(X) روي فشرده کارلسون اندازه يک µp,v اندازه ،۵ .١

. معادل اند (ت)، و (پ) هاي گزاره ۵ .١ تعريف طبق ت. ⇔ پ
Bp
v(X) در کران دار دنباله يک fn کنيم فرض همچنين باشد. Ap

v(X) روي فشرده کارلسون اندازه يک µp,v کنيم فرض الف. ⇐ پ
و دارد قرار Ap

v(X) در f ′
n دنباله صورت اين در باشد. صفر به يکنواخت همگراي D فشرده مجموعه هاي زير روي fn که به طوري باشد

Iα : Ap
v(X) → Lp(µp,v, X) هماني نگاشت طرفي از است. صفر به يکنواخت همگراي D فشرده مجموعه هاي زير روي نيز f ′

n

همچنين و است D روي پيوسته نگاشت يک ϕ که آنجا از .||f ′
n||Lp(µp,v ,X) → ٠ مي دهد نتيجه که است فشرده

||(fnoϕ)′||Ap
v(X) =

(∫
D
||f ′

n(ϕ(z))||p|ϕ′(z)|pv(z)dA(z)
)١/p

=

(∫
D
||f ′

n(w)||pNp,v(ϕ,w)dA(w)

)١/p

=

(∫
D
||f ′

n(w)||pdµp,v(w)

)١/p

,

مي  کند. کامل را اثبات اين و .||Cϕ(fn)||Bp
v(X)|| → ٠ بنابراين
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ضعيف مقدار بردار وزن دار بسوف نوع از فضاهاي روي ترکيبي عملگرهاي ٣

X∗ اگر که است شده تشکيل f : D → X تحليلي توابع تمام از ،wAp
v(X) ضعيف مقداري بردار وزن دار برگمن فضاي .٣. ١ تعريف

ضعيف مقدار بردار بسوف نوع از فضاي همچنين .||f ||wAp
v(X) = sup||x∗||X∗≤١(||x∗of ||Ap

v(D)) < ∞ باشد، X دوگان
مي کنند: صدق زير خاصيت در که است f : D → X تحليلي توابع تمام شامل ،wBp

v(X)

||f ||wDp
v(X) = sup

||x∗||X∗≤١
(||x∗of ||Dp

v(D)) <∞.

حالات بررسي فضاها، از برخي مورد در شده اند. معرفي E باناخ فضاي ازاي به ،wE(X) ضعيف مقداري بردار فضاهاي ،[١٢] در
مقدار بردار هاردي فضاي و H٢(X) قوي مقدار بردار هاردي فضاي مثال، براي است. متفاوت هم با قوي مقدار بردار و ضعيف مقدار بردار
مطالعه wBα(X)را و Bα(X) متفاوت فضاهاي وانگ نيز [٢٠] در شده اند. مطالعه [١] در که متفاوت اند فضاهايي ،wH٢(X) ضعيف
فضاي روي DCϕ و CϕD عملگر هاي همچنين و Cϕ ترکيبي عملگر فشردگي و کران داري بررسي به ما بخش، اين در است. کرده

مي پردازيم. wBp
v(X) ضعيف مقدار بردار وزن دار

زير گزاره هاي صورت اين در .ϕ(D) ⊆ D که شود تعريف چنان D روي ϕ تحليلي نگاشت و ١ ≤ p < ٢ کنيم فرض .٣. ٢ قضيه
معادل اند:

است. کران دار Cϕ : wBp
v(X) → wBp

v(X) عملگر الف)
است. کراندار Cϕ : Bp

v(D) → Bp
v(D) عملگر ب)

است. کران دار Cϕ : wBp
v(X) → Bp

v(X) عملگر پ)
است. Ap

v(D) روي کارلسون اندازه يک µp,v ت)

،||x|| = ١ که به طوري x ∈ X و f ∈ Bp
v(D) هر به ازاي باشد. کران دار wBp

v(X) روي Cϕ کنيم فرض ب. ⇐ الف اثبات.
صورت اين در .g(z) = xf(z) باشيم داشته ،z ∈ D هر براي که مي گيريم نظر در طوري را g : D → X تابع

(x∗og)′(z) = (x∗oxf)′(z) = lim
w→z

x∗(xf(w))− x∗(xf(z))

w − z

= lim
w→z

f(w)x∗(x)− f(z)x∗(x)

w − z

= f ′(z)x∗(x).

داشت: خواهيم بنابراين

||g||p
wBp

v(X)
= sup

||x∗||X∗≤١
(||x∗ ◦ g||pBp

v(D)
)

= sup
||x∗||X∗≤١

∫
D
(|(x∗ ◦ g)′(z)|pv(z)dA(z) + |(x∗ ◦ g)(٠)|)

= sup
||x∗||X∗≤١

(

∫
D
|f ′(z)x∗(x)|pv(z)dA(z) + |x∗(x)f(٠)|)

= sup
||x∗||X∗≤١

(

∫
D
|f ′(z)|p|x∗(x)|pv(z)dA(z) + |x∗(x)||f(٠)|)

=

∫
D
|f ′(z)|pv(z)dA(z) + |f(٠)| = ||f ||pDp

v(D)
<∞.

،C ثابت به ازاي همچنين و g ∈ wBp
v(X) لذا

||Cϕg||wBp
v(X) ≤ C||g||wBp

v(X). (٣. ١)
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ديگر طرف از

||Cϕg||pwBp
v(X)

= sup
||x∗||X∗≤١

(

∫
D
|(x∗Cϕg)

′(z)|pv(z)dA(z) + |(x∗Cϕg)(٠)|)

= sup
||x∗||X∗≤١

(

∫
D
|(x∗Cϕ(xf))

′(z)|pv(z)dA(z) + |(x∗Cϕ(xf))(٠)|)

= sup
||x∗||X∗≤١

(

∫
D
|(Cϕx

∗(xf))′(z)|pv(z)dA(z) + |Cϕx
∗(xf))(٠)|)

= sup
||x∗||X∗≤١

(

∫
D
|x∗(x)(Cϕf)

′(z)|pv(z)dA(z) + |x∗(x)(Cϕf)(٠)|)

= sup
||x∗||X∗≤١

(

∫
D
|x∗(x)|p|(Cϕf)

′(z)|pv(z)dA(z) + |x∗(x)||(Cϕf)(٠)|

=(

∫
D
|(Cϕf)

′(z)|pv(z)dA(z) + |(Cϕf)(٠)| = ||Cϕf ||pBp
v(D)

.

مي دهد نتيجه (٣. ١) نابرابري بنابراين
||Cϕf ||Bp

v(D) ≤ C||f ||Bp
v(D).

آنجا از صورت اين در مي گيريم. نظر در را f ∈ wBp
v(X) تابع باشد. کران دار Cϕ : Bp

v(D) → Bp
v(D) کنيم فرض پ. ⇐ ب

داريم ،C ثابت به ازاي بنابراين است، Bp
v(D) روي کران دار لذا و پيوسته خطي عملگر يک ϕ(٠) در ارزياب تابعک که

||Cϕf ||pBp
v(X)

=

∫
D
||f ′(φ(z))||p|φ′(z)|pv(z)dA(z) + ||f ◦ ϕ(٠)||X

=

∫
D

sup
||x∗||X∗≤١

|(x∗ ◦ f ′)(φ(z))|p|φ′(z)|pv(z)dA(z) + sup
||x∗||X∗≤١

|x∗ ◦ f ◦ ϕ(٠)|

≤ sup
||x∗||X∗≤١

∫
D
|(x∗ ◦ f ′)(φ(z))|p|φ′(z)|pv(z)dA(z) + sup

||x∗||X∗≤١
|x∗ ◦ f ◦ ϕ(٠)|

= sup
||x∗||X∗≤١

||Cϕ(x
∗ ◦ f)||Bp

v(D) + sup
||x∗||X∗≤١

|(x∗ ◦ f)(ϕ(٠))|

≤C sup
||x∗||X∗≤١

||x∗ ◦ f ||Bp
v(D) = C||f ||wBp

v(X).

مي رسد. اتمام به (پ) اثبات لذا
در .g(z) = xf(z) ∈ wBp

v(X) مي دهيم قرار ،||x|| = ١ که به طوري ،x ∈ X و f ∈ Bp
v(D) هر براي ت. ⇐ پ

مشابه، طور به همچنين .(x∗ ◦ g)′(z) = f ′(z)x∗(x) داشت خواهيم ديديم، (پ) و (ب) قسمت اثبات در که همان طور صورت اين
لذا .||g||p

wBp
v(X)

= ||f ||pBp
v(D)

و ||Cϕg||pBp
v(X)

= ||Cϕf ||pBp
v(D)

داد نشان مي توان

||Cϕf ||Bp
v(D) = ||Cϕg||Bp

v(X) ≤ C||g||wBp
v(X) = C||f ||pBp

v(D)
.

مي آيد. دست به نظر مورد نتيجه ،X = D به ازاي ،٢. ١ قضيه طبق ترتيب اين به

،x∗ ∈ X∗ و f ∈ wBp
v(X) هر براي صورت اين در باشد. Ap

v(D) روي کارلسون اندازه يک µp,v کنيم فرض الف. ⇐ ت
،C ثابت به ازاي بنابراين و (x∗of) ∈ Bp

v(D) ∫داريم
D
|(x∗of)′(z)|pdµp,v,١(z) ≤ C

∫
D
|(x∗of)′(z)|pv(z)dA(z), (٣. ٢)

ديگر طرف از

||foϕ||p
wDp

v(X)
= sup

||x∗||X∗≤١
(

∫
D
|(x∗ofoϕ)′(z)|pv(z)dA(z) + |(x∗ofoϕ)(٠)|)
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= sup
||x∗||X∗≤١

(

∫
D
|(x∗of)′(ϕ(z))|p||ϕ′(z)|pv(z)dA(z) + |(x∗ofoϕ)(٠)|).

داريم C ثابت به ازاي ،Bp
v(D) فضاي روي ،ϕ(٠) در ارزياب تابعک کران داري همچنين و (۵ .٣) و (٣. ١) روابط طبق لذا

||Cϕf ||pwBp
v(X)

= ||foϕ||p
wBp

v(X)
= sup

||x∗|X∗≤١
(

∫
D
|(x∗of)′(z)|pdµp,v,١(z) + |(x∗ofoϕ)(٠)|)

≤ sup
||x∗||X∗≤١

(C

∫
D
|(x∗of)′(z)|pv(z)dA(z) + |(x∗ofoϕ)(٠)|)

≤ sup
||x∗||X∗≤١

(C

∫
D
|(x∗of)′(z)|pv(z)dA(z) + ||x∗of ||Bp

v(D)

≤ C١||f ||pwBp
v(X)

.

مي کند. کامل را اثبات اين و

نمايش wBp
α(X) صورت به را wBp

v(X) آن گاه بگيريم نظر در v(z) = (١ − |z|٢)α صورت به را v وزن تابع هرگاه
مي آوريم. به دست ،wBp

α(X) فضاي روي بر CϕD عملگر کران داري براي را زير معادل شرط هاي و مي دهيم

زير عبارات صورت اين در .ϕ(D) ⊆ D که شود تعريف چنان D روي ϕ تحليلي نگاشت و ١ ≤ p < ٢ کنيم فرض .٣. ٣ قضيه
معادل اند:

است. کران دار CϕD : wBp
α(X) → wBp

α(X) عملگر الف)
است. کارلسون اندازه Ap

α+p(D) روي µ ب)
است. کران دار DCϕ : wAp

α(X) → wAp
α(X) عملگر پ)

است. کران دار Cϕ : wAp
α(X) → wBp

α(X) عملگر ت)

که به طوري x ∈ X و g ∈ Bp
α(D) هر براي باشد، کراندار CϕD : wBp

α(X) → wBp
α(X) هرگاه ب. ⇐ الف اثبات.

به ازاي و h(z) ∈ wBp
α(X) است آمده ٣. ٢ قضيه در که اثباتي با مشابه صورت اين در .h(z) = xg(z) مي دهيم قرار ||x|| = ١

داريم C ثابت

||CϕD(h)||wBp
α(X) ≤ C||h||wBp

α(X). (٣. ٣)

همچنين

||h||wBp
α(X) = ||g||Bp

α(D). (۴ .٣)

بنابراين

||CϕD(h)||wBp
α(X) = sup||x∗||≤١||x∗oh′oϕ||Bp

α(D)

= sup||x∗||≤١||x∗(xg)′oϕ||Bp
α(D)

= ||CϕD(g)||Bp
α(D).

مي دهند نتيجه (۴ .٣) و (٣. ٣) لذا
||CϕD(g)||Bp

α(D) ≤ C||g||Bp
α(D).

g(z) = مي دهيم قرار ،f ∈ Ap
α(D) هر ازاي به حال است. کران دار CϕD : Bp

α(D) → Bp
α(D) عملگر ترتيب اين به

همچنين و g(٠) = ٠ صورت اين در .
∫ z

٠ f(w)dw

Dg(z) = g′(z) ∈ Ap
α(D).

داشت خواهيم لذا
||Cϕf ||Bp

α(D) = ||CϕDg||Bp
α(D) ≤ C||g||Bp

α(D) ≤ C||f ||Ap
α(D).
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Ap
α(D) روي کران دار خطي عملگر يک نيز ارزياب تابعک که آنجا از اما است. کران دار Cϕ : Ap

α(D) → Bp
α(D) عملگر بنابراين

است. کارلسون Ap
α+p روي µ ،١. ٨ گزاره طبق پس بود. خواهد کران دار DCϕ : Ap

α(D) → Ap
α(D) عمگلر است،

عملگر ،١. ٨ گزاره طبق باشد، کارلسون اندازه Ap
α+p(D) روي µ هرگاه پ. ⇐ ب

DCϕ : Ap
α(D) → Ap

α(D) (۵ .٣)

لذا .(x∗of) ∈ Ap
α(D) داريم ،||x∗|| ≤ ١ که به طوري x∗ ∈ X∗ و f ∈ wAp

α(X) هر به ازاي طرفي از است. کران دار
مي دهد نتيجه C ثابت ازاي به ،(۵ .٣)

||((x∗of)oϕ)′||Ap
α(D) = ||DCϕ(x

∗of)||Ap
α(D) ≤ C||x∗of ||Ap

α(D) ≤ C||f ||wAp
α(X).

بنابراين
||DCϕf ||wAp

α(X) = sup||x∗||≤١||(x∗of)oϕ)′||Ap
α(D) ≤ C||f ||wAp

α(X)

مي دهد. نتيجه را (پ) اين و
DCϕ : wAp

α(X) → wAp
α(X) که آنجا از .x∗of ∈ Ap

α(D) داريم x∗ ∈ X∗ و f ∈ wAp
α(D) هر براي ت. ⇐ پ

داريم: است، کران دار خطي عملگر يک Ap
α روي ϕ(٠) در ارزياب تابعک همچنين و است کران دار

||Cϕ(f)||wBp
α(X) = sup||x∗||≤١||x∗ofoϕ||Bp

α(D)

= sup||x∗||≤١||x∗(foϕ)′||Ap
α(D) + |x∗ofoϕ(٠)|

≤ C||f ||wAp
α(D).

داريم: ،g ∈ wBp
α(D) هر به ازاي که کرد مشاهده مي توان الف. ⇐ ت

||g||wBp
α(D) = sup||x||≤١||x∗og||Bp

α(D)

= sup||x||≤١||(x∗og)′||Ap
α(D) + |x∗og(٠)|

= ||g′||wAp
α(X) + |x∗og(٠)|.

است. واضح اثبات لذا و Dg = g′ ∈ wAp
α(D) بنابراين

زير عبارات صورت اين در .ϕ(D) ⊆ D که شود تعريف چنان D روي ϕ تحليلي نگاشت و ١ ≤ p < ٢ کنيم فرض .۴ .٣ قضيه
معادل اند:

است. فشرده Cϕ : wBp
v(X) → wBp

v(X) عملگر الف)
است. فشرده Cϕ : Bp

v(D) → Bp
v(D) عملگر ب)

است. فشرده Cϕ : wBp
v(X) → Bp

v(X) عملگر پ)
Apاست.

v(D) روي فشرده کارلسون اندازه يک µp,v ت)

fn که مي گيريم نظر در چنان Bp
v(D) در را fn کران دار دنباله باشد. فشرده wBp

v(X) روي Cϕ کنيم فرض ب. ⇐ الف اثبات.
مي کنيم تعريف ،||x|| = ١ که به طوري x ∈ X به ازاي حال باشد. صفر به يکنواخت همگراي D فشرده مجموعه هاي زير روي
فشرده مجموعه هاي زير روي و gn ∈ wBp

v(X) است، آمده ٣. ٢ قضيه اثبات در که همان طور صورت اين در .gn(z) = xfn(z)
بنابراين .gn → ٠ داشت خواهيم ،D

||Cϕgn||wBp
v(X) = ||gnoϕ||wBp

v(X) → ٠.

(ب) قسمت بنابراين و ||Cϕfn||Bp
v(D) → ٠ لذا .||gnoϕ||wBp

v(X) = ||fnoϕ||Bp
v(D) داريم ٣. ٢ قضيه اثبات با مطابق طرفي از

است. شده ثابت
مي شود. ثابت ٢. ٣ قضيه از استفاده با و ٣. ٢ قضيه با مشابه پ. ⇔ ب

مي آيد. دست به نظر مورد نتيجه X = D به ازاي ،٢. ٣ قضيه از استفاده با ت. ⇐ ب
حال است. فشرده Bp

v(D) روي Cϕ ،٢. ٣ قضيه طبق باشد. Ap
v(D) روي فشرده کارلسون اندازه يک µp,v کنيم فرض الف. ⇐ ت

در است. صفر به يکنواخت همگراي ،D فشرده مجموعه هاي زير روي که به طوري باشد wBp
v(X) در کران دار دنباله اي fn کنيم فرض
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يکنواخت همگراي D فشرده مجموعه هاي زير روي که است Bp
v(D) در کران دار اي دنباله (x∗ofn) ،x∗ ∈ X∗ هر براي صورت اين

داريم: ديگر طرف از .||Cϕ(x
∗ofn)||Bp

v(D) → ٠ بنابراين است. صفر به

||x∗o(fnoϕ)||Bp
v(D) = ||(x∗ofn)oϕ)||Bp

v(D) → ٠.

لذا
||Cϕfn||wBp

v(X) = sup
||x∗||X∗≤١

||x∗o(fnoϕ)||Bp
v(D) → ٠

مي کند. کامل را اثبات اين و
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Abstract: In this paper we investigate composition operator Cϕ and also product of composition
and differentiation CϕD and DCϕ on vector valued weighted Besov type space Bp

v(X) and weak
vector valued weighted Besov type space wBp

v(X) for complex Banach space X and 1 ≤ p < 2
and equivalent conditions for boundedness and compactness of these operators on such spaces have
been obtained using Carleson measure.
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