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و کاهيده عناصر بين ارتباط شبه منظم، نيم شبه حلقه هاي خواص بررسي ضمن ادامه، در همچنين است. گرديده معرفي

مي شود. ارائه قوياً کاهيده

قوياً کاهيده. متقارن، شبه خودتوان (چپ)، راست شبه خودتوان راست(چپ)، شبه منظم کليدي: کليدي:واژه هاي کليدي:واژه هاي واژه هاي
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مقدمه ١
کاربردي تعميم دو شبه حلقه ها و نيم حلقه ها مثال براي است. موجود ،(R,+ , .) حلقه ي يک از تعميمي به عنوان متفاوتي جبري ساختارهاي
يکي حذف با که حلقه هايند از تعميمي دارند. شبه حلقه ها مهندسي و علوم شاخه هاي از بسياري در فراواني کاربردهاي که مي باشند حلقه ها از
از ديگري نمونه ي مي آيند. به دست باشد، ناجابه جايي گروه يک ،(R,+) اين که فرض و جمع به نسبت ضرب عمل توزيع پذيري قاعده دو از
است موجود جمع به نسبت ضرب عمل دوطرفه، توزيع پذيري جبري ساختار اين در حلقه ها مشابه که هستند نيم حلقه ها جبري، ساختارهاي اين
و شبه حلقه ها شود] مراجعه ٣ منبع به بيشتر آشنايي [براي نيم حلقه ها از توسيعي نيم شبه حلقه ها نيم گروه اند. دو هر ، (R, .) و (R,+) ولي
راست نيم شبه حلقه ها تمامي مقاله اين در است. شده معرفي مفصل به طور ادامه در که حلقه هايند مفهوم از تعميمي نيز ساختار اين که مي باشند

باشد. شده بيان به وضوح که مواردي از غير به است شده گرفته نظر در جمعي خنثي عضو بدون و
راست شبه حلقه ي يک “.” و “ + ” عمل دو با همراه را N ناتهي مجموعه ي مي پردازيم. معرفي شبه حلقه ها به کامل به طور ابتدا

هرگاه: گوييم
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٢۵ (چپ) راست شبه منظم نيم شبه حلقه هاي

آبلي)، لزوماً (نه يک گروه (N , +) .١

نيم گروه، يک (N , .) .٢

تساوي ،a, b, c ∈ N هر براي که معنا بدين برقرار باشد. راست سمت از تنها “ + ” به نسبت “.” توزيع پذيري خاصيت .٣
.[٩] باشد برقرار (a+ b) c = ac+ bc

توزيع پذيري زيرا بود نخواهد برقرار n٠ = ٠ تساوي ،n ∈ N هر براي لزوماً آنگاه باشد راست شبه حلقه ي يک N اگر است بديهي
مجموعه ي شده اند. تعريف شبه حلقه ها در N٠ و Nc مانند مفاهيمي دليل به همين نيست. برقرار چپ سمت از “ + ” به نسبت “.”
شبه حلقه ي يک N گويند ،N = Nc اگر و ناميده مي شود N راست شبه حلقه ي از ثابت قسمت ،Nc = { n ∈ N |n٠ = n}
اگر گويند. N راست شبه حلقه ي از متقارن صفر قسمت را N٠ = {n ∈ N | n٠ = ٠} مجموعه ي همچنين است. ثابت راست
.[٩] نوشت Nc و N٠ مستقيم جمع به صورت مي توان را N شبه حلقه ي هر مي نامند. متقارن صفر راست شبه حلقه ي را N ،N = N٠
کامل بعدي بخش در که موجود شبه خودتوان عنصر براي نيم شبه حلقه ها در را تعريف دو اين شبه حلقه ها، در N٠ و Nc تعريف دو به استناد با

داده ايم. قرار تعريف دو اين اساس بر را تعاريف مبناي و داده توسيع است، شده داده توضيح
هرگاه: گوييم راست نيم شبه حلقه ي يک “.” و “ + ” عمل دو با همراه را S ناتهي مجموعه ي

آبلي)، لزوماً (نه نيم گروه يک (S , +) .١

نيم گروه، يک (S , .) .٢

تساوي ،a, b, c ∈ S هر براي که معنا بدين برقرار باشد. راست سمت از تنها “ + ” به نسبت “.” توزيع پذيري خاصيت .٣
.[٨] باشد برقرار (a+ b) c = ac+ bc

مي شود. ناميده چپ نيم شبه حلقه ي يک (S , + , .) باشد برقرار چپ سمت از تنها “ + ” به نسبت “.” توزيع پذيري خاصيت هرگاه
يک G به طوري که است، توابع ترکيب و معمولي جمع تحت G به G از توابع تمام مجموعه راست، نيم شبه حلقه هاي از بديهي مثال يک

.[٨] است آبلي) لزوماً (نه جمعي نيم گروه
نيم شبه حلقه يک (Z+ , + , .) مثال به عنوان نيست. برقرار همواره مطلب اين عکس ولي است نيم شبه حلقه يک شبه حلقه  هر به وضوح
از ديگر مثالي بيان براي باشد. نمي تواند شبه حلقه يک (Z+ , + , .) پس نيست گروه يک (Z+ , +) به اين که توجه با ولي است
ناتهي مجموعه ي تواني، مجموعه ي P (X) به طوري که کرد اشاره (P (X) , ∪ , ∩) به مي توان نيست، شبه حلقه که نيم شبه حلقه اي

X مي باشد. دلخواه و
(چپ) راست ايدآل هر پس گرفته ايم نظر در جمعي خنثي عضو بدون و راست را S نيم شبه حلقه ي مقاله اين سراسر در به اين که توجه با
و a + b ∈ I باشيم داشته a , b ∈ I , r ∈ S هر براي به طوري که است S از I غيرتهي زيرمجموعه ي ، S نيم شبه حلقه ي از
شبه حلقه ي شد. معرفي † ماسون توسط ١٩٨٠ سال در بار اولين براي چپ و راست منظم قوياً شبه حلقه هاي مفهوم .[٨] ra ( ar ) ∈ I
a = a٢x(a = xa٢) به طوري که باشد موجود x ∈ N عنصر a ∈ N هر براي هرگاه است (چپ) راست منظم قوياً N
هيرانو و ‡ چو .[۴] a = axa به طوري که باشد موجود x ∈ N عنصر a ∈ N هر براي هرگاه است منظم N شبه حلقه ي .[۵]
کاهيده را N و . [١] a ∈ Nc دهد نتيجه a٢ ∈ Nc که کردند تعريف اين صورت به را قوياً کاهيده مفهوم ٢٠٠٣ سال در §

اين صورت در باشند؛ S نيم شبه حلقه ي از زيرمجموعه هايي T ′ و T کنيم فرض باشد. نداشته غيرصفر پوچ توان عضو هيچ هرگاه گويند
z ∈ S عنصر a ∈ S هر براي هرگاه گويند چپ π-منظم قوياً را S نيم شبه حلقه ي . [٩] TT ′ = {tt′ | t ∈ T , t′ ∈ T ′}

.[٢] an = zan+١ به طوري که باشد داشته وجود

آن ها خواص و شبه منظم عناصر ٢
(ay = a٢y) ya = ya٢ تساوي ،y ∈ S هر براي هرگاه گويند (چپ) راست شبه خودتوان Sرا نيم شبه حلقه ي از a عنصر .٢. ١ تعريف
چپ و راست شبه خودتوان a اگر مي دهيم. نشان Idl(S) و Idr(S) با به ترتيب را چپ و راست شبه خودتوان عناصر مجموعه باشد. برقرار
نشان ، Id(S) با و است شبه خودتوان S گويند باشد شبه خودتوان S نيم شبه حلقه ي از عضوي هر اگر است. شبه خودتوان a گويند باشد

.[٢] مي دهيم
نيست. برقرار همواره مطلب اين عکس که داد نشان مي توان زير مثال با ولي است شبه خودتوان يک خودتوان عضو هر به وضوح

مي کنيم: تعريف زير به شکل را S عناصر روي ضرب و جمع عمل .S = { ٠ , a , b } کنيم فرض .٢. ٢ مثال
†Mason
‡ Cho
§Hirano
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٢. ٢ مثال در S عناصر روي جمع عمل :١ جدول
+ ٠ a b
٠ a ٠ ٠
a ٠ a a
b ٠ a a

٢. ٢ مثال در S عناصر روي ضرب عمل :٢ جدول
. ٠ a b
٠ ٠ ٠ ٠
a a a a
b a a a

شبه خودتوان ولي نيست خودتوان عنصر يک ،b ∈ S و مي دهد راست نيم شبه حلقه ي يک تشکيل ( S , + , . ) است بديهي
زيرا مي باشد؛

٠b = ٠b٢ , ab = ab٢ , bb = bb٢

b٠ = b٢٠ , ba = b٢a , bb = b٢b

خودتوان به طوري که است شبه خودتوان راست نيم شبه حلقه ي يک (S , + , .) بنابراين خودتوان اند دو هر ٠ و a به اين که توجه با لذا
نيست.

مطرح پرسش اين است، خودتوان عناصر از تعميمي شبه خودتوان عنصر هر به اين که توجه با است. منظم خودتوان، عنصر هر به وضوح
چه شامل منظم عناصر خود بر علاوه منظم عناصر توسيع داد؟ توسيع را منظم مفهوم شبه خودتوان، مفهوم به توجه با مي توان آيا مي شود:

بود؟ خواهند ديگري عناصر

به طوري که باشد موجود x ∈ S عنصر y ∈ S هر براي هرگاه گوييم (چپ) راست شبه منظم را S نيم شبه حلقه ي از a عنصر .٢. ٣ تعريف
S نيم شبه حلقه ي از عنصري هر اگر است. شبه منظم a گوييم باشد چپ و راست شبه منظم a اگر .(ay = axay) ya = yaxa

است. شبه منظم S گوييم باشد شبه منظم
به طوري که است موجود x , z ∈ S عناصر y ∈ S هر براي اين صورت در باشد. چپ و راست شبه منظم a ∈ S کنيم فرض
داد نشان مي توان زير مثال با ولي است شبه منظم يک منظمي عنصر هر نيست. x = z لزوماً که ay = azay و ya = yaxa

نيست. برقرار همواره مطلب اين عکس

x ∈ S عنصر y ∈ S هر براي ولي bxb ̸= b ، x ∈ S هر براي زيرا نيست، منظم b که است واضح ٢. ٢ مثال در .۴ .٢ مثال
زيرا: .by = bxby و yb = ybxb ، به طوري که است موجود

٠(bbb) = ٠ = ٠b, a(bbb) = a = ab, b(bbb) = a = bb

(bbb)٠ = a = b٠, (bbb)a = a = ba, (bbb)b = a = bb

راست نيم شبه حلقه ي يک (S , + , .) بنابراين منظم اند، عناصر دو هر ٠ و a به اين که توجه با لذا است. شبه منظم عنصر يک b بنابراين
نيست. منظم ولي است شبه منظم

مي باشند. (چپ) راست شبه خودتوان دو هر ،xa و ax ،٢. ٣ تعريف در .۵ .٢ گزاره

برقرارند. y ( xa ) = y( xa )٢ و y ( ax ) = y ( ax )٢ تساوي هاي ،y ∈ S هر براي دهيم نشان بايد اثبات.

y(ax)٢ = y (axax) = (yaxa)x = y(ax)

y(xa)٢ = y (xaxa) = y (x (axa)) = y(xa)

است. چپ شبه خودتوان چپ، شبه منظم  نيم شبه حلقه هاي در xa و ax داد نشان مي توان ترتيب به همين و



٢٧ (چپ) راست شبه منظم نيم شبه حلقه هاي

عنصر يک a ∈ S هر براي اگر تنها و اگر است راست شبه منظم S اين صورت در باشد. نيم شبه حلقه يک S کنيم فرض .۶ .٢ قضيه
.Sa = Se به طوري که باشد موجود e مانند راست شبه خودتوان

موجود x ∈ S عنصر z ∈ S هر و a ∈ S هر براي اين صورت در باشد راست شبه منظم نيم شبه حلقه ي يک S کنيم فرض اثبات.
از ،Sa = Saxa ⊆ Sxa نوشت توان مي پس است برقرار z ∈ S هر براي تساوي اين چون .za = zaxa به طوري که است
شبه خودتواني S نيم شبه حلقه ي از a هر براي کنيم فرض حال .Sa = Se پس است شبه خودتوان xa مي دانيم .Sxa ⊆ Sa طرفي
موجود x ∈ S عنصر بنابراين .e٢ ∈ Sa پس ،e٢ ∈ Se = Sa چون .Sa = Se به طوري که باشد داشته وجود S از e مانند
موجود y ∈ S عنصر بنابراين .za ∈ Se پس ،za ∈ Sa = Se داريم z ∈ S هر براي طرفي از .e٢ = xa به طوري که است

داريم: y ∈ S براي پس است، شبه خودتوان e چون .za = ye به طوري که است

za = ye = ye٢ = ye٣ = yee٢ = ye (xa) = zaxa.

مي باشد. راست شبه منظم S بنابرين

I عضو هر ديگر به عبارت يا و yI = yI٢ ،y ∈ S هر براي هرگاه گوييم شبه خودتوان را S نيم شبه حلقه ي از I ايدآل .٢. ٧ تعريف
باشد. شبه خودتوان

به طوري که باشد موجود x ∈ I عنصر i ∈ I هر و a ∈ I براي هرگاه گوييم راست شبه منظم را S نيم شبه حلقه ي از I ايدآل
.ia = iaxa

برقرارند: زير احکام اين صورت در باشد. راست شبه منظم نيم شبه حلقه ي يک S کنيم فرض .٢. ٨ گزاره

است. راست شبه خودتوان S از ايدآلي هر .١

است. راست شبه منظم S از ايدآلي هر .٢

است. شبه منظم ،S مرکز .٣

فرض .yI٢ ⊆ yI به وضوح .yI = yI٢ ،y ∈ S هر براي که مي دهيم نشان باشد؛ S از ايدآلي I کنيم فرض .١ اثبات.
به طوري که است موجود x ∈ S عنصر y ∈ S هر براي بنابراين است راست شبه منظم يک S فرض طبق .ya ∈ yI کنيم

ya = yaxa ∈ yIxI ⊆ yII = yI٢ ⇒ ya ∈ yI٢ ⇒ yI ⊆ yI٢.

عنصر y ∈ S هر براي پس است، راست شبه منظم نيم شبه حلقه ي يک S چون .a ∈ I و باشد S از ايد آلي I کنيم فرض .٢
براي پس است، برقرار y ∈ S هر براي تساوي اين به اين که توجه با .ya = yaxa به طوري که است موجود x ∈ S

نوشت: مي توان z = xax ∈ I فرض با .ia = iaxa نوشت توان مي نيز i ∈ I

iaxa = iaxaxa ⇒ ia = ia (xax) a = iaza ⇒ ia = iaza.

عنصر r ∈ S هر براي اين صورت در .x ∈ S کنيم فرض باشد. S راست شبه منظم نيم شبه حلقه ي مرکز S کنيم فرض .٣
کردن کامل براي .z = yxy دهيد قرار .rx = rxyxyx طرفي از .rx = rxyx به طوري که است موجود y ∈ S

حال .zr = rz ،r ∈ S هر براي دهيم نشان است کافي اثبات

zr = yxyr = y٢xr = y٢rx = y٢rxyx = yxyryx = yxyxry = yxry

rz = ryxy = rxy٢ = rxyxy٢ = xryxy٢ = x٢ry٣ = x٢yxry٣ = yx٣ry٣ = yrx٣y3

= yrxx٢yy٢ = yrxyx٢y٢ = yrxyxxy٢ = yrxxy٢ = yrxxyy = yrxyxy = yrxy = yxry

.zr = rz بنابراين

ايدآل هر ولي است راست شبه منظم و راست شبه خودتوان ايدآل يک راست شبه منظم نيم شبه حلقه ي از ايدآلي هر ٢. ٨ گزاره طبق
ارائه راست شبه منظم غير نيم شبه حلقه ي از مثالي نيست. راست شبه منظم نيم شبه حلقه ي از لزوماً راست شبه منظم و راست شبه خودتوان

است. راست شبه منظم و راست شبه خودتوان ايدآل هاي داراي که مي دهيم

مي کنيم: تعريف زير جداول طبق را S عناصر روي ضرب و جمع عمل .S = {e , a , b , c , d} کنيم فرض .٢. ٩ مثال
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٢. ٩ مثال عناصر روي جمع عمل :٣ جدول
+ e a b c d
e e c c c e
a c a a c c
b c b b c c
c c c c c c
d d c c c d

٢. ٩ مثال عناصر روي ضرب عمل :۴ جدول
. e a b c d
e d d d d d
a a a a a a
b b b b b b
c e b b c d
d d d d d d

شبه منظم عنصر يک e زيرا نيست؛ راست شبه منظم که مي دهد چپ نيم شبه حلقه ي يک تشکيل ،(S, + , .) فوق شده تعريف اعمال با
است. S از شبه منظم و شبه خودتوان راست ايدآل يک I = {a , b} و نيست راست

است. (راست) چپ شبه منظم S اين صورت در باشد. (راست) چپ منظم قوياً نيم شبه حلقه ي يک S کنيم فرض .٢. ١٠ لم

براي بنابراين . a = xa٢ به طوري که است موجود x ∈ S عنصر a ∈ S هر براي پس است؛ چپ منظم قوياً S فرض طبق اثبات.
،y , a ∈ S هر براي مي دهيم نشان اکنون است، چپ شبه خودتوان يک ax و a٢ = axa٢ طرفي از .y = xy٢ داريم y ∈ S
است چپ خودتوان شبه ax به اين که توجه با است. برقرار axay = axaxy٢ تساوي پس ،ay = axy٢ چون .ay = axay
راست شبه منظم راست، منظم قوياً نيم شبه حلقه ي هر داد نشان مي توان ترتيب به همين و .ay = axay بنابراين axay = axy٢ پس

مي باشد.

اصلي نتايج ٣
،a ∈ S هر براي که معنا بدين است. S نيم شبه حلقه ي جمعي هماني عضو ،٠ از منظور مقاله از قسمت اين در

٠+ a = a+ ٠ = a و ٠a = ٠.

مي کنيم: تعريف باشد. راست شبه خودتوان يک e ∈ S و نيم شبه حلقه يک S کنيم فرض .٣. ١ تعريف

Se
c = {x ∈ S | xe = x }

نيم شبه حلقه ي يک S گوييم S = Se
c اگر گوييم. S راست شبه منظم نيم شبه حلقه ي از ثابت قسمت را مجموعه اين .e٢ ∈ Se

c به وضوح
است. ثابت راست شبه منظم

.S٠
c ⊆ Se

c اين صورت در ،٠ ∈ S و باشد راست شبه منظم نيم شبه حلقه ي يک S کنيم فرض .٣. ٢ لم

S چون طرفي از است برقرار ya٠ = ya تساوي y ∈ S هر براي پس ،a٠ = a اين صورت در .a ∈ S٠
c کنيم فرض اثبات.

مي دهيم قرار راست شبه منظم تعريف به توجه با و ya = ya٠a بنابراين .٠ = ٠a پس گرفتيم نظر در راست نيم شبه حلقه ي يک را
.S٠

c ⊆ Se
c نتيجه در .a ∈ Se

c بنابراين .a = ae پس .a = a٠ = a٠a = ae لذا ،e = ٠a

موجود e شبه خودتوان ديگر به عبارت يا a؛ ∈ Se
c دهد نتيجه a٢ ∈ Se

c هرگاه گوييم قوياً کاهيده را S نيم شبه حلقه ي .٣. ٣ تعريف
.ae = a دهد نتيجه a٢e = a٢ به طوري که است
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است. کاهيده قوياً کاهيده، نيم شبه حلقه ي هر اين صورت در .٠ ∈ S و باشد راست شبه منظم نيم شبه حلقه ي يک S کنيم فرض .۴ .٣ گزاره

چون اما .a٢٠ = a٢ ترتيب به همين و a٢e = a٢ پس ،a٢ = ٠ ∈ S٠
c ⊆ Se

c اين صورت در ،a٢ = ٠ کنيم فرض اثبات.
شبه خودتوان پس است، راست شبه منظم S اين که به توجه با و a٢ = a٢٠ = a٢٠a طرفي از .ae = a پس است قوياً کاهيده S

اين صورت در ،a = ae = a٠a = a٠ لذا e؛ = ٠a دهيد قرار است. موجود ٠a

a٢ = aa = a٠a = a ⇒ ٠ = a٢ = a.

زيرا: مي باشد. لازم شرط يک S نيم شبه حلقه بودن راست شبه منظم ،۴ .٣ گزاره در يادداشت:
خودتواني کنيم فرض و نيست راست شبه منظم عنصر يک a به طوري که باشد قوياً کاهيده a ∈ S و نيم شبه حلقه يک S کنيم فرض
.a٢ ̸= ٠ مي کنيم ادعا .ae = a مي شود نتيجه قوياً کاهيده تعريف از استفاده با لذا ،a٢e = a٢ به طوري که دارد وجود S در e مانند

اين صورت: غير در زيرا

a٢e = a٢ = ٠ ⇒ a٢e = ٠ ⇒ a٢ea = ٠a = ٠ = a٢ ⇒ a٢ea = a٢

است. فرض برخلاف که است راست شبه منظم عنصر يک a ∈ S که است معنا بدين اين و
نيست. کاهيده راست شبه منظم غير نيم شبه حلقه ي از قوياً کاهيده عنصر هر که مي دهيم ارائه را مثالي خاص به طور

عنصر يک N غيرخودتوان عنصر هر است. طبيعي اعداد مجموعه ،N به طوري که ،S = (N ∪ {٠} , + , .) کنيم فرض
ازطرفي .a١ = a مي دهد نتيجه a٢١ = a٢ ،a ∈ N براي به طوري که e = ١ مي دهيم قرار است. N از راست غيرشبه منظم

.a٢ ̸= ٠ مي دهد نتيجه به وضوح a ̸= ٠

است. چپ شبه منظم و منظم a اين صورت در باشد. قوياً کاهيده و راست شبه منظم a ∈ S و نيم شبه حلقه يک S کنيم فرض .۵ .٣ لم

به طوري که است موجود x ∈ S عنصر y ∈ S هر براي اين صورت در باشد، قوياً کاهيده و راست شبه منظم a ∈ S کنيم فرض اثبات.
a لذا و axa = a بنابراين ،a ∈ Sxa

c پس است، قوياً کاهيده S چون .a٢ ∈ Sxa
c لذا .ya ∈ Sxa

c پس .ya = yaxa
است. نيز چپ شبه منظم a پس است چپ شبه منظم منظم، نيم شبه حلقه ي هر مي دانيم طرفي از است. منظم

تساوي ،e شبه خودتوان هر و a ∈ S هر براي و باشد قوياً کاهيده و راست شبه منظم نيم شبه حلقه ي يک S کنيم فرض .۶ .٣ گزاره
است. چپ منظم قوياً S اين صورت در باشد. برقرار ،ea = eae

.axa = a بنابراين .a ∈ Sxa
c به طوري که است موجود x ∈ S عنصر ۵ .٣ لم طبق اين صورت در .a ∈ S کنيم فرض اثبات.

بنابراين .e =ax کنيم فرض

ax = axax = a.xaxxa ⇒ axa = axaxxa٢ ⇒ a = ax٢a٢.

.a = za٢ بنابراين ،z = ax٢ مي دهيم قرار

موجود e ∈ Se
c مانند شبه خودتواني a ∈ S هر براي اين صورت در باشد، راست شبه منظم نيم شبه حلقه ي يک S کنيم فرض .٣. ٧ لم

.ea = eae به طوري که است

است. کامل اثبات لذا .ea = eae بنابراين ،ea ∈ Se
c پس ،S٢ ⊆ Se

c همواره راست شبه منظم نيم شبه حلقه ي در اثبات.

به طوري که است موجود e ∈ Se
c مانند شبه خودتواني a ∈ S هر براي راست شبه منظم نيم شبه حلقه ي در ٣. ٧ لم به توجه با

مي دهيم: قرار .ea = eae

Se
e = { a ∈ S |ae = eae for e ∈ Se

c }.

S گوييم ،S = Se
e اگر گوييم. راست شبه منظم نيم شبه حلقه ي از متقارن شبه خودتوان قسمت را مجموعه اين .e ∈ Se

e به وضوح
است. متقارن شبه خودتوان

معادل اند. چپ و راست شبه منظم اين صورت در باشد متقارن شبه خودتوان نيم شبه حلقه ي يک S کنيم فرض .٣. ٨ گزاره
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به طوري که است موجود x ∈ S عنصر y ∈ S هر براي اين صورت در باشد. راست شبه منظم a ∈ S کنيم فرض اثبات.
بنابراين است متقارن شبه خودتوان S چون ،e = xa کنيم فرض .ya ∈ Sxa

c پس .a٢ = a٢xa بنابراين .ya = yaxa

ya = yxaaxa = yxa٢xa = yxa٢ ⇒ ya = yxa٢

.a٢ = axaپس٢ است، برقرار y ∈ S هر براي بالا حکم

داشته ،e ∈ S شبه خودتوان هر و a ∈ S هر براي و باشد قوياً کاهيده و راست شبه منظم نيم شبه حلقه ي يک S کنيم فرض .٣. ٩ لم
است. راست منظم قوياً نيم شبه حلقه ي يک S اين صورت در .ea = eae باشيم

شبه خودتوان نيز ax چون .a = axa به طوري که است موجود x ∈ S عنصر ۵ .٣ لم طبق اين صورت در .a ∈ S کنيم فرض اثبات.
نوشت: مي توان فرض طبق است،

axa = axaax ⇒ axa = axa٢x ⇒ a = a٢x.

،ea = eae باشيم داشته e ∈ S شبه خودتوان هر و a ∈ S هر براي و باشد چپ شبه منظم نيم شبه حلقه ي Sيک کنيم فرض .٣. ١٠ لم
است. راست شبه منظم S اين صورت در

به طوري که است موجود x ∈ S عنصر a ∈ S هر براي اين صورت در باشد، چپ شبه منظم نيم شبه حلقه ي S کنيم فرض اثبات.
.a٢ = a٢xa فرض طبق و حالت دو هر در بنابراين شبه خودتوان اند دو هر xa و ax ازطرفي .a٢ = axa٢

شبه خودتوان a ∈ S هر براي اگر به علاوه است. قوياً کاهيده نيم شبه حلقه ي يک چپ قوياًمنظم و منظم نيم شبه حلقه ي هر .٣. ١١ گزاره
است. قوياً کاهيده راست، منظم قوياً نيم شبه حلقه ي هر اين صورت در ،ea = eae به طوري که باشد داشته وجود e ∈ Se

c

،a = axa به طوري که است موجود x ∈ S عنصر a ∈ S هر براي اين صورت در باشد. منظم نيم شبه حلقه ي Sيک کنيم فرض اثبات.
است. قوياً کاهيده S بنابراين .a ∈ Sxa

c لذا
به طوري که است موجود x ∈ S عنصر a ∈ S هر براي اين صورت در باشد. چپ منظم قوياً نيم شبه حلقه ي S کنيم فرض

است. قوياً کاهيده S بنابراين .a = xa٢e ∈ Se
c اين صورت در .a٢ ∈ Se

c کنيم فرض .a = xa٢

به طوري که است موجود x ∈ S عنصر a ∈ S هر براي اين صورت در باشد راست منظم قوياً نيم شبه حلقه ي S کنيم فرض
است. قوياً کاهيده S لذا .a = a٢ex = a٢exe ∈ Se

c اين صورت در .a٢ ∈ Se
c کنيم فرض .a = a٢x

در .ea = eae باشيم داشته e ∈ S شبه خودتوان هر و a ∈ S هر براي و باشد نيم شبه حلقه يک S کنيم فرض .٣. ١٢ قضيه
معادل اند: زير گزاره هاي اين صورت

است. قوياً کاهيده و راست شبه منظم S .١

است. منظم S .٢

است. قوياً کاهيده و چپ شبه منظم S .٣

است. چپ منظم قوياً S .۴

است. راست منظم قوياً S .۵

است. چپ و راست شبه منظم منظم، عضو هر به وضوح اثبات.
است. برقرار ٣. ١١ و ۵ .٣ طبق ،٢⇔ ١

است. برقرار ٣. ١١ و ٣. ١٠ ،٣. ٩ طبق ،۵⇔ ١
است. برقرار ٣. ١٠ و ۵ .٣ طبق ،٣⇔ ١

است. برقرار ٣. ١١ و ٣. ١٠ طبق ،٣⇐ ۴
است. برقرار ٣. ١٠ طبق ،١⇐ ٣

مي باشد. برقرار ۶ .٣ طبق ،۴⇐ ١
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هرگاه: گويند (∗) شبه حلقه ي [٧] در را S شبه حلقه ي

.ba = b٠ دهد نتيجه ab = ٠ ،a, b ∈ S براي .١

.a = a٢ دهد نتيجه a٢ = a٣ ،a ∈ S براي .٢

مي  کند. صدق فوق ويژگي دو هر در قوياً کاهيده و راست شبه منظم نيم شبه حلقه ي هر مي دهيم نشان
اين صورت در ،ab = e به طوري که ،e ∈ Idr(S) و a, b ∈ S و قوياً کاهيده نيم شبه حلقه ي يک S کنيم فرض .٣. ١٣ قضيه

.ba = bea = (ba)٢

طرفي از ،e′ = bea مي دهيم قرار است. خودتوان يک bea و (ba)٢ = baba = bea به وضوح اثبات.
(ba)٢.bea = bea = (ba)٢.

پس مي باشد، قوياً کاهيده نيم شبه حلقه ي يک S چون ،(ba)٢ ∈ Sbea
c بنابراين

ba ∈ Sbea
c ⇒ ba.bea = ba

.ba = bea بنابراين و ba.bea = bea طرفي از
اين صورت در ، b(n+١) = bn به طوري که ، b ∈ S, n ∈ N و چپ π-منظم قوياً نيم شبه حلقه ي يک S کنيم فرض .١۴ .٣ لم

.b = b٢

داريم: حال .bm =zbm+١ به طوري که دارد وجود m ∈ N و z ∈ S عنصر تعريف، طبق اثبات.
bm = zbmb = zzbm+١b = z٢bm+٢ = · · · = znbm+n.

داده ايم نشان ديگر طرف از .bm = znbmbn+١ = znbm+nb بنابراين است، برقرار ،bn+١ = bn تساوي چون
است. برقرار ،bm = bm+١ تساوي بنابراين .bm = znbm+nb = bmb = bm+١ مي دهد، نتيجه که bm = znbm+n

آورد: به دست را زير تساوي هاي مي توان براين علاوه
b٢m−١ = bmbm−١ = bm+١bm−١ = b٢m,

bm−١ = b٢m−m−١ = b٢m−١−m = b٢m−m = bm

تساوي هاي مي توان ،bm = bm−١ تساوي از .bm+١ = bm = bm−١ بنابراين
b٢m = bmbm = bm−١bm−١ = b٢m−٢

به همين آورد. به دست مي توان را ،bm−٢ = b٢m−m−٢ = b٢m−٢−m = b٢m−٢ = bm تساوي بنابراين آورد. به دست را
نوشت: مي توان حال دست يابي اند. قابل نيز ،b٢m = bmbm = bm−١bm−٢ = b٢m−٣ تساوي هاي ترتيب

bm−٣ = b٢m−m−٣ = b٢m−٣−m = b٢m−m = bm.

مي آيد. به دست حکم روند اين ادامه با
ba = bea = اين صورت در .ab = e به طوري که ،a , b ∈ S راست شبه منظم نيم شبه حلقه ي يک S کنيم فرض .١۵ .٣ قضيه

.(ba)٢

به طوري که دارد وجود z ∈ S عنصر بنابراين است، راست شبه منظم S چون طرفي از .(ba)٢ = baba = bea به وضوح اثبات.
ديگر طرفي از .(ba)٢ = (ba)٢zba = beazba

(ba)٣ = ba.(ba)٢ = ba.beazba = beazba.

مي آيد. به دست حکم ،١۴ .٣ لم به توجه با لذا است. چپ π-منظم قوياً عنصر يک ba پس ،(ba)٣ = (ba)٢ = bea بنابراين

.ba = b٠ آنگاه باشد، نظر مورد شبه خودتوان تنها صفر اگر ،١۵ .٣ و ٣. ١٣ قضيه هاي در يادداشت:
اين صورت در .a٣ = a٢ به طوري که ،a ∈ S و قوياً کاهيده يا راست شبه منظم نيم شبه حلقه ي يک S کنيم فرض .١۶ .٣ قضيه

.a = a٢

مي آيد. به دست ،١۴ .٣ لم طبق حکم بنابراين است. چپ π-منظم قوياً عنصر يک a به وضوح .a٣ = a٢ کنيم فرض اثبات.
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