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-ξ اسم به تعويض پذير حلقه هاي براي ضربي بسته ي زيرمجموعه هاي از خاصي نوع نخست مقاله اين در چکيده:
C(X) از S چون ضربي بسته ي ξ-مجموعه ي هر با متناظر سپس مي شود. معرفي ضربي بسته ي مجموعه هاي
توابع مستقيم ضرب با S−1C(X) حلقه ي مي دهيم نشان شده، تعريف X زيرمجموعه هاي از FS نام با پالايه اي

است. يکريخت FS عناصر روي پيوسته

c-پالايه. کسرها، حلقه پيوسته، توابع مستقيم ضرب ضربي، بسته ي ξ-مجموعه ي کليدي: واژه هاي

13B30; 54C40 رياضي: ردهبندي

مقدمه ۱
C(X) ،X فضاي براي مي شوند. فرض منظم کاملا و هاسدورف توپولوژي فضاهاي تمام و يک دار و تعويض پذير حلقه ها همه مقاله اين در
{x ∈ X : f(x) = مجموعه ي{0 ،f ∈ C(X) هر براي مي گيريم. نظر در X دامنه   با مقدار حقيقي و پيوسته توابع تمام حلقه ي را
ناميده f متمم صفر-مجموعه ي مي شود، داده نمايش coz f با که آن متمم و f صفر-مجموعه ي مي شود، داده نمايش Z(f) نماد با که
عنصر ،f ∈ C(X) تابع مي شود ثابت به سادگي و مي شوند ناميده حلقه منظم عناصر نيستند، مقسوم عليه صفر که حلقه از عناصري مي شود.

باشد. چگال X در coz f اگر تنها و اگر است منظم
ايدآل صورت اين در باشد، a  شامل ماکسيمال ايدآل هاي همه ي اشتراک با برابر Ma گيريم ،R حلقه ي از a يکه ي غير عنصر براي
z-ايدآل حلقه، ماکسيمال ايدآل  هر که مي شود ثابت به روشني .Ma ⊆ I شود نتيجه a ∈ I از هرگاه مي ناميم، z-ايدآل را I ⊆ R
از خانواده هر اشتراک شود. ديده [۶] در ۱ .۱ از قضيه بعد نتيجه ي حلقه اند؛ z-ايدآل هاي از مثال هايي مينيمال، اول ايدآل هاي همچنين است.
z-ايدآل هاي تمام اشتراک با که دارد وجود I شامل z-ايدآل کوچک ترين R از I ايدآل هر براي بنابراين است، z-ايدآل نيز خود z-ايدل ها
در ،I در مشمول z-ايدآل بزرگ ترين مشابه به طور مي شو د. داده نمايش Iz با I ايدآل شامل z-ايدآل کوچک ترين است. برابر I شامل
تنها و اگر است z-ايدآل يک I اين رو از شود. ديده [۷ ،۶] خصوص اين در بيشتر اطلاعات براي شد؛ خواهد داده نمايش Iz با وجود صورت

.I = Iz معادل به طور يا I = Iz اگر
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شود نتيجه |f | ≤ |g| شرط با g ∈ C ′ هر و f ∈ C(X) هر براي يعني، باشد؛ C(X) از محدب مطلقاً زير حلقه ي C ′ اگر
داشت. خواهيم زير به صورت را Iz و Iz ايدآل هاي عنصروار نمايش ،[۳ .۵ گزاره ،۷] و [۱۳ .۱ قضيه ،۶] به بنا آن گاه ،f ∈ C ′

Iz = {g ∈ C ′ : Mg ⊆Mf fداريم ∈ I عنصر يک به ازاي }
و

Iz = {f ∈ C ′ : Mf ⊆ I}.
z-ايدآل يک I ⊆ C(X) ايدآل بنابراين .Mf = {g ∈ C(X) : Z(f) ⊆ Z(g)} داريم f ∈ C(X) عنصر هر براي

.g ∈ I شود نتيجه Z(f) ⊆ Z(g) و g ∈ C(X) ،f ∈ I از اگر وتنها اگر است
آن در که است a

s
به صورت ارز هم کسرهاي حلقه ي S−1R صورت اين در باشد، R حلقه ي از ضربي بسته زيرمجموعه S گيريم

آن گاه باشد، R منظم عناصر مجموعه ي S اگر شود. ديده [۸] از ۵ فصل مي شوند؛ تعريف معمول به صورت ضرب و جمع و s ∈ S ،a ∈ R
حلقه ي از T ضربي بسته زيرمجموعه همچنين مي شود. داده نمايش q(R) با شده، ناميده R قسمت هاي خارج کلاسيک حلقه ي S−1R
زيرمجموعه هاي همه ي اشتراک دارند. تعلق T به دو هر b و a دهد نتيجه ab ∈ T و a, b ∈ R هرگاه مي شود، ناميده اشباع شده R
داده نمايش S̄ با شده، ناميده S اشباع حاصل R حلقه ي از S دلخواه ضربي بسته ي زيرمجموعه ي يک شامل اشباع شده  ي ضربي بسته ي

داريم همچنين شود. ديده [۷ .۵ ،۸] مي شود؛

S̄ = R \
∪
{P : P ∩ S = ∅ و است R اول ايدآل P}.

مستقيم حد ،X زيرمجموعه هاي از F دلخواه پالايه به ازاي .S−1R ∼= S̄−1R داريم مرجع همين از ۱۲ .۵ تمرين به بنا اين، بر  علاوه
مي شود. تعريف زير به صورت [

∪
F∈F C(F )] توابع استقرايي) حد (يا

F ∈ F چون عنصري آنها از کدام دامنه هر که باشد حقيقي پيوسته ي توابع تمام مجموعه ي
∪

F∈F C(F ) گيريم ،[۴ .۲ ،۴] مشابه
f ∼ g که مي شود تعريف صورت بدين

∪
F∈F C(F ) روي ∼ ارزي هم رابطه ي f, g ∈

∪
F∈F C(F ) تابع جفت هر براي است.

اند. g و f توابع دامنه ي ترتيب به Dg و Df اينجا در باشند؛ يکسان است، Df ∩Dg شامل که F از عنصري روي g و f توابع ∪هرگاه
F∈F C(F )/∼ مي شود داده نشان به سادگي مي شوند. تعريف عنصروار به صورت Df ∩ Dg روي f.g و f + g توابع همچنين

[
∪

F∈F C(F )] با را حلقه اين ما است. يک دار و تعويض پذير حلقه ي يک ارزي، هم کلاس هاي روي بالا شده ي القا ضرب و جمع با
مي دهيم. نمايش

مستقيم حد مي شود، داده نمايش q(X) نماد با که C(X) قسمت هاي خارج کلاسيک حلقه ي که مي کنيم مشاهده [۶ .۲ قضيه ،۴] در
اين ما مقاله اين از ۴ بخش در است. X چگال صفر-مجموعه هاي متمم با توليد شده پالايه ي V آن در که است [

∪
V ∈V C(V )] توابع

شامل که ξ-مجموعه ها نام به C(X) ضربي بسته زيرمجموعه هاي از خانواده اي ۳ بخش در نخست البته، داد. خواهيم تعميم را گزاره
از FS پالايه ي C(X) از S ضربي بسته ξ-مجموعه ي هر با متناظر سپس مي شود. بررسي است، C(X) منظم عناصر مجموعه ي
در ξ-مجموعه ها معرفي يکريخت اند. [

∪
∈FS

C(F )] و S−1C(X) حلقه ي دو مي دهيم نشان کرده، تعريف را X زيرمجموعه هاي
شد. خواهد ارائه ۲ بخش در آن با مرتبط نتايج و دلخواه حلقه ها ي

،Min(R) ،Max(R) با ترتيب به R حلقه ي منظم عناصر و يکه عناصر مينيمال، اول ايدآل هاي ماکسيمال، ايدآل هاي مجموعه ي
شود. ديده [۸ ،۵ ،۳] ديگر جبري و توپولوژي اصطلاحات و نمادها تعاريف، براي مي شوند. داده نمايش r(R) و U(R)

تعويض پذير حلقه ي يک در ξ-مجموعه ها ۲
مي کنيم تعريف a ∈ R عنصر براي باشد. دلخواه تعويض پذير حلقه  R کنيم فرض

ma = {b ∈ R : Mb = Ma}.

به R از b عنصر بنابراين هستند. a شامل ماکسيمال ايدآل هاي به متعلق دقيقاً که R از عناصري همه ي از است متشکل ma به روشني
آنجا از باشند. يکي دقيقاً b شامل ماکسيمال ايدآل هاي مجموعه ي و a شامل ماکسيمال ايدآل هاي مجموعه ي اگر تنها و اگر دارد تعلق ma

آنگاه باشد، يکه u اگر مي گيريم نتيجه ،Mu = R اگر وتنها اگر است يکه u ∈ R عنصر که

mu = {b ∈ R : Mb = R} = U(R).

هماني تابع اگر ديگر، مثالي عنوان به نيستند. برابر لزوماً Ma و ma مجموعه هاي a ∈ R عنصر براي نباشد، ميدان R اگر بنابراين
داشت خواهيم بگيريم، نظر در C(R) حلقه ي در را i(x) = x

Mi = {f ∈ C(R) : 0 ∈ Z(f)}
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و
mi = {f ∈ C(R) : {0} = Z(f)}.

تمرين Z(f)؛ ⊆ Z(g) معادل به طور يا ،g ∈ Mf اگر وتنها اگر Mg ⊆ Mf ،f, g ∈ C(X) توابع جفت براي که داريم توجه
داريم f ∈ C(X) هر براي بنابراين شود. ديده [۵] در ۴A.۴ 

mf = {g ∈ C(X) : Z(f) = Z(g)}.

a ∈ A و b ∈ R عناصر براي هرگاه است، R از ξ-مجموعه يک A مي گوييم باشد. R حلقه ي از زيرمجموعه يک A گيريم .۱ .۲ تعريف
.b ∈ A شود نتيجه Ma = Mb تساوي از

f ∈ C(X) عناصر براي اگر تنها و اگر است ξ-مجموعه يک A ⊆ C(X) که مي شود نتيجه [۵] در ۴A.۴ تمرين به توجه با
و اگر است ξ-مجموعه يک R حلقه ي از A زيرمجموعه يک به روشني .f ∈ A شود نتيجه Z(g) = Z(f) تساوي از g ∈ A و
R از ξ-مجموعه يک A بنابراين .A =

∪
a∈A ma باشيم داشته معادل به طور يا ma ⊆ A باشيم داشته ،a ∈ A هر براي اگر تنها

حتما باشد آنها از يکي شامل A هرگاه دارند، تعلق يکساني ماکسيمال ايدآل هاي به دقيقا که R عناصر از جفت هر براي اگر وتنها اگر است
حقيقت در است؛ R از ξ-مجموعه نيز R حلقه z-ايدآل هر ξ-مجموعه اند. ،R و ∅ مجموعه هاي آشکارا باشد. داشته بر در نيز را ديگري
داريم توجه .I =

∪
a∈I ma باشيم داشته معادل به طور يا ،I =

∪
a∈I Ma اگر تنها و اگر است z-ايدآل يک R حلقه ي از I ايدآل

مجموعه ي دو A ⊆ R براي ∪که
{Ma : a ∈ A} = {b ∈ R : Mb ⊆Ma داريم a ∈ A عنصر يک به ازاي }

∪و
{ma : a ∈ A} = {b ∈ R : Mb = Ma داريم a ∈ A عنصر يک به ازاي }

آن گاه ،A = {u} دهيم قرار و نيست) ميدان (که باشد R حلقه ي از يکه عنصر يک u اگر مثال عنوان به نيستند؛ يکسان ∪لزوما
a∈A

Ma = R ̸= U(R) =
∪
a∈A

ma.

که به گونه اي دارد وجود a ∈ A عنصر b ∈
∪

a∈A Ma براي زيرا برابرند؛ هم با بالا مجموعه دو آن گاه باشد، R ايدآل A هرگاه اما
.b ∈

∪
a∈A ma مي دهد نتيجه ba ∈ A و Mb = Mb ∩Ma = Mba اينک .Mb ⊆Ma

کاهش يافته حلقه ي R اگر که مي دهد نشان زير گزاره است. R حلقه ي از ξ-مجموعه يک U(R) که مي شود داده نشان به سادگي
R ξ-مجموعه ي يک {0} که کنيد توجه نخست است. ξ-مجموعه نيز r(R) آن گاه باشد، نداشته صفر بجز پوچ توان عنصر يعني باشد،
داريم a ∈ Jac(R) هر براي حقيقت در باشد. صفر ،R ماکسيمال ايدآل هاي اشتراک يعني ،R راديکال ژاکوبسن اگر تنها و اگر است
يک {0} اگر عکس، به است. ξ-مجموعه يک {0} که مي دهد نتيجه Jac(R) = {0} اينک .Ma = M0 = Jac(R)
.a /∈ {0} زيرا است؛ تناقض اين که ،Ma = M0 داشت خواهيم آن گاه ،0 ̸= a ∈ Jac(R) گيريم خلف به فرض و باشد ξ-مجموعه

R از ξ-مجموعه يک R منظم عناصر مجموعه ي صورت اين در . Jac(R) = {0} باشيم داشته و باشد حلقه R گيريم .۲ .۲ گزاره
است.

است. منظم عنصري b مي کند ثابت که ،Ann(b) = {0} مي دهيم نشان .Ma = Mb و a ∈ r(R) ،b ∈ R فرض کنيم اثبات.
داريم .c ∈ Ann(b) گيريم

ac ∈Mac = Ma ∩Mc = Mb ∩Mc = Mbc = M0 = Jac(R) = {0}.

.Ann(b) = {0} مي دهد نتيجه که c = 0 داشت خواهيم است، منظم a چون و ac = 0 بنابراين

از A زيرمجموعه ي هر براي ، ξ-مجموعه اند نيز خودشان R حلقه ي ξ-مجموعه هاي از دلخواه خانواده ي هر اجتماع و اشتراک چون
مجموعه ي دو R∩

{B : است A شامل ξ-مجموعه ي يک B}
∪و

{B : است A در مشمول ξ-مجموعه ي يک B}
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شامل که است R از ξ-مجموعه کوچک ترين Aξ درحقيقت هستند. R از ξ-مجموعه هايي مي شوند، داده نشان Aξ و Aξ با ترتيب به که
داريم به علاوه مي باشد. A در مشمول که است R از ξ-مجموعه بزرگ ترين Aξ همچنين باشد. مي A

Aξ =
∪
a∈A

ma. (۱ .۲)

R از دلخواه ξ-مجموعه يک B اگر طرفي از است. A شامل و R از ξ-مجموعه يک
∪

a∈A ma که داريم توجه بالا تساوي اثبات براي
چون اينک .Mb = Ma داريم a ∈ A ⊆ B چون عنصري براي صورت اين در .b ∈

∪
a∈Ama داريم آن گاه باشد، A شامل و

داشت خواهيم مشابه به طور است. تمام اثبات لذا و b ∈ B داشت خواهيم است، ξ-مجموعه يک B

Aξ = {a ∈ A : ma ⊆ A} =
∪

ma⊆A

ma. (۲ .۲)

است. برقرار زير تساوي هاي صورت اين در باشد. R حلقه ي زيرمجموعه ي A گيريم .۳ .۲ گزاره

R \ Aξ = (R \ A)ξ .۱

R \ Aξ = (R \ A)ξ .۲

که به گونه اي دارد وجود b ∈ ma بنابراين .ma ⊈ A اگر تنها و اگر a /∈ Aξ گزاره، بالاي در (۲ .۲) رابطه ي از استفاده با .۱ اثبات.
لذا .a ∈ (R \ A)ξ که مي گيريم نتيجه گزاره، بالاي در (۱ .۲) رابطه ي و Mb = Ma تساوي از استفاده با رو اين از .b ∈ R \ A

مي شود. ثابت به سادگي شمول عکس .R \ Aξ ⊆ (R \ A)ξ داشت خواهيم
.R \ Aξ = (R \ A)ξ مي دهد نتيجه که R \ (R \ A)ξ = Aξ داشت خواهم گزاره اول قسمت از .۲

ضربي بسته ξ-مجموعه هاي ۳
مي پردازيم. موضوع اين به بخش اين در داشت. خواهيم نياز ضربي بسته ξ- مجموعه هاي شناخت به آتي بخش هاي در بحث ادامه براي
گزاره هستند؛ مجموعه هايي چنين از مثال هايي کاهش يافته حلقه ي يک منظم عناصر همچنين و دلخواه حلقه ي يک يکه ي عناصر مجموعه ي
z-ايدآل يک P آن در که کرد اشاره R \P صورت  به ضربي بسته مجموعه هاي به مي توان ديگر مثالي عنوان به همچنين شود. ديده ۲ .۲
که است ضربي بسته ي ξ-مجموعه ي يک R \ P آن گاه باشد، R کاهش يافته حلقه ي از مينيمال اول ايدآل يک P اگر به ويژه است. اول
مي توان نکته اين از استفاده با است. ماکسيمال باشند، شده مرتب شمول رابطه ي با وقتي ضربي بسته ي ξ-مجموعه هاي همه ي خانواده ي در

داريم R کاهش يافته حلقه ي يک براي زيرا، کرد؛ ارائه ۲ .۲ گزاره براي ديگر اثباتي

r(R) =
∩
{R \ P : است مينيمال اول ايدآل يک P}.

زيرمجموعه ي Sξنيز يعني، ،S شامل ξ-مجموعه ي حلقه يRکوچک ترين Sاز ضربي بسته ي مجموعه ي براي نشان مي دهد زير گزاره
بالاي در (۱ .۲) رابطه ي از ،Mu = M1R داريم u ∈ R يکه ي عنصر هر براي و 1R ∈ S چون اين بر علاوه است. ضربي بسته ي
بزرگ ترين يعني، ،Sξ اخير، نکته با مقايسه در است. R يکه ي عناصر همه ي شامل Sξ بنابراين .u ∈ Sξ مي گيريم نتيجه ۳ .۲ گزاره ي
آن گاه ،S = {1R} دهيم قرار اگر مثال عنوان به نباشد. 1R شامل حتي است ممکن است، S مشمول که R حلقه ي از ξ-مجموعه

.Sξ = ∅

است. R از ضربي بسته ي زيرمجموعه ي Sξ آن گاه باشد، R ضربي بسته ي زيرمجموعه ي S اگر .۱ .۳ گزاره

S در d و c عناصر (۱ .۲) رابطه ي به بنا صورت اين در .a, b ∈ Sξ باشيم داشته و باشد R ضربي بسته ي زيرمجموعه ي S گيريم اثبات.
،Mab = Ma∩Mb = Mc∩Md = Mcd و cd ∈ S که آنجا از اينک .Mb = Md و Ma = Mc که به گونه اي دارد وجود

.ab ∈ Sξ مي گيريم نتيجه (۱ .۲) رابطه ي از

بسته ي زيرمجموعه ي اشباع حاصل S̄ξ رابطه اين در است. برقرار زير رابطه ي R از S ضربي بسته ي زيرمجموعه ي هر براي به روشني
است. Sξ ضربي

S ⊆ Sξ ⊆ S̄ξ

است ممکن Sξ مي دهد نشان که مي دهيم ارائه مثالي ساختار، اين از استفاده با ما مي کند. پيشنهاد S̄ξ براي عنصروار ساختاري زير گزاره
مشاهده همچنين باشند. اکيد به صورت مي توانند بالا شمول رابطه هاي مي دهيم نشان به عبارتي  باشد؛ S̄ξ مشمول و S شامل سره به صورت

است. R از ξ-مجموعه يک نيز خود ضربي، بسته ي ξ-مجموعه ي  يک اشباع حاصل که مي کنيم
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داريم صورت اين در باشد. R ضربي بسته ي زيرمجموعه ي S گيريم .۲ .۳ گزاره

S̄ξ = {a ∈ R : Ms ⊆Ma داريم s ∈ S عنصر به ازاي } = {a ∈ R : Ma ∩ S ̸= ∅}.

گيريم اول تساوي اثبات براي است. برقرار به سادگي دوم تساوي اثبات.

T = {a ∈ R : Ms ⊆Ma داريم s ∈ S عنصر به ازاي }.

s ∈ S آن گاه ،ab ∈ T اگر حقيقت در هست؛ هم اشباع شده T که مي کنيم مشاهده Sξاست. شامل Rو از ξ-مجموعه يک T به روشني
از .a, b ∈ T مي دهد نتيجه که Ms ⊆Mb و Ms ⊆Ma داشت خواهيم بنابراين .Ms ⊆Mab = Ma ∩Mb که دارد وجود
مي دهيم نشان باشد. Sξ شامل و R از اشباع شده ضربي بسته ي زيرمجموعه ي B فرض کنيم شمول عکس اثبات براي .S̄ξ ⊆ T رو اين
Mas = Ma ∩Ms = Ms چون .Ms ⊆ Ma که دارد وجود s ∈ S چون عنصري بنابراين .a ∈ T گيريم .T ⊆ B
داشت خواهيم است، اشباع شده B که آنجا از اينک .as ∈ Sξ ⊆ B مي گيريم نتيجه ۳ .۲ گزاره بالاي (۱ .۲) رابطه ي از ،s ∈ S و

.S̄ξ = T به عبارتي است؛ Sξ شامل و R ضربي بسته زيرمجموعه ي کوچک ترين T مي گيريم نتيجه و a ∈ B

مي شوند. حاصل قبل گزاره از به روشني زير نتايج

است. ξ-مجموعه يک S̄ آن گاه باشد، ξ-مجموعه يک S اگر باشد. R ضربي بسته ي زيرمجموعه ي S گيريم .۳ .۳ نتيجه

معادل اند. زير گزاره هاي صورت اين در باشد. R ضربي بسته ي زيرمجموعه ي S گيريم .۴ .۳ نتيجه

است. ξ-مجموعه و اشباع شده S .۱

.a ∈ S آن گاه ،Ma ∩ S ̸= ∅ و a ∈ R اگر .۲

.a ∈ S آن گاه ،s ∈Ma و s ∈ S ،a ∈ R اگر .۳

.a ∈ S آن گاه ،Ms ⊆Ma و s ∈ S ،a ∈ R اگر .۴

ساختار بالا نتيجه از استفاده با ،Z(f) ⊆ Z(g) اگر وتنها اگر Mg ⊆ Mf داريم f, g ∈ C(X) عناصر براي که آنجا از
بود. خواهد زير مطابق C(X) حلقه ي اشباع شده ي ضربي بسته ي ξ-مجموعه هاي

از اگر وتنها اگر است اشباع شده ξ-مجموعه ي يک S صورت اين در باشد. C(X) از ضربي بسته ي زيرمجموعه ي S گيريم .۵ .۳ نتيجه
.f ∈ S شود نتيجه Z(f) ⊆ Z(g) و g ∈ S ،f ∈ C(X)

که مي کنيم توجه نخست .S ̸= Sξ ̸= S̄ξ که مي کنيم ارائه به گونه اي را C(X) از S ضربي بسته ي زيرمجموعه ي بعد، مثال در
داريم C(X) از S ضربي بسته ي زيرمجموعه ي هر براي ،۲ .۳ گزاره ي به بنا

S̄ξ = {f ∈ R : Z(f) ⊆ Z(s) داريم s ∈ S عنصر يک به ازاي }.

داشت خواهيم آن گاه ،S = {1, f, f 2, f 3, ...} دهيم قرار اگر باشد. C(R) از تابعي f(x) = |x| − 1 گيريم .۶ .۳ مثال

∅ = Sξ ⊊ S ⊊ Sξ ⊊ S̄ξ.

داريم ۵ .۳ نتيجه ي از قبل توضيحات و ۲ .۳ گزاره ي به بنا درحقيقت

Sξ = {g ∈ C(R) : Z(g) = Z(s) داريم s ∈ S عنصر يک به ازاي }

= {g ∈ C(R) : Z(g) = ∅ يا Z(g) = {1,−1}},
همچنين

S̄ξ = {g ∈ C(R) : Z(g) ⊆ Z(s) داريم s ∈ S عنصر يک به ازاي }
= {g ∈ C(R) : Z(g) ⊆ {1,−1}}.
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توابع مستقيم ضرب هاي به صورت C(X) کسرهاي حلقه ي ساختار ۴
باشيم داشته به عبارتي باشد. X فضاي صفر-مجموعه هاي متمم تمام خانواده ي Coz(X) گيريم

Coz(X) = {coz f : f ∈ C(X)}.

،coz f ∪ coz g = coz (f 2 + g2) و coz f ∩ coz g = coz fg داريم f, g ∈ C(X) توابع براي که آنجا از
باشد، C(X) ضربي بسته ي زيرمجموعه ي S اگر اين بر علاوه است. بسته متناهي اشتراک و اجتماع به نسبت Coz(X) خانواده ي
X زيرمجموعه هاي از F پالايه هر ادامه در ما بود. خواهد X روي پالايه اي براي پايه يک B = {coz g : g ∈ S} آن گاه
از خانواده اي از متشکل کدام هر که z-پالايه ها تعريف از پيروي به تعريف اين مي ناميم. c-پالايه را Coz(X) از عناصري از متشکل

شده اند. معرفي Coz-پالايه عنوان با پالايه هايي چنين [۲] در است ذکر به لازم البته است. شده انتخاب بوده، X صفر-مجموعه هاي
را {coz f : f ∈ S} عناصر با توليد شده c-پالايه صورت اين در باشد. C(X) ضربي بسته ي زيرمجموعه ي S گيريم .۱ .۴ تعريف

داريم به عبارتي مي دهيم. نمايش C[S] نماد با ناميده، S به وابسته c-پالايه ي يک

C[S] = {coz g : coz f ⊆ coz g باشيم داشته f ∈ S عنصر يک به ازاي }

مي دهيم قرار و باشد X زيرمجموعه هاي از پالايه اي F فرض کنيم .۲ .۴ تعريف
←−
C [F ] = {f ∈ C(X) : coz f ∈ F}.

مي شود. ناميده F پالايه ي به وابسته ضربي بسته ي مجموعه ي که است C(X) ضربي بسته ي C−←زيرمجموعه ي [F ] صورت اين در

برقرار شمول اين عکس همچنين است. برقرار S ⊆ ←−C C[S] شمول C(X) از S ضربي بسته ي زيرمجموعه ي هر براي به روشني
.coz f ⊆ coz t که به گونه اي باشد داشته وجود S در f عنصر اگر تنها و اگر t ∈ ←−C C[S] درحقيقت، باشد؛ اشباع شده S هرگاه است
زيرمجموعه هاي از F دلخواه پالايه ي براي ديگر طرف از .t ∈ S داشت خواهيم ۵ .۳ نتيجه ي به بنا است، اشباع شده S که آنجا از اينک
بنابراين دارند. تعلق F به که X از صفر-مجموعه هايي متمم همه ي از است متشکل C←−C [F ] درستي به .C←−C [F ] ⊆ F داريم X
توضيحات اين از استفاده با .F = C

←−
C [F ] داريم به عبارتي است؛ برقرار نيز شمول اين عکس آن گاه باشد، X از c-پالايه يک F اگر

است. برقرار به روشني زير لم
زير گزاره هاي صورت اين در باشد. X زيرمجموعه هاي از پالايه اي F و C(X) از ضربي بسته ي زيرمجموعه ي S گيريم .۳ .۴ گزاره

برقراراند.

باشد. اشباع شده S اگر تنها و اگر S =
←−
C C[S] .۱

باشد. c-پالايه يک F اگر تنها و اگر F = C
←−
C [F ] .۲

c-پالايه ي به را C(X) از S اشباع شده ي ضربي بسته ي زيرمجموعه ي يک که نگاشتي مي کنيم مشاهده قبل گزاره از استفاده با
است. برقرار به روشني زير گزاره نکته اين به توجه با است. دوسويي نگاشت يک (S −→ C[S] (نگاشت مي برد آن متناظر

وجود X روي c-پالايه هاي همه ي خانواده ي و C(X) اشباع شده ي ضربي بسته ي زيرمجموعه هاي بين يک به يک تناظري .۴ .۴ گزاره
دارد.

[
∪

F∈F C(F )] توابع مستقيم حدهاي حلقه ي نوشتار، در سادگي براي Xباشد، زيرمجموعه هاي از Fپالايه اي اگر پس اين از نمادگذاري.
دارند وجود F,G ∈ F آن گاه باشند، CF(X) از توابعي g و f اگر مي شود، يادآوري بنابراين مي دهيم. نمايش [CF(X)] نماد با را
به صورت ،f.g ∈ CF(X) و f + g ∈ CF(X) يعني تابع، دو اين ضرب و جمع لذا و ،g ∈ C(G) و f ∈ C(F ) به طوري که

مي شوند؛ تعريف آن ها دامنه هاي اشتراک روي زير

f + g = f |F∩G + g|F∩G
fg = (f |F∩G)(g|F∩G).

را (←−C [F ])
−1
C(X) حلقه ي لذا مي بريم. به کار ،←−C [F ] يعني ،F به وابسته ضربي بسته ي مجموعه  جاي به را SF نماد همچنين

در .coz g ∈ F و f, g ∈ C(X) اگر تنها و اگر f
g
∈ S−1F C فوق، نکات طبق رو اين از مي کنيم. جايگزين S−1F C نماد با

استفاده ،C[S] يعني ،S به وابسته c-پالايه ي FSبراي نماد باشد، C(X) ضربي بسته ي زيرمجموعه ي يک S اگر مي کنيم، اضافه پايان
مي شود.
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اگر تنها و اگر f
g
= h

k
صورت اين در باشند. داشته تعلق S−1F C به h

k
و f
g

کسرهاي و باشد X روي c-پالايه Fيک گيريم .۵ .۴ گزاره
باشد. برقرار fk = gh تساوي F از عنصري روي

روي معادل به طور يا t(fk − gh) = 0 که به گونه اي باشد داشته وجود SF در t عنصر اگر تنها و اگر f
g
= h

k
که داريم توجه اثبات.

کامل را اثبات اين و دارد تعلق F به coz t متمم صفر- مجموعه ي ،۳ .۴ گزاره ي از استفاده با اينک .fk− gh = 0 باشيم داشته coz t
مي کند.

مي دهيم. نشان φ نماد با را S−1F C توي به C(X) از f → f
1

کانوني همريختي ،X زيرمجموعه هاي Fاز پالايه ي براي ادامه در
مي برد، [CF(X)] در [f ] هم ارزي کلاس به را C(X) از f عنصر هر که [CF(X)] توي به C(X) از طبيعي همريختي همچنين

مي شود. داده نمايش θ نماد با
داريم. نياز بعد گزاره ي و لم ها به بخش اين اصلي قضيه ي اثبات براي

است. [CF(X)] از يکه عنصر θ(g) آن گاه باشد، SF از عنصري g و X زيرمجموعه هاي از پالايه يک F اگر .۶ .۴ لم
از يکه عنصري مي شود، داده نمايش g|coz g نماد با که coz g به g تابع تحديد لذا و coz g ∈ F آن گاه ،g ∈ SF اگر اثبات.

بود. خواهد [CF(X)] از يکه عنصري θ(g) = [g] بنابراين است. C(cozg)

است. برقرار به سادگي زير گزاره قبل لم و [۸] در ۱۰ .۵ گزاره ي از استفاده با
وجود [CF(X)] توي به S−1F C از π يکتاي همريختي صورت اين در باشد. X زيرمجموعه هاي از پالايه يک F گيريم .۷ .۴ گزاره

داشت خواهيم g ∈ SF هر و f ∈ C(X) هر براي حقيقت در .πoφ = θ که به گونه اي دارد

π

(
f

g

)
= θ(f) (θ(g))−1 = [f ][g]−1.

تابع آن گاه ،f ∈ C∗(coz g) و g ∈ C(X) اگر ([۲ .۷ گزاره ي ،۱]) .۸ .۴ لم

h(x) =

{
f(x)g(x) x ∈ coz g
0 x ∈ Z(g)

است. پيوسته
است. يکريختي ،۷ .۴ گزاره ي در بيان شده π همريختي آن گاه باشد، X روي c-پالايه يک F اگر .۹ .۴ لم

تساوي چون .π(f
g
) = π(h

k
) باشيم داشته و باشند S−1F C از کسرهايي h

k
و f
g

گيريم است. تکريختي π مي کنيم ادعا نخست اثبات.

[f ][g]−1 = π(
f

g
) = π(

h

k
) = [h][k]−1

داريم x ∈ F ∩ E هر براي و E ⊆ coz k ،F ⊆ coz g که به گونه اي دارند وجود F از E و F عناصر است، برقرار
اين که f

g
= h

k
داشت خواهيم ۵ .۴ گزاره ي به بنا بوده، برقرار fk = gh تساوي F ∩ E ∈ F روي بنابراين .f

g
(x) = h

k
(x)

مي کند. ثابت را ما ادعاي
است c-پالايه يک F چون باشد. [CF(X)] از عنصري [f ] گيريم منظور بدين است. بروريختي π مي دهيم نشان ديگر طرف از

توابع ۸ .۴ لم به بنا اينک .f ∈ C(coz g) که به گونه اي دارند وجود C(X) از g و F از coz g عناصر

h(x) =

{
( 1
1+|f |g)(x) x ∈ cozg
0 x ∈ Z(g)

, k(x) =

{
( f
1+|f |g)(x) x ∈ cozg
0 x ∈ Z(g)

داريم ديگر طرف از . k
h
∈ S−1F C رو اين از .h ∈ SF داشت خواهيم ،cozh = coz g ∈ F که آنجا از پيوسته اند. X روي

π(
k

h
) = [k][h]−1 =

[
fg

1 + |f |

] [
g

1 + |f |

]−1
=

[
fg

1 + |f |

] [
1 + |f |

g

]
= [f ].

است بروريختي π مي دهد نشان اين و π( k
h
) = [f ] که به گونه اي دارد وجود S−1F C از k

h
کسر [f ] ∈ [CF(X)] هر براي بنابراين

مي شود. کامل اثبات لذا و
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قضيه اين از استفاده با است. [۴] در (۲)۶ .۲ قضيه ي از تعميمي قضيه اين اول قسمت مي گردد. ارائه بخش اين اصلي قضيه ي اينک
کسرها حلقه هاي و است X روي c-پالايه يک F آن در که [CF(X)] به شکل حلقه هاي بين يک به يک تناظري که مي کنيم مشاهده

دارد. وجود است، C(X) از ضربي بسته ي ξ-مجموعه ي يک S آن در که S−1C(X) به شکل 

برقرارند. زير هاي گزاره ،X توپولوژي فضاي براي .۱۰ .۴ قضيه

.[CF(X)] ∼= S−1F C آن گاه باشد، X روي c-پالايه يک F اگر .۱

.S−1C(X) ∼= [CFS
(X)] آن گاه باشد، C(X) از ضربي بسته ي ξ-مجموعه ي يک S اگر .۲

ضربي بسته ي زيرمجموعه ي هر براي که داريم توجه ،۲ قسمت اثبات براي است. روشن ۱ قسمت اثبات ۷ .۴ گزاره ي و ۶ .۴ لم به بنا اثبات.
داريم C(X)

FS = C[S] = C[S̄] = FS̄.

ξ-مجموعه ي فرض کنيم مساله، کليت از کاستن بدون بنابراين يکريخت اند. S̄−1C S−1Cو حلقه هاي [۸] در ۱۲ .۵ تمرين طبق همچنين
داريم ۳ .۴ گزاره ي به بنا طرفي از است. اشباع شده S ضربي بسته ي

SF = SC[S] =
←−
C C[S] = S.

يکريخت اند. [CFS
(X)] و S−1C(X) حلقه هاي مي شود نتيجه قضيه، همين ۱ قسمت از استفاده با اينک

مي شوند. اثبات به سادگي زير نتايج قبل قضيه کمک با

.S−1F C ∼= [CC←−C [F ](X)] آن گاه باشد، X روي دلخواه پالايه ا ي F اگر .۱۱ .۴ نتيجه

صفر-مجموعه هاي متمم روي پيوسته توابع مستقيم حدهاي حسب بر را C(X) کلاسيک  کسرهاي حلقه هاي ساختار زير نتيجه ي
باشد. چگال X در coz f اگر تنها و اگر است منظم C(X) از f عنصر مي کنيم يادآوري نخست مي کند. بيان چگال

داريم صورت اين در باشد. X چگال صفر-مجموعه هاي متمم با توليد شده پالايه ي V گيريم ([(۲)۶ .۲ قضيه ي ،۴]) .۱۲ .۴ نتيجه

q(X) ∼= [CV(X)].

است. سپاسگزار آن بهبود براي سازنده پيشنهادات ارسال و مقاله اين تصحيح در دقت براي محترم داور از نويسنده قدرداني:
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