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جبرها اين شدند. معرفي ٢٠١٧ سال در پاردو و اکسل توسط متناظر ∗C-جبرهاي و خود-متشابه گراف هاي چکيده:
اخيرا گرفتند. قرار توجه مورد بسيار اخير سال هاي در که هست اند نکراشويچ و کاتسورا مهم جبرهاي از گرافي توسيع
مقاله اين در است. گرفته قرار مطالعه مورد و شده معرفي نيز مي شود) ناميده اکسل-پاردو جبرهاي (که آن ها جبري نمونه
جبرهاي قالب در را جبرها اين ابتدا منظور، اين براي مي کنيم. مطالعه را اکسل-پاردو جبرهاي ايدآل هاي ساختار کوتاه،
متناظر را اکسل-پاردو جبرهاي قطري-پاياي و مدرج ايدآل هاي نمايش، اين به کمک سپس مي دهيم. نمايش استاينبرگ

است. ليويت مسيري جبرهاي در مدرج ايدآل هاي ساختار از توسيعي نتيجه اين مي کنيم. مشخص گرافي ساختار با

قطري-پايا. ايدآل استاينبرگ، جبر اکسل-پاردو، جبر خود-متشابه، گراف کليدي: واژه هاي

16D70; 16W50 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
-C∗ مي رود. به کار معين ويژگي هاي با E جهت دار گراف يک روي G گروه يک عمل براي که است اصطلاحي خود-متشابه گراف هاي
کاتسورا جبرهاي گرافي نمونه به عنوان [٧] در پاردو و اکسل که است ∗C-جبرها از خاصي دسته OG,E خود-متشابه گراف هاي جبرهاي
از دسته اين . [١٢ ،١١ ،٩ ،۵ ،٢] گرفتند قرار توجه مورد بسيار اخير سال هاي در و کردند معرفي ٢٠١٧ سال در [١٣] نکراشويچ و [١٠]

شدند. معرفي نيز کلي تري حالت هاي [٨ ،٢] در سپس و شدند گرفته نظر در چشمه بدون متناهي گراف هاي براي ابتدا ∗C-جبرها

گروه وار يک و SG,E وارون نيم گروه يک پاردو و اکسل داده شده، (G,E) خود-متشابه گراف يک با متناظر خلاصه، به طور
که کردند تعريف طوري را Gtight(SG,E)

OG,E
∼= C∗(Gtight(SG,E) ∼= C∗(SG,E).

به طور و سادگي ،[١۶ .٣ قضيه ،٧] بودن کمينه ،[١٠. ١٨ نتيجه ،٧] ميانگين پذيري وارون، نيم گروهاي و گروه وارها ساختار از استفاده با سپس
نمودند. مشخص ديگر نتايج بسياري کنار در را جبرها اين [١۶ بخش ،٧] بودن نامتناهي محض
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١٠٩ اکسل-پاردو جبرهاي در قطري-پايا ايدآل هاي

تعريف را EPR(G,E) ∗-جبر يک مي توان ،[٧] در OG,E تعريف مشابه با باشد. يک دار جابه جايي ∗-حلقه يک R کنيم فرض
شود.) مراجعه [٩] (به متفاوت اند. کاملا OG,E و EPR(G,E) جبرهاي مطالعه روش هاي شباهت ها، برخي وجود با .[٩ کرد[۵،
توپولوژيکي گروه وار که حالتي در به ويژه، شده اند. ارائه جبري کاملا روش هاي از استفاده با EPR(G,E) براي [٩] نتايج ازاين رو،
اکسل- جبر با AR(GG,E) استاينبرگ جبر که است شده داده نشان [B قضيه ،٩] در باشد، هاسدورف GG,E = Gtight(SG,E)
متناظر آن ها گروه وارهاي ساختار با استاينبرگ جبرهاي ويژگي هاي از بسياري که مي کنيم يادآوري است. يکريخت EPR(G,E) پاردو
جبرهاي مطالعه براي AR(GG,E) ∼= EPR(G,E) يکريختي لذا شود). مراجعه [١۶ ،١۵ ،۴ ،٣] مراجع به نمونه (به عنوان است

است. شده ثابت جبرها اين براي يکتايي قضيه نوع يک ،[A قضيه ،٩] در هم چنين، است. کمک کننده بسيار اکسل-پاردو
مورد اخيرا که هست اند [١٧] ليويت مسيري جبرهاي براي گسترده بسيار توسيعي طبيعي EPR(G,E)به طور اکسل-پاردو جبرهاي
G = {eG} اين که فرض با که مي شود Eتوليد جهت دار گراف يک توسط ليويت مسيري جبرهاي که مي کنيم يادآوري گرفته اند. قرار توجه
قضاياي به کمک EPR(G,E) ايدآل هاي ساختار بررسي مقاله اين در ما اصلي هدف مي باشند. اکسل-پاردو جبر يک باشد بديهي گروه
ببريم. به کار مقاله در را آن راحت تر بتوانيم که مي کنيم اصلاح کمي را [A قضيه ،٩] صورت ٢. ٧ قضيه در ابتدا منظور، اين براي است. [٩]

يکريختي براي متفاوت و کوتاه اثبات يک و مي بريم به کار را (٢. ٧ (قضيه مدرج يکتايي قضيه ،٣ بخش در سپس،

AR(GG,E) ∼= EPR(G,E)

را EPR(G,E) مدرج ايدآل هاي ساختار ،۵ بخش در انتها در مي گيرد. قرار استفاده مورد ۴ بخش در قضيه اين مي کنيم. ارائه [٩] در
قطر-پايا و پايه اي مدرج، دوطرفه ايدآل هاي که مي دهيم نشان ٨ .۴ قضيه در واقع، در کرد. خواهيم بررسي آن گرافي ويژگي هاي به کمک
جبرهاي براي [٧. ٩ قضيه ،١٧] از توسيعي قضيه اين مي شوند. مشخص (G,E) در G-اشباع و G-موروثي مجموعه هاي بوسيله کاملا

است. ليويت مسيري

اکسل-پاردو و گروه وار جبرهاي ٢
شده اند معرفي [١۵ ،۶] در مستقل به طور که را استاينبرگ جبرهاي ابتدا مي کنيم. مرور را مقاله در نياز مورد نتايج و مفاهيم بخش اين در

مي کنيم. يادآوري

استاينبرگ جبرهاي و گروه وارها ٢. ١
بيان را آن ها ساختار از مقدماتي خلاصه به طور اين جا در که [١۴ ،١] است گروه واري ∗C-جبرهاي جبري نوع استاينبرگ گروه واري جبرهاي

کنيد. مراجعه [١۵] به بيشتر جزئيات براي کرد. خواهيم
به صورت α دامنه و برد ،α ∈ G هر براي است. α 7→ α−١ وارون عمل به همراه G مانند کوچک رسته يک گروه وار يک
اگر تنها و اگر است تعريف خوش αβ ترکيب ،α, β ∈ G براي آن گاه مي شود. تعريف s(α) := α−١α و r(α) := αα−١

مي کنيم تعريف و است G(٠) = {α−١α : α ∈ G} برابر G يکه فضاي صورت اين در .s(α) = r(β)

Iso(G) := {α ∈ G : s(α) = r(α)}

است. G از گروه وار زير يک که
گروه وار يک توپولوژي يک به همراه G گروه وار که مي کنيم يادآوري کرد. خواهيم کار توپولوژيکي گروه وارهاي با ما مقاله، اين در
هرگاه گوييم دوبخشي را B ⊆ G زيرمجموعه باشند. پيوسته آن تحت r, s : G → G(٠) نگاشتهاي هرگاه مي شود ناميده توپولوژيکي

باشند. همسان ريختي دو هر s|B و r|B نگاشت هاي

باشد. باز و فشرده دوبخشي هاي از پايه اي داراي هرگاه گوييم وسيع را G توپولوژيکي گروه وار .٢. ١ تعريف

∗-حلقه يک R مي گوييم صورت اين (در است r 7→ r∗ پيچش يک به همراه يکدار جابه جايي حلقه يک همواره R مقاله اين در
است).

و a, b, c ∈ A هر به ازاي هرگاه گوييم جبر يک را (a, b) 7→ ab ضرب عمل به همراه R حلقه روي A برداري فضاي .٢. ٢ تعريف
باشند: برقرار زير شرايط r ∈ R

.(a+ b)c = ac+ bc و a(b+ c) = ab+ ac .١



١٠٨- ١١٧ صفحه ،١ شماره ،١٢ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / لرکي حسين ١١٠

(ra)b = r(ab) .٢

a(bc) = (ab)c .٣

در .(ra + b)∗ = r∗a∗ + b∗ و (ab)∗ = b∗a∗ ،(a∗)∗ = a هرگاه گوييم A روي پيچش يک را a 7→ a∗ عمل هم چنين،
مي شود. ناميده ∗-جبر يک A حالت، اين

مي دهيم. نشان ١B با را χB مشخصه تابع معمولا ،B ⊆ G و باشد گروه وار يک G اگر

و ri ∈ R آن در که را f =
∑n

i=١ ri١Bi
به شکل نگاشت هاي تمام مجموعه باشد. وسيع گروه وار يک G کنيم فرض .٢. ٣ تعريف

ضرب توابع، معمولي جمع با مجموعه اين گاه، آن مي دهيم. نمايش AR(G) با هست اند باز و فشرده دوبخشي Biها

توليدشده استاينبرگ جبر به آن که است R روي ∗-جبر يک f ∗(γ) := f(γ−١)∗ پيچش و fg(γ) :=
∑

αβ=γ f(α)g(β)
مي شود. گفته G به وسيله

اکسل-پاردو جبرهاي ٢. ٢
E = (E٠, E١, r, s) کنيم فرض است. شده گرفته [٩] از که کرد خواهيم مرور را اکسل-پاردو جبرهاي مقدماتي تعاريف بخش اين در
هر به ازاي اگر باشد. r, s : E١ → E٠ برد و دامنه نگاشت هاي و E١ يال هاي مجموعه ،E٠ رئوس مجموعه با جهت دار گراف يک
با را E مسيرهاي مجموعه است. سطر-متناهي گراف يک E مي گوييم باشد، متناهي vE١ := r−١(v) مجموعه ،v ∈ E٠ رأس

از است عبارت که مي دهيم نشان E∗

E∗ =
∪
n≥٠

En =
∪
n≥٠

{µ = e١ . . . en : ei ∈ E١, s(ei) = r(ei+١)}.

طول با مسيرهايي را راس ها معمولا .|µ| = n مي نويسيم و است n طول با مسير يک µ مي گوييم ،µ = e١ . . . en ∈ En هر براي
مي گيريم. نظر در صفر

∗-جبر يک در {sµ : µ ∈ E∗} مانند مجموعه اي E-خانواده، يک باشد. سطر-متناهي جهت دار گراف Eيک کنيم فرض .۴ .٢ تعريف
که به طوري است

.v ∈ E٠ هر براي sv =
∑

e∈vE١ ses
∗
e که به طوري هست اند متعامد دوبه دو تصويرهاي {sv : v ∈ E٠} .١

ses
∗
f = δe,fss(e) و sµsν = sµν که به طوري هست اند جزئي يک متري هاي از مجموعه اي {sµ : µ ∈ E∗ \ E٠} .٢

.e, f ∈ E١ هر براي

(G,E, φ) سه تايي يک خود-متشابه گراف يک باشد. eG هماني عضو با شمارا آبلي گروه يک G کنيم فرض .([٩ ،۵]) ۵ .٢ تعريف
که به طوري است

است؛ سطر-متناهي گراف يک E .١

خودريختي يک g : E٠ tE١ → E٠ tE١ Eبه صورت روي g ∈ G هر اثر که به طوري دارد ↷Gوجود E عمل يک .٢
است؛ گرافي

مي کند: صدق زير شرط در که است φ : G× E١ → G به صورت ١-هم دور يک φ .٣

φ(g, e).v = g.v (v ∈ E٠, e ∈ E١, g ∈ G).

مي نويسيم. خلاصه (G,E) به شکل را (G,E, φ) سه تايي اوقات گاهي باشد، نداشته وجود ابهامي اگر

مانند مجموعه اي (G,E)-خانواده، يک باشد. خود-متشابه گراف يک (G,E) کنيم فرض .([٩ ،۵]) ۶ .٢ تعريف

{sµ : µ ∈ E∗} ∪ {uv,g : v ∈ E٠, g ∈ G}

باشند: برقرار زير شرايط که به طوري است ∗-جبر يک در
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(.۴ .٢ تعريف ) است. E-خانواده يک {sµ : µ ∈ E∗} .١

.v ∈ E٠ هر براي uv,eG = sv .٢

.g ∈ G و v ∈ E٠ هر براي u∗v,g = ug−١.v,g−١ .٣

.g ∈ G و µ ∈ E∗ ،v ∈ E٠ هر براي uv,gsµ = δv,g.r(µ)sg.µug.s(µ),φ(g,µ) .۴

.v, w ∈ E٠ و g, h ∈ G هر براي uv,guw,h = δv,g.wuv,gh .۵

جامعيت ويژگي مي گردد. توليد {sµ, uv,g} يک(G,E)-خانواده توسط که است جامعي EPR(G,E)∗-جبر اکسل-پاردو جبر آن گاه
∗-همريختي آن گاه باشد، B ∗-جبر يک در ديگر (G,E)-خانواده يک {Sµ, Uv,g} اگر که است معنا به اين

که به طوري دارد وجود ϕ : EPR(G,E) → B

ϕ(sµ) = Sµ, ϕ(uv,g) = Uv,g (v ∈ E٠, µ ∈ E∗, g ∈ G).

داريم و است شده ثابت [۶ .١ قضيه ،٩] در EPR(G,E) جبر وجود که شود توجه

EPR(G,E) = spanR{sµus(µ),gs∗ν : µ, ν ∈ E∗, g ∈ G, s(µ) = g.s(ν)}. (٢. ١)

و µ, ν ∈ E∗ هر براي در واقع، کرد. تعريف EPR(G,E) جبر براي استاندارد درجه بندي يک مي توان ،٢. ١ به ساختار توجه با
براي آن گاه هست اند. ν و µ مسيرهاي طول |ν| و |µ| آن در که d(sµus(µ),gs∗ν) := |µ| − |ν| مي کنيم تعريف ،g ∈ G

با است برابر n-همگن اعضاي مجموعه ،n ∈ Z

EPR(G,E)n := spanR{sµus(µ),gs∗ν : µ, ν ∈ E∗, |µ| − |ν| = n}

به صورت EPR(G,E) و
EPR(G,E) =

⊕
n∈Z

EPR(G,E)n

شود). مراجعه [٩] به بيش تر جزئيات (براي است Z-مدرج جبر يک
ايدآل ها تعيين و دسته بندي در که [٣ .۵ قضيه ،١٧] است ليويت مسيري جبرهاي زمينه در بنيادي قضاياي از يکي مدرج يکتايي قضيه
به کار را آن مکررا مقاله اين ادامه در که است شده داده توسيع اکسل-پاردو جبرهاي براي ،[A قضيه ،٩] در قضيه اين دارد. اهميت بسيار

برد. خواهيم

يک B کنيم فرض هم چنين، باشد. خود-متشابه گراف يک (G,E, φ) کنيم فرض مدرج). يکتايي قضيه ،[A قضيه ،٩]) ٢. ٧ قضيه
پايا ϕ تحت EPR(G,E) درجه بندي که به طوري باشد جبري ∗-همريختي يک ϕ : EPR(G,E) → B و Z-مدرج ∗-جبر

به فرم عضو هر براي اگر است.

a =
l∑

i=١

riuv,gi ∈ EPR(G,E) (ri ∈ R, v ∈ E٠, gi ∈ G)

است. به يک يک ϕ آن گاه ،ϕ(a) 6= ٠ باشيم داشته ١ ≤ i, j ≤ l همه براي g−١
i .v = g−١

j .v ويژگي با

(G,E, φ) با متناظر گروه وار ٢. ٣
متناظر را GG,E گروه وار و SG,E وارون نيم گروه پاردو و اکسل ،[۴ بخش ،٧] در باشد. خود-متشابه  گراف يک (G,E, φ) کنيم فرض
را (G,E, φ) به وسيله شده توليد ∗C-جبر ويژگي هاي گروه واري، ∗C-جبرهاي ساختار به کمک سپس کردند. معرفي (G,E, φ) با

است. شده ارائه [۶ بخش ،۵] در که مي کنيم بيان خلاصه به طور را ساختار اين جبري حالت مقاله اين در نمودند. مطالعه
وارون نيم گروه ،(G,E.φ) با متناظر

SG,E = {(µ, g, ν) : µ, ν ∈ E∗, g ∈ G, s(µ) = g.s(ν)} ∪ {٠}
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ضرب با

(µ, g, ν)(γ, h, δ) :=


(µ, gφ(h, ε), δh.ε) ν = γε
(µg.ε, φ(g, ε)h, δ) γ = νε
٠ Oth.

به شکل طرفه يک نامنتاهي مسيرهاي همه مجموعه E∞ کنيم فرض مي کنيم. تعريف را (µ, g, ν)∗ := (ν, g−١, µ) وارون و
گزاره٨. ١]. ،٧] داد توسيع E∞ روي G ↷ E∞ عمل يک به  مي توان را G ↷ E عمل آن گاه باشد. E در x = e١e٢ . . .
GG,E گروه وار آن گاه .(µ, g, ν).x = µ(g.x̂) مي کنيم تعريف ،x = νx̂ ∈ E∞ و (µ, g, ν) ∈ SG,E هر به ازاي هم چنين

از است عبارت که است E∞ روي SG,E عمل جرم هاي همه شامل

GG,E = {[µ, g, ν;x] : x = νx̂}.

برابر GG,E يکه فضاي صورت، اين در

G(٠)
G,E = {[µ, eG, µ;x] : x = µx̂}

است زير به صورت GG,E عضو هر دامنه و برد هم چنين، است. معادل E∞ فضاي با [µ, eG, µ;x] 7→ x تناظر به کمک که است

r([µ, g, ν;x]) = µ(g.x̂), s([µ, g, ν;x]) = νx̂.

به شکل دوبخشي هايي از آن پايه که گرفت نظر در وسيع گروه وار يک به عنوان را GG,E مي توان ،[١٠ بخش ،٧] طبق

Θ(µ, g, ν) := {[µ, g, ν;x] : x ∈ νE∞}

است. شده تشکيل

باشيم: داشته e ∈ E١ و g ∈ G هر براي گاه هر گوييم شبه آزاد را (G,E, φ) خود-متشابه  گراف .٢. ٨ تعريف

g.e = e ∧ φ(g, e) = eG =⇒ g = eG.

گزاره ،٧] آن گاه باشد، شبه آزاد (G,E, φ) اگر که مي کنيم يادآوري کرد. خواهيم کار خود-متشابه شبه آزاد گراف هاي با مقاله اين در
است. هاسدورف توپولوژي با وسيع گروه وار يک GG,E که مي کند ثابت [١٢. ١

استاينبرگ جبرهاي به عنوان اکسل-پاردو جبرهاي ٣
جبر با EPR(G,E) اکسل-پاردو جبر که مي دهيم نشان بخش اين در باشد. خود-متشابه شبه آزاد گراف يک (G,E, φ) کنيم فرض

کرد. خواهيم استفاده ايدآل ها ساختار مطالعه براي بعد بخش در يکريختي اين از است. يکريخت AR(GG,E) استاينبرگ
براي [٩] با متفاوت و ساده تر اثبات يک مي خواهيم گروه وارها، به کمک بخش، اين در و است شده ثابت [٩] در يکريختي اين کنيد توجه

مي کنيم. ثابت را زير ساده لم آن از قبل کنيم. ارائه آن

g.v = h.v = w ويژگي با ،g, h ∈ G و v, w ∈ E٠ عضوهاي باشد. خود-متشابه  گراف يک (G,E, φ) کنيم فرض .٣. ١ لم
آن گاه ،g 6= h اگر بگيريد. نظر در را

Θ(v, g, w) ∩Θ(v, h, w) = ∅.

کنيم فرض اثبات.
[v, g, w;x] = [v, h, w; y] ∈ Θ(v, g, w) ∩Θ(v, h, w)

مي شود. ثابت لم و h = φ(g, w) = g و x = y داشت خواهيم [۶ .٨ گزاره ،٧] از آن گاه .x, y ∈ wE∞ آن در که

جبري ∗-يکريختي يک آن گاه باشد. خود-متشابه  گراف يک (G,E, φ) کنيم فرض .٣. ٢ قضيه
داريم g ∈ G و µ ∈ E∗ ،v ∈ E٠ هر براي که به طوري دارد وجود ϕ : EPR(G,E) → AR(GG,E)

ϕ(sµ) = ١Θ(µ,eG,s(µ)), ϕ(uv,g) = ١Θ(v,g,g−١.v).



١١٣ اکسل-پاردو جبرهاي در قطري-پايا ايدآل هاي

مي کنيم تعريف g ∈ G و µ ∈ E∗ ،v ∈ E٠ هر براي اثبات.

Sµ := ١Θ(µ,eG,s(µ)), Uv,g := ١Θ(v,g,g−١.v).

چون
S∗
µ = ١Θ(µ,eG,s(µ))−١ = ١Θ(s(µ),eG,µ), U∗

v,g = ١Θ(g−١.v,g−١,v)

-∗ وجود جامعيت ويژگي پس است. AR(GG,E) در (G,E)-خانواده يک {Sµ, Uv,g} که مي دهد نشان محاسبه سرراست يک
مي کند. ثابت را ϕ همريختي

نوشت زير به صورت مي توان را Θ(µ, g, ν) عضو هر که شود توجه

Θ(µ, g, ν) = Θ(µ, eG, s(µ))Θ(s(µ), g, s(ν))Θ(ν, eG, s(ν))
−١.

است. پوشا ϕ همريختي که مي گيريم نتيجه است، Θ(µ, g, ν) به شکل دوبخشي هاي از اي پايه با وسيع گروه وار يک GG,E چون حال
با c : GG,E → Z نگاشت که مي کنيم يادآوري مي بريم. به کار را ،٢. ٧ قضيه مدرج، يکتايي قضيه ،ϕ بودن يک به يک اثبات براي
توجه با هم چنين، مي کند. القا AR(GG,E) جبر روي Z-درجه بندي يک استاندارد به طور ،c([µ, g, ν;x]) := |µ| − |ν| تعريف
که دارد وجود آن روي c′(sµus(µ),gs∗ν) = |µ| − |ν| به صورت طبيعي Z-درجه بندي يک ،٢. ١ در EPR(G,E) جبر به ساختار

است. برقرار ϕ براي ٢. ٧ قضيه اوليه شرط پس است. پايا ϕ تحت
g−١
i .v = g−١

j .v ويژگي با a =
∑l

i=١ riuv,gi EPR(G,E)به شکل از عضوي a آن در ϕ(a)که = ٠ کنيم فرض حال
آن گاه متمايزند. giها که کرد فرض مي توان مشابه، giهاي ترکيب با باشد.

ϕ(a) =
l∑

i=١

ri١Θ(v,gi,g
−١
i .v) = ٠.

β ∈ Θ(v, gi, g
−١
i .v) هر و i هر براي لذا هست اند. جدا هم از به دو ,Θ(vدو gi, g

−١
i .v)دوبخشي هاي که مي گويد ٣. ١ لم که شود توجه

است. يکريختي و يک به يک ϕ که مي دهد نتيجه مدرج يکتايي قضيه و a = ٠ بنابراين .ri = ϕ(a)(β) = ٠ داريم

EPR(G,E) ايدآل هاي ساختار ۴

آن در G(٠)
G,E يکه زيرگروه وار و است وسيع گروه وار يک GG,E آن گاه است. خود-متشابه شبه آزاد گراف يک (G,E, φ) کنيم فرض

AR(G(٠)
G,E) بنابراين دارد. قرار AR(GG,E) در مجددا f |G(٠)

G,E
تحديد ،f ∈ AR(GG,E) هر براي لذا است. بسته هم و باز هم

روي E(f) = f |G(٠)
G,E

تعريف با E : AR(GG,E) → AR(G(٠)
G,E) شرطي اميد تابع و است AR(GG,E) ∗-زيرجبر يک

دارد. وجود AR(GG,E)
به صورت اميد تابع ،٣. ٢ قضيه تناظر به کمک آن گاه .D := spanR{sµs∗µ : µ ∈ E∗} کنيم فرض

تعريف با E : EPR(G,E) → D

E(sµus(µ),gs∗ν) = δµ,νδg,eGsµs
∗
µ (µ, ν ∈ E∗, s(µ) = g.s(ν))

است.

.E(I) ⊆ I هرگاه گوييم قطري-پايا را EPR(G,E) در I طرفه) (دو ايدآل .١ .۴ تعريف

را H ⊆ E٠ زيرمجموعه باشد. خود-متشابه گراف يک (G,E, φ) کنيم فرض .٢ .۴ تعريف

s({g.e؛ : g ∈ G, e ∈ E١, r(e) = v}) ⊆ H بگيريم نتيجه v ∈ H از گاه هر گوييم G-موروثي الف)

.g.v ∈ H بگيريم نتيجه s({e ∈ E١ : r(e) = v}) ⊆ H از ،g ∈ G و v ∈ E٠ هر براي هرگاه گوييم G-اشباع ب)
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اثبات و است شده گرفته [١٧] از لم ها اين اوليه ايده داشت. خواهيم نياز به آن ها که مي کنيم بيان را لم چند مقاله، اصلي نتيجه از قبل
دارند. استاندارد

HI := {v ∈ E٠ : sv ∈ I} آن گاه باشد، EPR(G,E) از طرفه) (دو ايدآلي I اگر شود.). مراجعه [۶ .٧ لم ،١٧] (به ٣ .۴ لم
است. E٠ در G-اشباع و G-موروثي مجموعه يک

در {sv : v ∈ H} به وسيله توليدشده ايدآل آن گاه باشد. E٠ در G-اشباع و G-موروثي زيرمجموعه يک H کنيم فرض .۴ .۴ لم
با است برابر EPR(G,E)

IH := spanR{sµus(µ),gs∗ν : g ∈ G, s(µ), s(ν) ∈ H}. (١ .۴)

شامل را {sv : v ∈ H} مولدهاي که است EPR(G,E) در ايدآل يک IH که داد نشان مي توان [٧. ٧ گزاره ،١٧] مشابه با اثبات.
١ .۴ بسط در sµus(µ),gs∗ν عضو هر آن گاه شود، شامل را مولدها اين که باشد EPR(G,E) در ايدآلي J اگر ديگر، طرف از مي شود.

است. ويژگي اين با ايدآل کوچک ترين IH بنابراين، .IH ⊆ J درنتيجه و مي گيرد قرار J در

v ∈ H داريم ٠ 6= r ∈ R و v ∈ E٠ هر براي باشد. E٠ در G-اشباع و G-موروثي زيرمجموعه يک H کنيم فرض .۵ .۴ لم
.rsv ∈ IH اگر تنها و اگر

است. [٧. ٧ گزاره ،١٧] اثبات دوم بخش مانند لم اين برهان اثبات.

مي توان به راحتي باشد، E٠ در G-اشباع و G-موروثي زيرمجموعه اي H خود-متشابه و گراف يک (G,E, φ) اگر که شود توجه
خود-متشابه است. گراف يک نيز (G,E \ EH,φ|G×E\EH) که چک کرد

يک {tµ, wv,g} کنيم فرض هم چنين باشد. E٠ در G-اشباع و G-موروثي زيرمجموعه يک H کنيم فرض .۶ .۴ گزاره
ψ : EPR(G,E\EH) → EPR(G,E)/IH نگاشت آن گاه EPR(G,E\EH)باشد. مولد (G,E\EH)-خانواده

تعريف با
ψ(tµwr(µ),g)t

∗
ν) := sµur(µ),gs

∗
ν + IH (µ, ν ∈ (E \ EH)∗, g ∈ G)

است. EPR(G,E)/IH خارج قسمتي جبر روي EPR(G,E \ EH) از ∗-يکريختي يک

{Tµ, Uv,g} آن گاه ،Uv,g := uv,g+IH و Tµ := sµ+IH کنيم تعريف g ∈ G و µ ∈ E∗ ،v ∈ E٠ هر براي اگر اثبات.
توجه دارد. وجود ψ ∗-همريختي چنين جامعيت، ويژگي به کمک پس است. EPR(G,E)/IH در G,E)-خانواده \ EH) يک

است. پوشا ψ لذا ،sµ ∈ IH داريم µ ∈ (EH)∗ هر براي چون شود
مدرج ايدآل يک IH چون که شود توجه ابتدا مي کنيم. استفاده ،٢. ٧ قضيه مدرج، يکتايي قضيه از بودن يک به يک دادن نشان براي
به طوري مي گيريم نظر در ثابت به طور را EPR(G,E \EH) در a =

∑n
i=١ riwv,gi عضو است. مدرج همريختي يک ψ است،

متمايز giها که کرد فرض مي توان ٣. ٢ قضيه اثبات مشابه با .١ ≤ i, j ≤ n همه براي g−١
i .v = g−١

j .v و v ∈ E٠ \H که
IH چون بنابراين، .

∑n
i=١ riuv,gi ∈ IH داريم و ψ(a) =

∑n
i=١ riuv,gi + IH = IH آن گاه ،ψ(a) = ٠ اگر هست اند.

داريم راست از ug−١
j .v,g−١

j
ضرب با ،١ ≤ j ≤ n هر براي است، ايدآل يک

(
n∑

i=١

riuv,gi)ug−١
j .v,g−١

j
=

n∑
i=١

riuv,gig−١
j

∈ IH .

داشت خواهيم IH بودن قطري-پايا از لذا

rjsv = rjuv,eG = E(
n∑

i=١

riuv,gig−١
j
) ∈ IH .

مي شود. کامل اثبات و است ψيک به يک که مي گويد ٢. ٧ قضيه حال .a = ٠ لذا و rj = ٠ مي دهد نتيجه ۵ .۴ لم ،v /∈ H چون

و v ∈ E٠ هر براي sv ∈ I بگيريم نتيجه rsv ∈ I از هرگاه گوييم پايه اي را EPR(G,E) در I ايدآل .٧ .۴ تعريف
.r ∈ R \ {٠}



١١۵ اکسل-پاردو جبرهاي در قطري-پايا ايدآل هاي

زيرمجموعه هاي بين دوسويه تناظر يک H 7→ IH آن گاه باشد. شبه آزاد خود-متشابه گراف يک (G,E, φ) کنيم فرض .٨ .۴ قضيه
تناظر اين وارون I 7→ HI علاوه براين، EPR(G,E)است. از قطري-پايا و مدرج پايه اي، ايدآل هاي E٠و از G-اشباع و G-موروثي

است.

H = داشت خواهيم ۵ .۴ لم بنابر آن گاه ،IH = IK اگر درواقع، مي دهد. نشان را H 7→ IH بودن يک به يک ۵ .۴ لم اثبات.
.HIH = HIK = K

مي دهيم نشان و است EPR(G,E) از قطري-پايا و مدرج پايه اي، ايدآل يک I مي کنيم فرض تناظر، بودن پوشا ديدن براي
را EPR(G,E \ EHI) ∼= EPR(G,E)/J ،۶ .۴ گزاره به کمک .J := IHI

مي دهيم قرار سادگي براي .I = IHI

و EPR(G,E) جبرهاي مولد به ترتيب {tµ, wv,g} و {sµ, uv,g} خانواده هاي کنيم فرض مي گيريم. درنظر ∗-جبر يک به عنوان
تعريف را q : EPR(G,E)/J → EPR(G,E)/I خارج قسمتي نگاشت مي توان ،J ⊆ I چون EPR(G,E)/Jهست اند.

،g ∈ G و µ ∈ E∗ ،v ∈ E٠ هر براي به طوري که کرد

q(tµ) = sµ + I, q(wv,g) = uv,g + I.

. است مدرج نگاشت يک q هست اند، مدرج ايدآل هاي دو هر J و I چون
a = مانند عضوي پس ببريم. به کار q براي را ٢. ٧ قضيه مي خواهيم آن ديدن براي و است يک به يک q که مي کنيم ادعا
نتيجه q(a) = ٠ از .q(a) = ٠ که به طوري مي گيريم درنظر را برابر ١−gهاي

i .v و v ∈ E٠ \ HI با
∑n

i=١ riwv,gi

داشت خواهيم ،١ ≤ j ≤ n هر براي آن گاه، هست اند. متمايز giها که مي کنيم فرض قبل مانند .
∑n

i=١ riuv,gi ∈ I مي شود

b := (
n∑

i=١

riuv,gi)(ug−١
j .v,g−١

j
) =

n∑
i=١

riuv,gig−١
j

∈ I.

است، قطري-پايا و پايه اي I چون ،rj 6= ٠ اگر

I 3 E(b) = rjuv,eG = rjsv

درنتيجه است. يک به يک q نگاشت ٢. ٧ قضيه بنابر پس .a = ٠ و هست اند صفر rjها همه ازاين رو، است. تناقض که v ∈ HI لذا و
مي شود. کامل برهان و I = J = IHI

داشت خواهيم

(شماره مي نمايد قدرداني و سپاس گزاري پژوهش اين در اهواز چمران شهيد دانشگاه مالي حمايت از نويسنده پايان، در سپاس گزاري.
.(SCU.MM١۴٠٠٫٢٧٩ پژوهانه:
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١١٧ اکسل-پاردو جبرهاي در قطري-پايا ايدآل هاي

Structure of diagonal-invariant ideals in Exel-Pardo ∗-agebras
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Abstract: As a unified treatment of Katsura and Nekrashevych C∗-algebras, Exel and Pardo introduced
self-similar graph C∗-algebras in 2017. More recently, the algebraic version of these C∗-algebras (called
Exel-Pardo algebras) are introduced and considered by some authors. In this note, we study the ideal
structure of Exel-Pardo algebras. To do this, we first give a short proof for representing these algebras as
Steinberg algebras. Then, by this result, we characterize basic, graded, and diagonal-invariant ideals of
Exel-Pardo algebras by underlying graph structure. This result generalizes the graded ideal structure of
Leavitt path algebras to self-similar graphs.
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