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و کاربردي مسائل از بزرگي رده با آن معنايي ارتباط و وارون) (مسئله تصوير ساخت مسئله مطالعه اين در چکيده:
وجود پيرامون مي گردد. تشريح است، تصوير ساخت مسئله از نمونه اي که توموگرافي سازوکار مي شود. تبيين مهندسي
فرايند انتزاعي، مفاهيم مصورسازي منظور به مي شود. بحث منظم سازي تکنيک هاي هم چنين و آن يکتايي و جواب
براساس تصوير، بازسازي تکنيک هاي مي شود. ارائه MATLAB نرم افزار با ايکس اشعه تصوير برداري ديجيتالي
توموگرافي در جهت ها تعداد انتخاب اثر مي گردند. تشريح جبري روش هاي هم چنين و فوريه و رادون معکوس تبديلات
بازسازي شده تصويرهاي مقايسه و عددي نتايج مي گردد. بررسي بازسازي شده تصوير کيفيت بر داده ها در تجمعي نويز و
اين بر علاوه مي گذارند. صحه تصوير بازسازي در جبري تکنيک هاي ويژه توانمندي بر مختلف، روش هاي توسط
تصوير براي را همواري و بودن مثبت هم چون مطلوبي ويژگي هاي مي توان جبري روش هاي در که مي شود داده نشان

دارد. تقريب خطاي کاهش در به سزايي ثاثير که کرد لحاظ بازسازي شده

رادون. معکوس تبديل تصوير، بازسازي جبري تکنيک هاي منظم سازي، تصوير، بازسازي کليدي: واژه هاي

65F22; 65F10 رياضي: ردهبندي

معرفي ١
توسعه بر توموگرافي الگوريتم هاي است. شي بر الکترومغناطيسي پرتوهاي تابش توسط شي يک ابعاد و درون از تصوير بازسازي توموگرافي،
بر مبتني جواب، دقت بهبود و افزايش بر بودن دانش محور مفهوم و دارد تمرکز تصوير بازسازي و ساخت مسئله جواب يافتن براي روش هايي
کلمه دو از توموگرافي کلمه است. پاسخ همواري شرط يا و جواب بودن مثبت قيد مقدماتي، دانش اين از نمونه اي دارد. دلالت اوليه دانش
توموگرافي از متفاوتي انواع اند. دادن توضيح و برش يک معناي به به ترتيب که است شده تشکيل «Graphos» و «Tomos» يوناني
هر در دارند. فراواني کاربرد اخترشناسي و مواد علم شناسي، اقيانوس شناسي، زمين شناسي، باستان زيست، پزشکي، علوم در که دارند وجود
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ايکس، اشعه به موسوم توموگرافي نوع مشهورترين در . مي شود استفاده آن، متناسب شرايط در الکترومغناطيس امواج از خاصي طيف مورد
به منجر فرايند اين مي شود. اندازه گيري شي از عبور کرده پرتو شدت فيلم، يا آشکارساز يک و ايکس اشعه چشمه ي اطلاعات از استفاده با
اطلاعات از تصويربازسازي شده آمدن به دست چگونگي اصلي مسئله مي شود، مطالعه تحت شي از (پروجکشن ها) تصاوير از مجموعه اي تشکيل

مي شود. ناميده توموگرافي مسئله که است شده جمع آوري
توموگرافي مسئله شود. مجسم خواننده ذهن در آن از بهتري شماي تا مي شود معرفي توموگرافي مسئله به مربوط رياضي روابط ادامه در
کنيم فرض مي شوند[٧]. نمايي ميرايي فرايند دچار جسم مقطع از عبور هنگام ايکس، پرتوهاي گرفته مي شود. نظر در ايکس اشعه بر مبتني
اين صورت در باشد، u خطي ميرايي ضريب داراي و بوده يکنواخت مطالعه، تحت جسم و باشد I٠ اوليه شدت داراي تابيده شده، ايکس پرتوي

مي شود: حاصل زير به صورت يکنواخت جسم از عبور از پس مي شود داده نشان I نماد با که دريافتي پرتوي شدت

I = I٠e
−ux, (١. ١)

ناحيه چندين از متشکل که کند عبور مسيري از ايکس پرتوي چنانچه حال کرده است. طي جسم درون پرتو که است مسيري طول x که
است: زير به صورت دريافتي پرتوي شدت صورت اين  در باشد، xi ناحيه طول و ui ميرايي ضريب با يکنواخت

I = I٠e
−

∑
i uixi . (١. ٢)

يعني مي شود جاي گزين انتگرال با (١. ٢) در
∑

عمل گر باشد، نامتناهي و بزرگ بسيار عدد يکنواخت نواحي اين تعداد که حالتي در

I = I٠e
−

∫
L u(x)dx, (١. ٣)

دو بعدي مسائل است. مسير مکان از تابعي و خطي ميرايي ضريب u(x) و تابش شده، است پرتو توسط پيموده شده مسير معرف L آن در که
u = u(x) برداري فرم به هم را آن ما که است u = u(x, y, z) و u = u(x, y) حالت اين در مي گيريم. نظر در نيز را سه بعدي و

مي شود: گرفته نظر در زير پارامتري به صورت S نماد حسب بر مسير اندازه برداري حالت در غالباً مي گيريم. نظر در

I = I٠e
−

∫
L u(x)dS. (۴ .١)

مي آيد: به دست زير انتگرالي معادله (۴ .١) رابطه طرفين از لگاريتم گيري ∫با
L

u(x)dS = − log

(
I

I٠

)
, (۵ .١)

پرتوهاي تابش توسط u(x) ميرايي ضريب تابع گفت، مي توان (۵ .١) شهودي توصيف در است. (CT)کامپيوتري توموگرافي اساس که
يکي کاربردي منظر از مي شود. زده تقريب جسم به تابش شده پرتوهاي امتداد در يکنواخت نواحي ميرايي ضريب مکرر اندازه گيرهاي و متفاوت
دسته اي راستا هر در که است پرتوها امتداد از گسسته جهت هاي از مجموعه اي ايجاد توصيف شده، فرايند پياده سازي براي عمومي حل هاي راه از
به دست پرتو و جهت هر امتداد در جسم مختلف نواحي ميرايي ضرايب از کامل تصويري پروسه اين انتهاي در تابيده مي شود. موازي پرتوهاي از
توموگرافي تصوير برداري است. مشخص جهت هاي از سري يک راستاي در جسم از پروجکشن يک بازسازي شده تصوير حقيقت در مي آيد.
آن بازسازي و توموگرافي تصوير برداري مسئله گسسته  سازي است. تجربي شهود و کشف براي ضروري تهاجمي غير اندازه گيري تکينک يک
دو توموگرافي تصوير برداري مسايل در تصوير بازسازي براي .[٢٩ ،٢۴] مي شود بزرگ مقياس با تنک خطي معادلات دستگاه يک به منجر
روي کرد و است [٢٩ ،١٢] ديجيتال سيگنال هاي پردازش حوزه   ي الگوريتم هاي انتخاب اول روي کرد نمود. معرفي مي توان را عمده روي کرد
تکراري الگوريتم هاي . است جبري بازسازي روش هاي از استفاده و خطي معادلات دستگاه يک به صورت تصوير بازسازي مسئله تبيين دوم
مسائل است. شده تشريح به خوبي [١۵–١٢ ،٨] در جبري روش هاي از کلاس چندين اند، مناسب بزرگ مقياس با مسائل حل براي اغلب
معرفي شده افزايشي گراديان پروکسيمال روش هاي شده است. مطالعه [٢٢ ،١٩ ،١۶ ،١] در آن ها بدوضعي کنترل و اند بدوضع غالباً وارون
استفاده است پذيرفته آن ها در جواب کم دقت که سيستم هايي جواب يافتن براي مي توان روش اين از لذا دارند سريعي، اوليه همگرايي [١] در
توموگرافي و تصوير بازسازي مسئله در خطا انتشار اند، خطا و نويز از متأثر حل تکنيک هاي و اندازه گيري مدل سازي، محاسبات، فرايند نمود.
پديده کنترل در ابزارها از يکي . [٣٠–٣٢] داشته اند تمرکز پديده اين اثر کنترل بر مطالعات از تعدادي مي گردد. نيمه همگرايي پديده سبب
جذابيت هاي از جدا .[۴٠ ،٣۶ ،٣۴] است شده گزارش آن از مطلوبي بسيار اثرات که است کلي تغييرات تابع توسط برترگزيني نيمه همگرايي
توموگرافي مسئله مطالعه اين رو از مي افزايد. مسئله اين اهميت بر تحقيقاتي زمينه هاي ساير در آن متعدد کاربردهاي توموگرافي، مسئله ذاتي
معنايي ارتباط تبيين و توموگرافي مسئله تشريح بر مقاله اين اصلي هدف لذا است. ارزشمند بسيار رشته اي بين دانش اين آوردن به دست و
يک ضمن مهندسي علوم با آن ارتباط و وارون مسئله ٢ بخش در شده است. بنا مسئله، اين جواب با همواري قيد، هم چون اوليه ملزومات
اطلاعاتي سينوگرام ساخت ۴ بخش در مي شود. بررسي جواب وجود شرايط و وارون مسائل ذاتي بدوضعي ٣ بخش در مي گردد. بيان مثال
تبديل بر مبتني تصوير بازسازي تکنيک هاي مرور به ۵ بخش شد. خواهد تشريح ايکس اشعه توموگرافي در رادون تبديل براساس جسم يک
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اين در هم چنين مي گردد. شبيه سازي MATLAB نرم افزار در شي يک از تصوير بازسازي فرايند دارد. اختصاص رادون و فوريه معکوس
خطي سيستم هاي منظم سازي تکنيک هاي ۶ بخش در مي شود. ارائه خطي معادلات دستگاه به عنوان توموگرافي مسئله مدل سازي بخش
انتخاب چگونگي پيرامون ٧ بخش در که است منظم سازي پارامترهاي انتخاب منظم سازي مهم مباحث از يکي شد. خواهند تبيين بدوضع
سرعت مي گردند. معرفي تصوير بازسازي در کارآمد تکراري و جبري روش هاي از خانواده سه ٨ بخش در مي شود. بحث منظم ساز پارامترهاي

شد. خواهد بررسي جواب بودن مثبت قيد حضور در آن ها عمل کرد و همگرايي

وارون مسئله ٢
بازسازي از هدف و مي کند توصيف را فيزيکي فرايند يک که است رياضي مدلي سيستم يک اند. سيستم يک در مجهول مقادير تصوير از منظور
از پس و مي کند ساطع صدايي اول نفر مي کنند، صحبت يکديگر با آب زير نفر دو کنيم فرض است. سيستم آن جواب يافتن تصوير ساخت و
اين در نباشد. بيان شده، اوليه مفهوم و صوت شبيه است ممکن که مي شود، دريافت دوم نفر توسط صوتي موج يک آب در صوت فروشکست

است. اندازه گيري شده  داده ي مصداق کرده است، دريافت دوم نفر که صوتي و تصوير مصداق اول نفر صوت مثال
مي شود. ناميده داده فضاي دسترس در داده هاي تمام مجموعه ي هم چنين مي شود، ناميده تصوير فضاي ممکن تصاوير تمام مجموعه
اندازه گيري قابل معرفي شده، سيستم و تصوير توسط داده ها است. داده عنوان تحت اندازه گيري قابل مقادير محاسبه مستقيم مسئله از منظور
اوليه موج شدت تصوير و بود خواهد آب در صوت موج فروشکست به مربوط فرمولاسيون سيستم، آب در صدا انتقال در مثال به عنوان اند.
صوت نگاشت چگونگي شامل مستقيم مسئله است. دوم فرد توسط دريافت شده صوتي موج همان داده ها و است اول فرد توسط ساطع شده
خصوص در است. معلومات سيستم و داده ها از تصوير بازسازي فرايند وارون مسئله و است دريافتي شکست شده فرو صوت به اصلي ساطع شده
وارون مسئله يک آب، در صوت فروشکست سيستم عمل کرد مکانيزم و دوم نفر شنيده هاي براساس اول نفر گفته هاي تعيين شده، طرح مثال
در سينگال ها نمايش در برشي خطاي يا و گرد کردن خطاي اندازه گيري، خطاي از مي تواند نويز اين اند، نويز از متأثر داده ها معمولاً است.
نيز آن ها براي پيشنهادي حل تکنيک هاي و فيزيکي پديده هاي مدل سازي مهندسي، علوم در هم چنين بگيرد. نشأت کامپيوتري محاسبات
کلي فرم شوند، داده نمايش g با داده ها و K با فيزيکي پديده ي بر حاکم سيستم ،f با تصوير اگر است. خطا از قبولي قابل آستانه  ي با همراه

است: زير به صورت وارون مسئله

determine f from Kf = g given K, g. (٢. ١)

بنابراين: باشند تجميعي نويز از متأثر داده ها کنيم فرض

g = gexact + e, (٢. ٢)

خطي سيستم يک به صورت K اگر مثال به عنوان دارد. وجود نيز K سيستم در نويز و خطا شد، ذکر که همان طور است. نويز معرف e که
ملاحظه قابل پيچيدگي هاي با وارون مسئله حل، مستقيم مسئله برخلاف است. خطا داراي خود گسسته سازي فرايند باشد، شده گسسته سازي

است. بدوضعي عنوان تحت مفهومي امر اين دليل و است همراه

بدوضعي ٣
مي کند: بيان زير به صورت را (٢. ١) مسئله براي بودن وضع خوش [٢٠]شرايط هادامارد بدوضع اند. غالباً وارون مسائل

باشد. داشته وجود (٢. ١) براي f جواب داده اي، فضاي از g داده ي هر با متناظر .١

باشد. يکتا تصاوير فضاي در f جواب .٢

باشد. پيوسته K−١ : g −→ f وارون نگاشت .٣

جواب که است آن مبين و مي کند تضمين را جواب پايداري به نوعي سه شرط است. بدوضع مسئله نباشد، برقرار شرط سه اين از يکي هرگاه
بخشيد. بهبود را مسئله وضعيت تغييراتي اعمال با مي توان نباشند، برقرار ٢ و ١ شرط هاي اگر باشد. داده ها به وابسته پيوسته به صورت بايد
زير مربعات کم ترين تقريب جاي گزين مسئله حل با مي توان را مشکل اين ندارد. وجود دقيق جواب باشد، معين فوق مسئله اگر مثال به عنوان

کرد برطرف

fLS = argmin
f

‖Kf − g‖٢
٢. (٣. ١)
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مي توان باشد، يکتا جواب داراي (٣. ١) مسئله اين که براي نباشد. يکتا است ممکن اگرچه دارد. وجود (٣. ١) مسئله براي جوابي اين صورت در
ممکن جواب هاي ميان در ‖fLS‖٢ نرم کم ترين با جواب انتخاب ويژگي ها اين از يکي رسيد. يکتا جواب به جديدي ويژگي  گرفتن نظر در با
داده ي اين که وجود با اين صورت در نباشد پيوسته، وارون نگاشت اگر است. سوم شرط بدوضع مسائل با ارتباط در چالش بزرگ ترين است.
باشد، نزديک واقعي تصوير به اندازه همان به نيز محاسبه شده تصوير آن که براي تضميني است، مناسب و دقيق کافي به اندازه اقدام در دست
به صورت K عمل گر وضعيت عدد و مي شود ارزيابي K عمل گر وضعيت عدد توسط ساخته شده تصوير در خطا اندازه حقيقت در ندارد. وجود

زير

κ(K) = ‖K‖‖K−١‖, (٣. ٢)

اگر ديگر به عبارت مي کند. کنترل را جواب به داده ها نسبي خطاي انتشار وضعيت، عدد است. اقليدسي نرم ‖.‖ آن در که مي شود تعريف
آن گاه باشد، جواب در آن متناظر آشفتگي 4f = K−١4g و باشد داده ها از آشفتگي يک 4g

‖ 4 f‖
‖f‖

≤ κ(K)
‖ 4 g‖
‖g‖

(٣. ٣)

داريم: آن خاصيت و عمل گر يک نرم تعريف به توجه با زيرا

‖K−١4g‖ ≤ ‖K−١‖‖4g‖, (۴ .٣)

داريم: Kf = g براي مشابه به طور

‖K‖‖f‖ ≥ ‖g‖. (۵ .٣)

بنابراين

‖4f‖
‖K‖‖f‖

≤ ‖K−١‖‖4g‖
‖g‖

(۶ .٣)

تصوير در نسبي خطاي بودن کوچک لازم شرط باشد، موجود داده ها در کوچک نويز و آشفتگي يک هرگاه حقيقت در است. (٣. ٣) معادل که
در و وضع خوش (٢. ١) مسئله باشد، برقرار خاصيت اين اگر باشد. کوچک عدد يک سيستم با متناظر وضعيت عدد که است آن بازسازي شده،

مي شود. ناميده بدوضع غيراين صورت

رادون تبديل براساس بازسازي ۴
رادون تبديل عنوان تحت شي، تصاوير تمام بين مشترک فضاي است. رادون تبديل براساس توموگرافي بازسازي روش هاي از خانواده يک
با مجازي شي سپس نمود. بيان رادون تبديل به صورت مي توان را شي ميرايي اندازه هاي از مجموعه اي ديگر به عبارت مي شود. نام گذاري
وجود شي ميرايي اندازه گيري براي متفاوتي هندسي ملاحظات و تنظيمات شد. خواهد بازسازي تکنيک ها، ساير يا معکوس تبديل از استفاده
[٢۶] در روش ها ساير مي شود. استفاده داده شده است، نشان ١آ) (شکل در آن چه مشابه موازي تصاوير و پرتوها از رادون تبديل در دارد،

شده است. تشريح
عبارت رادون تبديل ، D دو بعدي دامنه روي مفروض u(x, y) شدت تابع براي دارد. (۵ .١) با متقابلي و نزديک رابطه رادون، تبديل

خط انتگرال هاي تمام از است

<u(x, y) =
∫
L

u(x, y)ds, (١ .۴)

براي روش ها مناسب ترين از يکي است، موجود رادون تبديل يک پرتو هر با متناظر باشد. D دامنه درون از گذرنده خط هر مي تواند L که
يعني: است ϕ ∈ [٠, π] و ρ ∈ R پارامتر دو توسط پرتو هر نمايش پرتوها ردگيري

ρ = x cosϕ+ y sinϕ, (٢ .۴)

ثابت شيب داراي همگي که است موازي خطوط دسته معادله (٢ .۴) رابطه است. داده  شده نشان ١آ) (شکل در رويه اين هندسي تعبير
ρ محور بر (٢ .۴) خط است. x محور مثبت جهت به نسبت ρ محور زاويه ϕ اند. ρ

sin(ϕ)
متفاوت مبدا هاي از عرض و m = − cot(ϕ)
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(ج) (ب) (آ)

عبور مسير (ج): دو بعدي شي يک از پرتو يک عبور مسير ،f دو بعدي تصوير و x بردار تناظر (ب): شي تصوير و موازي پرتوهاي (آ): :١ شکل
سه بعدي شي يک واکسل هاي از پرتو يک

هر ١آ) (شکل در مي دهد. تشکيل را پروجکشن يک، مي شوند جمع آوري ثابت ϕ يک براي که خط انتگرال هاي تمام مجموعه ي است. عمود
زير به صورت رادون تصاوير ديگر نمايش (٢ .۴) از استفاده با مي شود. مشخص (ρ, ϕ) از يکتايي زوج توسط موازي پرتوهاي دسته از خط

بود خواهد

[<u](ρ, ϕ) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
u(x, y)δ(ρ− x cosϕ− y sinϕ)dxdy, (٣ .۴)

داريم t٠ ثابت نقطه و g دلخواه تابع هر براي و است ديراک دلتا تابع δ(.) آن در ∫که ∞

−∞
g(t)δ(t− t٠)dt = g(t٠).

با رادون تبديل ρ ثابت مقدار براي
Pϕ(ρ) = [<u](ρ, ϕ),

نرم محيط در تشريح شده فرايند از ديجيتيال شبيه سازي بعدي بخش در جامع تر، بصري دريافت به منظور .[٢٧ مي شود[۶، داده نمايش
مي گردد. ارائه MATLAB افزار

تصوير بازسازي تکنيک هاي ۵
بازسازي روش هاي و «Filtered-Backprojection-Algorithm» فيلترشده پسرو تصوير الگوريتم فوريه، روي کرد بر مبتني روش

کرد. مطرح تصوير بازسازي روش هاي از اصلي روش سه به عنوان مي توان را تکراري و جبري

فوريه تبديل و Pϕ(ρ) رادون تبديل ، f̂(ωx, ωy) فوريه تبديل f(x, y) دو بعدي تصوير براي کنيم فرض فوريه). (برش ١ .۵ قضيه
آن گاه باشد، موجود P̂ϕ(ω) نيز آن ( ρ (برحسب يک بعدي

f̂(ωx, ωy) = P̂ϕ(ω),

. ω٢
x + ω٢

y = ω٢ و tanϕ = ωy/ωx که

بازسازي روش در است. برابر آن رادون تصاوير بعدي يک فوريه تبديل با شي يک دو بعدي فوريه تبديل که است آن بيان گر ١ .۵ قضيه
مي شود، استفاده فوريه معکوس تبديل از تصوير بازسازي براي فوريه، روي کرد بر مبتني تصوير

f(x, y) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f̂(ωx, ωy)e

i٢π(ωxx+ωyy)dwxdwy.
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به منظور مي گردد. محاسبه قطبي مختصاب در (شکل٢د) در داده شده نمايش رادون پروجکشن هاي تک تک ،FFT سريع فوريه تبديل
مختصات در گردآوري شده اطلاعات تبديل، اين اعمال از پيش تا است لازم تصوير بازسازي در فوريه معکوس تبديل عادي روال از بهره مندي
فوريه معکوس تبديل از استفاده با سپس زده مي شود. تقريب درونياب ها از استفاده با نگاشت اين شود. نگاشت دکارتي مختصات به قطبي
مي توان که ديگري دقيق تر روش است. تأثيرگذار بسيار تصوير بازسازي فرايند در درونيابي خطاي بنابراين مي گردد. بازسازي مجازي تصوير
براساس رادون معکوس تبديل مي کند. استفاده  رادون معکوس تبديل از که فيلتر شده است پسرو تصوير روش برد، بهره آن از تصوير ساخت در
تبديل محاسبه از بعد فيلتر شده، پسرو تصوير روش در شده است. تبيين ١ .۵ قضيه در ارتباط اين مي شود. بازسازي فوريه معکوس تبديل
مي گردد. استفاده فيلتر عنوان تحت نويز کاهنده سيگنال هاي از قطبي مختصات در رادون معکوس تبديل محاسبات در رادون، تصاوير فوريه
متقارن و متجانس جسم يک ٢آ) (شکل در داده شده نشان شي .[٢٩ است[١٨، «Hamming» همينگ فيلترها اين معروف ترين از يکي

(ج) (ب) (آ)

(و) (ه) (د)

ساخته شده رادون تصوير (د)،(ه)،(و): پرتو. دسته ١٨٠ و ١٨ تابش ازاي به تصويربازسازي شده به ترتيب : (ج) و (ب) اصلي. شي (آ): :٢ شکل
مي دهد. نشان را توموگرافي در پرتو تابش زواياي تعداد انتخاب تأثير شکل اين است. پرتو دسته ١٨٠ و ١٨ يک، تابش ازاي به

زاويه با پرتو يک تابش از تصوير اين است. متقارن و منظم الگوي داراي نيز ٢د) (شکل در داده شده نمايش رادونِ تصوير آن با متناظر است،
ϕ زاويه راستاي در تصوير، مرکزي پيکسل به نسبت پيکسل ها سنجيده شده ي شعاعي موقعيت x′ آن در که ϕ ساخته شده است = ۴۵◦

دو بعدي فضاي شود گرفته نظر در جهت ها از مجموعه اي در موازي پرتوهاي دسته تابش از حاصل تصوير فضاي ميان مشترک فضاي اگر است.
خطي فاصله با جهت ١٨٠ و ١٨ به ترتيب آن ها ترسيم در که شده است داده نمايش ٢و) ٢ه، (شکل هاي در که مي آيد به دست سينوگرام بنام
را بازسازي شده مجازي شي کيفيت بر پرتو تابش زواياي تعداد اثر (٢ج) و (٢ب) قسمت هاي (٢ (شکل شده است. لحاظ ١٨٠◦ تا ٠ بازه در
به بيش تري زواياي تعداد هرچه است. شده استفاده رادون تصاوير ساخت فرايند در که است جهت هايي تعداد معرف |ϕ| نماد مي دهد. نشان
منعکس را اصلي شي از بيش تري جزييات نيز بازسازي شده تصوير آن به تبع و بيش تر اطلاعات شامل به دست آمده سينوگرام کند، تابش جسم
است، هموارتر بسيار ٢ه) (شکل از است رادون تصوير ١٨٠ مشترک فضاي از متشکل )که ٢و (شکل در نمايش داده شده سينوگرام مي نمايد.
از بهتري کيفيت ٢ج) (شکل در بازسازي شده مجازي شي که است طبيعي لذا است. اصلي شي از بيش تري اطلاعات منعکس کننده هم چنين
را مطالعه تحت شي سينوگرام به ترتيب MATLAB در iradon و radon تابع باشد. داشته ٢ب) (شکل در بازسازي شده مجازي شي
شي مي کنند. شبيه سازي را فيلترشده، پسرو تصوير روش و شي سينوگرام از تصوير بازسازي در تشريح شده فرايند و دلخواه زواياي ازاي به
متعلق رادون تصاوير ٣ه) (شکل مي کند. آشکار را انسان جمجه درون که است پزشکي (CT) يک از نمونه اي ٣آ) (شکل در داده شده نمايش
است. خطا و نويز با همراه سيگنال ها ديجيتالي نمايش و اندازه گيري فرايند طبيعت است. درجه [٠, ١٨٠] بازه در شده تابش زواياي طيف به



١١٨- ١٣٧ صفحه ،١ شماره ،١٢ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / همکاران و افضلي پور لعيا ١٢۴

(ج) (ب) (آ)

(و) (ه) (د)

است. سفيد نويز ۵٪ از متأثر سينوگرام و خطا بدون سينوگرام از تصويربازسازي شده به ترتيب : (ج) و (ب) انسان. جمجه درون (آ): :٣ شکل
سفيد نويز ۵٪ به انضمام رادون تصوير از متشکل سينوگرام (و): است. پرتو دسته ١٨٠ و يک تابش ازاي به ساخته شده رادون تصوير (د)،(ه):

مي دهد. نشان را بازسازي شده تصوير کيفيت بر فيلتر انتخاب و نويز تاثيرات شکل اين است.

توزيع دو داراي نويز توموگرافي سيستم در است. نويز ۵٪ از متأثر که است ٣ه) در(شکل داده شده نمايش رادون سيگنال همان (شکل٣و)
تصوير اطلاعات از بخشي سينوگرام در نويز وجود است. معروف سفيد نويز به که است N(٠, ١) احتمالاتي توزيع غالباً يا پوآسن احتمالاتي
الگوريتم عمل کرد ٣ج) ، ٣ب شکل هاي در( دارد. به سزايي تأثير سينوگرام از بازسازي شده مجازي تصوير کيفيت در و مي کند مخدوش را
«Hamming» فيلتر دو از به ترتيب ٣ج) ، ٣ب (شکل هاي تصاوير بازسازي در شده است. داده نشان نويز، حضور در فيلتر شده پسرو تصوير
مشهود جزييات و فيلتر شده پسرو تصوير الگوريتم عمل کرد در فيلتر انتخاب است، مشهود که همان طور شده است. استفاده «Ram-Lak» و
تصوير ساخت مسائل از کاربردي زمينه هاي از برخي در ديگر سوي از دارد. ويژه اي نقش تصوير همواري بالاخص بازسازي شده تصوير در
در تعريف شده مثبت شاخص هاي اطلاعات و اندازه حاوي تصوير اگر هم چنين است. مطلوب تر بازسازي شده تصاوير در واضح تر لبه هاي وجود
جبري نمايش و جبري بازسازي ابزار به کمک شود. برآورده نيز بودن مثبت قيد تصوير بازسازي فرايند حين تا است لازم باشند، سيستم يک

کرد. بازسازي را مطلوب ويژگي هاي با تصاوير مي توان تصوير ساخت مسئله

خطي وارون مسئله و توموگرافي مسائل جبري نمايش ١ .۵

اندازه گيري پرتوها، انرژي ميرايي ميزان و مي شود تابيده جسم به تعريف شده پيش از دامنه يک در پرتوها از دسته اي f تصوير تقريب براي
و دو بعدي تصوير و شي براي باشد. شده محصور Ω = [٠, N ]d بعدي، - d جعبه در تصويربرداري تحت شي کنيم فرض مي گردد.
قسمت N به Ω دامنه از بعد هر است. f : Ω 7−→ R تابع يک f تصوير صورت اين در بود. خواهد ٣ و ٢ برابر d به ترتيب سه بعدي
نمايش f ∈ RN×N با دو بعدي گسسته تصوير است. شده  تقسيم سه بعدي) (تصوير واکسل يا و دوبعدي) (تصوير پيکسل عنوان تحت واحد
هم چنين و صف اين شهودي تجسم مي آيد. به دست ستون يک در f ستون هاي تمام شدن به صف از x ∈ RN١×٢ بردار مي شود. داده
از پرتو يک عبور مسير ١ج) (شکل در شده اند. داده نشان ١ب) (شکل در اند، متأثر پرتو آن از که x بردار انديس هاي و پرتو يک عبور مسير
اين در باشد، fijl, i, j, l = ١, . . . N از متشکل سه بعدي تصوير يک f اگر شده است. داده نمايش سه بعدي جسم واکسل هاي ميان
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x بردار ام - p انديس صورت

xp = fijl ⇐⇒ p = (l − ١)N ٢ + (j − ١)N + i.

يک b باشد، کرده  تابش جسم به پرتو m مجموع در اگر است. پرتوها يکايک مسير انتهاي در تضعيف شده انرژي سطح از متشکل b بردار
- i اشعه اگر باشد. aij برابر مي پيمايد ام - j (واکسل) پيکسل درون از ام - i اشعه که مسيري طول کنيم فرض بود. خواهد تايي m بردار
ثابت تقريباً پيکسل هر در ميرايي ميزان پيکسل(واکسل) ها بودن کوچک به دليل . aij := ٠ نکند عبور ام - j (واکسل) پيکسل درون از ام
با متناظر ميرايي ضريب واقع در تصوير از درايه هر که کنيم توجه مي شود. فرض ثابت (واکسل) پيکسل يک کل در تصوير مقدار لذا است.
معادل (واکسل) پيکسل ام - j از خط انتگرال امين - i سهم لذا دارد. قرار درايه آن با متناظر پيکسل(واکسل) در که است شي از قسمتي

آن گاه: شود لحاظ پرتو m هر براي توصيف شده فرايند اگر است. (واکسل) پيکسل مقدار در پيموده شده مسير طول حاصل ضرب

bi =
n=N٢∑
j=١

aijxj, i = ١, . . . ,m, (١ .۵)

است: زير به صورت آن ماتريسي نمايش و

Ax = b, (٢ .۵)

است. A ماتريس تکين مقدار تجزيه براساس (٢ .۵) جواب از نمايش يک . x ∈ Rn×١ و b ∈ Rm×١ ، A ∈ Rm×n که

تکين مقدار تجزيه ٢ .۵
صورت اين در A ∈ Rm×n کنيم فرض .٢ .۵ قضيه

A = UΣV T =
r∑

i=١

σiuiv
T
i ,

A تکين مقادير آن قطري عناصر که m× n مرتبه از قطري ماتريس يک Σ اند. n و m مرتبه از يکاني ماتريس به ترتيب V و U که
. اند

Σ =



σ١ ٠ . . . . . . ٠ ٠
٠ σ٢ . . . . . . ٠ ٠
... ... . . . . . .

... ...
٠ ٠ . . . σr . . . ٠
٠ ٠ . . . . . . ٠ ٠
... ... . . . . . .

... ...
٠ ٠ . . . . . . ٠ ٠


,

هم چنين
σ١ ≥ σ٢ ≥ . . . ≥ σr > ٠,

[٢] است. A ماتريس رتبه r که

A و m = n اگر اند. Ker(A) و Range(A) فضاي از متعامد پايه هاي به ترتيب V و U ستون هاي که است ذکر شايان
به صورت يکتا جواب يک اين صورت غير در است، x = A−١b همان (٢ .۵) يکتا جواب صورت اين در باشد، وارون پذير

xLS = argmin
x

١
٢
‖Ax− b‖٢

٢, (٣ .۵)

شرط داد. نمايش تکين مقدار تجزيه برحسب را xLS مي توان باشد وارون پذير ATA اگر است. نرم کم ترين با جواب xLS که بود خواهد
شرط با معادل ATA بودن وارون پذير

σ١ ≥ σ٢ ≥ . . . ≥ σn > ٠,
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لذا است.
ATA = V ΣTUTUΣV T = V ΣTΣV T ,

تابع گردايان مي بايست xLS محاسبه براي است. وارون پذير ATA لذا اند. σ٢
i يعني ATA از ويژه مقادير همان ΣTΣ قطري عناصر

لذا شود، داده قرار صفر برابر و محاسبه (٣ .۵) در هدف

∇(
١
٢
‖Ax− b‖٢

٢) =
١
٢
∇(Ax− b)T (Ax− b),

ATAx− AT b = ٠ ⇐⇒ (ATA)x = AT b. (۴ .۵)
لذا است. معروف (٣ .۵) مربعات کم ترين تقريب مسئله براي نرمال معادله به (۴ .۵) رابطه
xLS = (ATA)−١AT b, (۵ .۵)

V و U يکاني خاصيت بنابر و

xLS =
n∑

i=١

〈ui, b〉
σi

vi. (۶ .۵)

بودن همگرا براي است. بيش تري ملاحظات نيازمند (۶ .۵) محاسبه باشند صفر همسايگي در کوچک اعداد σi و 〈ui, b〉 دوي هر که زماني
به شرط اين باشند، کران دار نيز {vi}ni=١ و کند ميل صفر به {σi}ni=١ از سريع تر خيلي {〈ui, b〉}ni=١ تا است لازم (۶ .۵) محاسبات
برسد صفر به آهسته تکين مقدار است ممکن مي دهد. رخ  بد وضع مسائل محاسبات در عمده مشکل دو است. مشهور گسسته پيکارد شرط
ضرايب ماتريس رتبه حالت اين در کندکه ميل صفر به و شود کوچک تکين مقدار امين - k ناگهاني آن که يا شود. کم تر ماشين دقت از و
ميل صفر سمت به سريع خيلي تکين مقادير اگر مي شود. ناميده «Rank-Deficient» تباهيده رتبه بدوضعي حالت اين است. k همان

.[٢٢] است حاکم مسئله بر ملايم بدوضعي باشد، کند خيلي تکين مقادير کاهش اگر و است بدوضع شديداً مسئله کند

منظم سازي ۶
با لذا نباشد. جواب مطلوب خواص منعکس کننده کافي اندازه به ساخته شده تصوير تا مي شود سبب مسئله بدوضعي تصوير، ساخت مسائل در
است گرفته انجام زمينه اين در زيادي مطالعات دارند. مطلوبيت عدم و آشفتگي اين کنترل در سعي منظم سازي عنوان تحت ابزاري به کارگيري
تقطيع شده SVD شهودي روش خطي سيستم هاي براي منظم سازي روش هاي پرکاربردترين از مورد دو .[٣٩ ،٢٨ ،١٩ ،١۶ ،۵ ،٣] جمله از
مي کند. کنترل را تصوير همواري و داده اي شرايط بين رابطه که دارد وجود منظم سازي پارامتر روش دو هر در اند. تيخانوف معروف روش و

(TSVD) تقطيع شده SVD روش ١ .۶
صرفاً (۶ .۵) رابطه در روش اين براساس است. گسسته پيکارد شرط بر مبتني مستقيم منظم سازي روي کرد يک تقطيع شده SVD روش
به صورت ساخته شده تصوير κ ≤ n منظم سازي پارامتر انتخاب با ديگر به عبارت مي شوند. لحاظ کنند، صدق پيکارد شرط در که جملاتي

است: زير

xκ =
κ∑

i=١

〈ui, b〉
σi

vi. (١ .۶)

φ
[κ]
i فيلتر فاکتور عامل از استفاده با (١ .۶) از ديگري نمايش

xκ =
n∑

i=١

φ
[κ]
i

〈ui, b〉
σi

vi, (٢ .۶)

که

φ
[κ]
i =

{
١, i ≤ κ

٠, i > κ.
(٣ .۶)

عنوان تحت ديگري کارآمد و معروف منظم سازي عوض در اند. ناموجه و هزينه پر عملي تکين مقادير همه محاسبه بزرگ مقياس با مسائل در
مي گيرد. قرار استفاده مورد تيخانوف منظم سازي
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تيخانوف منظم سازي ٢ .۶
جواب براي همواري خاصيت کردن لحاظ در روش اين اصلي ايده است. منظم سازي روي کردهاي معروف ترين از يکي تيخانوف منظم سازي

است زير به صورت بهينه سازي مسئله يک در

xλ = argmin
x

{
‖Ax− b‖٢

٢ + λ٢‖x‖٢
٢
}
, (۴ .۶)

کاهنده که است همواري جواب xλ مي کند. مشخص را هدف تابع در عبارت دو نسبي اهميت و است منظم سازي پارامتر λ آن در که
گرفت نتيجه و دارد قرار صفر برابر را (۴ .۶) هدف تابع گراديان مي توان xλ صريح فرم نمايش براي است. ‖Ax− b‖٢

٢

xλ =
(
ATA+ λ٢I

)−١
AT b. (۵ .۶)

داريم A ماتريس SVD تجزيه جاي گذاري با

xλ = V
(
Σ٢ + λ٢I

)−١
ΣUT b, (۶ .۶)

است زير به صورت آن مؤلفه اي فرم و

xλ =
n∑

i=١

σi

σ٢
i + λ٢u

T
i bvi

=
∑

φ
[λ]
i

〈ui, b〉
σi

vi, (٧ .۶)

آن در که

φ
[λ]
i =

σ٢
i

σ٢
i + λ٢ , i = ١, . . . , n.

φ
[λ]
i آن گاه σi � λ اگر و بود خواهد ١ به نزديک عددي φ[λ]

i فيلتر فاکتور عامل باشد، σi � λ اگر است. فيلتر فاکتور عامل همان
تکين مقادير براي و داشت خواهد مطالعه تحت تصوير بازسازي در به سزايي نقش بزرگ تکين مقادير بنابراين مي شود. نزديک σ٢

i

λ٢ عدد به
بود. خواهد σ٢

i

λ٢ < ١ معادل وزني آن ها سهم کوچک
توسط ‖x‖٢

٢ عامل عمل کرد آمده است. به دست A تکين مقادير و همواري عامل توسط که است (٧ .۶) مشابه فيلتر شده جوابي (٣ .۶)
.[١٩ ،٩] است منظم ساز پارامترهاي انتخاب نحوه ديگر، اهميت حائز نکته مي شود. کنترل λ منظم سازي پارامتر

منظم ساز پارامترهاي انتخاب ٧
از آتي مطالعات در بتوان تا مي شود ارائه TSVD و تيخانوف روش در κ و λ منظم ساز پارامترهاي انتخاب براي تکنيک چند مجال اين در

برد. بهره آن ها با مشابه ايده

اختلاف اصل ٧. ١
«Discrepancy-Principle» اختلاف اصل کرد، انتخاب را منظم سازي پارامتر آن کمک به مي توان که روش هايي ساده ترين از يکي
باقي مانده مقدار هرگز و مي کند غيرممکن را Ax = b دستگاه دقيق حل ،e خطاي بردار نويز از متأثر داده هاي در است. dp يا
اطمينان ضريب معرفي با لذا . ‖Axλ − b‖٢ ≈ ‖e‖٢ که مي شود انتخاب طوري λ پارامتر بنابراين بود. نخواهد ‖Ax− b‖ = ٠

که مي شود انتخاب به گونه اي λ ، vdp «Safety-Factors»

‖Axλ − b‖٢ = vdp‖e‖٢. (٧. ١)

پارامتر TSVD روش در است. شده معرفي vdp مقدار براي ديگري انتخاب هاي آموزش ديده الگوريتم هاي از دسته اي براساس [١٠] در
نيست ميسر باشد، برقرار هميشه زير تساوي که به صورتي κ محاسبه بنابراين است. صحيح عدد يک κ منظم سازي

‖Axκ − b‖٢ = vdp‖e‖٢. (٧. ٢)
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نابرابري در صادق عدد بزرگترين را κ مي توان بنابراين

‖Axκ − b‖٢ ≥ vdp‖e‖٢, (٧. ٣)

منتشر شده ‖e‖٢ خطاي سطح به روي کرد اين محاسبات وابستگي دارد وجود اختلاف اصل روش براي که مسئله اي اساسي ترين کرد. انتخاب
مقدار به بالايي حساسيت روش اين و شود زده تقريب بايد ‖e‖٢ مقدار و است نامعلومي بردار e معمولاً اندازه گيري شده، است. سيگنال در
اختلاف اصل روش ذکر شده شرايط برخلاف مي شود. منظم سازي فرايند در زودرس جواب به منجر انجام شده برآورد بعضاً و دارد شده تقريب زده

مي نمايد. سهل الوصول را مناسب نظري جواب محاسبه روش اين سادگي چراکه است، برخوردار زيادي محبوبيت از همچنان

L منحني ٧. ٢
نيازي روش اين محاسبات [٢١]در است. L منحني روش باشد، اعتماد مورد مي تواند منظم سازي پارامترهاي محاسبه در که ديگري روش
و کند صدق معادلات در امکان حد تا که اند تصويري بازسازي به دنبال L منحني روش ايده در نيست. آن برآورد و e خطاي بردار مقدار به
نمودار اگر بگيريم. نظر در را ‖x‖٢ و ‖Ax− b‖٢ شاخص دو مفروض x براي باشد. هموارتر اوليه پالايش بي جواب به نسبت هم زمان
نيز روش اين نام گذاري دليل که مي شود توليد L حرف شبيه منحني يک شود، ترسيم λ انتخاب هاي از تعدادي براي شاخص، دو اين دکارتي
گوشه با متناظر که نقطه اي بنابراين است. مناسب تر باشد، کم تر ‖Ax − b‖٢ و ‖x‖٢ شاخص دو هر مقدار هرچه نمودار اين در است.
مقدار مناسب ترين است، شده جواب اين بازسازي به منجر که λ و است مطلوب تري بازسازي شده تصوير و جواب است، L منحني شکستگي

بود. خواهد λ منظم سازي پارامتر براي

آماري روش هاي ٧. ٣
هنگامي که است. منظم سازي پارامترهاي بهترين تعيين در آماري روي کرد از استفاده ايده، يک است تصادفي نويز داراي داده ها آن جايي که از
نرمال شده تجمعي تناوب نما تکنيک از مي توان هستند، استاندارد) نرمال (توزيع N(٠, ١) احتمالاتي توزيع با سفيد نويز داراي داده ها
بردار که مي شود انتخاب به گونه اي منظم سازي پارامتر روش اين در کرد. استفاده «Normalised-Cumulatixe-Periodogram»
در باشد. نمانده باقي مانده بردار آن در داده ها سيگنال از اطلاعاتي ديگر و باشد نويز به متعلق اطلاعات شامل تنها محاسبه شده باقي مانده
نويز شبيه rκ که مي شود انتخاب به نحوي κ روش اين در و است rκ = Axκ− b باقي مانده ي بردار TSVD منظم سازي روش خصوص
توان که است اين سفيد نويز ويژگي هاي از يکي باشد. ايستا آن با متناظر rκ طيفي توان که مي شود انتخاب κاي ديگر، به عبارت باشد. شده
که معني اين به مي رسد، ايستا طيفي توان به نيز rκ ،TSVD روش در باشد، سفيد نويز از متأثر داده ها بردار وقتي بنابراين دارد. ايستا طيفي
ايستا از منظور است. N(٠, ١) احتمالاتي توزيع با نويز به مربوط اطلاعات شامل صرفاً و شده تهي داده ها به مربوط اطلاعات از rκ بردار

است. زمان از مستقل ،t دلخواه زمان هر در آن ها واريانس و ميانگين که است اين زمان به وابسته داده هاي طيفي توان بودن
طيفي توان .٧. ١ تعريف

گرفته نظر در زير به صورت به ترتيب گسسته و پيوسته حالت در مي شود، تعريف خودهمبستگي تابع از فوريه تبديل اساس بر معمولاً طيفي توان
مي شود

ps(f) =
١
T

∫ T

٠
rxx(t)e

−i٢πmf(t)dt, m = ٠, ١, ٢, · · · (۴ .٧)

ps[m] =
N∑

n=١

rxx[n]e
−i٢πmn

N , m = ١, ٢, · · · , N. (۵ .٧)

توضيحات است. پيوسته زمان سيگنال بنيادي فرکانس f و اند زمان به وابسته داده هاي از خودهمبستگي توابع rxx[n] و rxx(t) که
نمود. بازبيني [٣٨]مي توان از چهارم فصل در را بيش تر

تصوير بازسازي در تکراري و جبري روش هاي ٨
منظم سازي ابزار و تکراري روش هاي از بهره مندي لذا است، ناموجه (۶ .۵) محاسبه «Large-Scale» بزرگ مقياس با مسائل براي

آن گاه شود لحاظ (٣ .۵) و (٢ .۵) معادلات جواب بر را مطلوبي ويژگي و قيد اگر .[١١ است[٨، راه گشا آن ها دروني تعبيه شده ي

xLS = argmin
x∈S

١
٢
‖Ax− b‖٢

٢, (٨. ١)
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.S = Rn آن گاه نباشد مدنظر تصوير براي متمايزي ويژگي اگر کند. دلالت تصوير بودن کران دار يا بودن مثبت برخاصيت مي تواند S که
مي دهيم: قرار (١ .۵) براي

Hi = {x ∈ Rn, 〈x, ai〉 = bi}, i = ١, ٢, . . . ,m,

يعني ،Hi بتوي متعامد تصوير دلخواه x٠ ∈ Rn براي است. A ماتريس ام - i سطر معرف ai که

PHi
(x٠) =

bi − 〈ai, x٠〉
‖ai‖٢

٢
ai,

۴آ) (شکل در توصيف اين هندسي نماي مي شود. گرفته  نظر در x١ تکرار به عنوان PHi
(x٠) از محدب ترکيب يک مي گردد. محاسبه

داريم و مي شود گرفته به کار xk داشتن با xk+١ توليد براي فرايند اين است. شده داده نمايش

xk+١ = xk +
m∑
i=١

λkw
(k)
i

bi − 〈ai, xk〉
‖ai‖٢

٢
ai, (٨. ٢)

است زير به صورت آن ماتريسي نمايش که

xk+١ = xk + λkA
TM(b− Axk), M = diag(

w
(k)
١

‖a٢‖١
٢
, . . . ,

w
(k)
m

‖am‖٢
٢
). (٨. ٣)

در .[١۴ ،١١ است[٨، لندوبر تکراري روش هاي از خانوداه اين ديگر نام مي شود. ناميده (SIRT) هم زمان تکراري تکنيک روش اين
اين شود. استفاده مي تواند متفاوتي پيش شرط ساز و وزن ماتريس هاي هم چنين و λk تخفيف پارامتر همگرايي تسريع براي لندوبر الگوريتم
خانواده مشهور اعضاي از است. (SPD) مثبت معين و متقارن ماتريس يک M مي شوند. داده نمايش S و M با به ترتيب ماتريس دو
وزن ماتريس «CIMMINO» روش در نمود. اشاره «LANDWEBER»، «CAV»، «CIMMINO» روش هاي به مي توان (SIRT)
ماتريس «CAV» روش در است. A ماتريس ام - i سطر ai آن در که مي شود، گرفته نظر در M = MC = ١

m
diag(١/‖ai‖٢)

آن گاه M = I اگر است. A ماتريس -ام j ستون در صفر مخالف عناصر تعداد معرف Nj است. M = diag(١/
∑n

j=١ Na
2
ij )

.S = I روش ها اين تمام در (SIRT) الگوريتم با متناظر بود. خواهد کلاسيک «LANDWEBER» روش
تکرار: هر انتهاي در آن گاه S 6= Rn فضاي (٨. ١) در اگر

xk+١ = PS(x
k)

پروجکشن اين محاسبه جواب، کران داري و بودن مثبت هم چون ساده اي قيود براي است[١۵]. S بتوي متعامد تصوير نمايشگر PS که
(SIRT) الگوريتم همگرايي براي λk انتخاب شرايط بود. خواهد هماني عمل گر متعامد پروجکشن آن گاه S = Rn اگر بود. خواهد بي هزينه

است. شده بيان ٨. ١ قضيه در

و باشد مثبت معين متقارن ماتريس يک M کنيم فرض [١۵] .٨. ١ قضيه

٠ < ϵ ≤ λ = λk ≤ (٢ − ϵ)/ρ(ATMA), (۴ .٨)

مسئله جواب به (SIRT) الگوريتم توسط توليد شده دنباله ي آن گاه

xLS = argmin
x∈S

١
٢
‖Ax− b‖٢

M , (۵ .٨)

وزني نرم مثبت، معين متقارن M ماتريس و ν دلخواه بردار براي و است آن طيفي شعاع معرف ρ(B) نماد B ماتريس براي است. همگرا
است. ‖ν‖M = 〈ν,Mν〉 به صورت
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(ب) (آ)

(ART) الگوريتم هندسي نماي (ب): (SIRT) الگوريتم هندسي نماي (آ) :۴ شکل

(SIRT) : ١ الگوريتم
نماييد. انتخاب را S و M است. مفروض x٠ دلخواه بردار .١

: دهيد قرار k = ١, ٢, . . . براي .٢

xk+١ = xk + λkSA
TM(b− Axk),

xk+١ = PS(x
k+١).

الگوريتم از تکرار هر در پارامتر دو اين که به طوري گرفت، نظر در مي توان تخفيف پارامتر و وزن ماتريس براي ديگري انتخاب هاي
M وزن ماتريس براي باشد، (٨. ١) دقيق جواب x∗ کنيم فرض .[٣٣ به هنگام شوند[٣٢، تکرارها بردار اطلاعات با متناسب (SIRT)
لذا است. شده معرفي [٣٢] در روش اين به توليد شده دنباله همگرايي آناليز و ‖x − x∗‖M تقريب خطاي کمينه کننده ي λk مفروض،

آن گاه M = I اگر

λk =
‖AT (b− Axk−٢‖(١

‖AAT (b− Axk−٢‖(١ , (۶ .٨)

شد. خواهد استفاده تخفيف پارامتر اين از عددي الگوريتم هاي آزمايش قسمت در . بود خواهد ‖x− x∗‖ تقريب خطاي مينيمم کننده
دارد، بيش تري همگرايي سرعت «LANDWEBER» خانواده به نسبت غالباً که تصوير بازسازي تکراري الگوريتم هاي از ديگر يکي
بتوي متعامد تصوير xk نقطه از شروع با ام - k تکرار در الگوريتم اين در است. «Kaczmarz» کاکزمارز يا (ART) ترتيبي الگوريتم
تا روند اين مي گردد، محاسبه H٢ بتوي متعامد تصوير xk,١ نقطه از بعدي تکرار زير در مي گردد. محاسبه xk,١ = PH١(x

k) يعني H١
Hi ها انتخاب توالي در ترتيب . [٣١ ،١٣] xk+١ = xk,m و مي شود ناميده دور يک پيمايش اين مي يابد ادامه Hm ابر صفحه ملاقات
در است. شده تبيين ۴ب) (شکل و (ART) الگوريتم در فرايند اين پيکر بندي و هندسي نماي است[٣٠]. مؤثر الگوريتم همگرايي سرعت بر

بود. خواهد ملاحظه قابل (ART) روش اجراي زمان بزرگ مقياس با مسائل
است. [٣٧ ،٢۵] «Conjugate-Gradient-Least-Square» (CGLS) گراديان مزدوج موفق، تکراري روش هاي از ديگر يکي
نرمال معادله حل ٣٧]براي ،۴] (CG) گراديان مزدوج الگوريتم تعميم يافته که است کريلف زيرفضاي روش هاي خانواده از (CGLS) روش
که است ذکر شايان بود. خواهد همگرا xLS به روش اين در توليد شده دنباله و مي کند حل را (٣ .۵) معادله (CGLS) الگوريتم است. (۴ .۵)
گراديان مزدوج الگوريتم از نسخه اي [١٧] در ولي نيست پذير امکان جواب بودن مثبت شرط نمودن لحاظ امکان الگوريتم از نسخه اين در
نمايش به منظور است. شده ارائه همگرايي آناليز بدون باشد، مثبت فضاي زير S هنگامي که ، (٨. ١) حل براي (NN-FCGLS) نام با
نرم افزار در AIRTools ابزاري بسته توسط (٢ .۵) رابطه با متناظر ماتريس هاي تصوير ، بازسازي در جبري الگوريتم هاي عمل کرد بصري
١٨٠ ،A ماتريس ساختن براي است. ۵١٢ × ۵١٢ انسان جمجمه تصوير ابعاد مي شود. استفاده ،[٢٣] در معرفي شده MATLAB
برابر A ماتريس ابعاد نهايت در مي شود، تابش اشعه ٧١٢ جهت هر در و گرفته نظر در [٠, ١٧٩◦] بازه در خطي فاصله با جهت و زاويه
در است. خطا از قبولي قابل درصد داراي سيگنال ها اندازه گيري و مدل سازي شد گفته که همان طور خواهد بود. ١٣٠٣٢٠ × ٢۶٢١۴۴
جواب به به خوبي ابتدايي  تکرارهاي در {xk} دنباله نويز از متأثر مسائل در است. شده اضافه b بردار به سفيد نويز ۵٪ داده ها توليد فرايند
نيمه همگرايي پديده اين به که مي شود انحراف دچار نويز وجود به سبب مسئله، جواب به همگرايي از پيش اما مي شود، نزديک (٢ .۵) دقيق



١٣١ دانش محور توموگرافي مکانيزم(سازوکار) و تصوير ساخت

(ART) : ٢ الگوريتم
: دهيد قرار k = ١, ٢, . . . براي است. مفروض x٠ دلخواه بردار .١

xk,٠ = xk,

کنيد: حساب i = ١, ٢, . . .m براي .٢

xk,i = xk,i−١ +
bi−aTi xk,(i−١)

∥ai∥٢
٢

ai,

دهيد: قرار .٣

xk+١ = PS(x
k,m).

(CGLS) ٣ الگوريتم
: دهيد قرار مفروض x٠ دلخواه بردار براي .١

r٠ = b− Ax٠,
d٠ = AT r٠,

: دهيد قرار k = ١, ٢, . . . براي .٢

ᾱk = ‖AT rk−٢‖١
٢/‖Adk−٢‖١

٢,
xk = xk−١ + ᾱkd

k−١,
rk = rk−١ − ᾱkAd

k−١,
β̄k = ‖AT rk‖٢

٢/‖AT rk−٢‖١
٢,

dk = AT rk + β̄kd
k−١.
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نمودار در نيمه همگرايي پديده است. شده داده نشان (CGLS) چين نقطه نمودار براي (شکل۵) در به خوبي پديده اين مي شود[٢٩]. گفته
است شده تعريف زير به صورت نسبي خطاي شکل اين در است. ملايم ديگر روش دو نسبي خطاي

relative error(k) =
‖xk − x∗‖

‖x∗‖

است (SIRT) الگوريتم همان (PSIRT) از منظور است. شده ترسيم (CGLS) و (SIRT)، (PSIRT) روش سه براي تکرارها شماره برحسب
(۶ .٨) حسب بر تخفيف پارامتر (PSIRT) و (SIRT) روش هاي در است. شده لحاظ توموگرافي مسئله به جواب بودن مثبت شرط آن در که
ويژه تأثير روش دو اين نسبي خطاي در نيمه همگرايي پديده ي کنترل بر انتخاب اين اند. هماني ماتريس پيش شرط ساز و وزن ماتريس هاي و
سه توسط بازسازي تصاوير (۶) شکل در است. شده ٠٫٢ به نسبي خطاي تقلبل به منجر جواب، بودن مثبت قيد شدن اضافه است. داشته
(SIRT) روش هاي براي است. شده داده نشان روش آن با متناظر نسبي خطاي کم ترين با متناظر تکرار و ام -۵٠ تکرار در فوق الگوريتم
بر قياسي ۵ شکل در نسبي خطاي نمودارهاي و توالي اين است. ٧ و ٢۵ ،٣٠ تکرار به متعلق به ترتيب خطا کم ترين (CGLS) و (PSIRT)،
و مي شود نزديک ٠٫٢ کران به سريعاً اوليه تکراهاي در (CGLS) روش نسبي خطاي نمودار مي کند. ارائه الگوريتم سه اين همگرايي سرعت
بيش تر ١ از آن نسبي خطاي مقدار ام ٢٠ تکرار در که به طوري مي شود واگرا نيز سريعاً و است رسيده خود مقدار کم ترين به ام ٧ تکرار در
خانواده اين در واگرايي سرعت شود. نزديک ٠٫٢ کران به نسبي تاخطاي است نياز تکرار ٢٠ حداقل خانواده لندوبر روش هاي براي است.
قبول قابل ٠٫٣ خطاي آستانه توموگرافي مسائل در است. ٠٫٢۵ آستانه در تکرار خطاي تکرار ۵٠ از بعد که به طوري است کند ميزان به همين

دارد. ٢آ) (شکل در اصلي تصوير به زيادي شباهت جزييات در بازسازي شده تصوير است مشهود ۶ه) (شکل در همان طور است.

انسان جمجمه درون ٪۵نويز از متاثر داده هاي براي (SIRT)،(PSIRT)،(CGLS) جبري روش هاي نسبي خطاي :۵ شکل

منظم سازي، پارامتر به عنوان توقف قاعده يک انتخاب با که آن اول است. متمرکز حل راه دو يافتن بر معمولاً توموگرافي حوزه مطالعات
افتد تعويق به نيمه همگرايي پديده شروع حدامکان تا که آن دوم .[١٧ ،١٠ ،٩ ،٣] شوند متوقف نيمه همگرايي شروع از پيش تکرارها
تصوير کيفيت بر منفي اثر تکرارها، ديرهنگام توقف يا و کارآمد و مناسب توقف قاعده يک نبود حالت، اين در ،[۴٠ ،٣۶ ،٣٣ ،٣٢]
را هدف اين اهميت ۶ج) ، ۶ب ، ۶آ (شکل هاي در تصاوير مقايسه داشت. خواهد دربر بيش تري محاسبات هزينه صرفاً و ندارد بازسازي شده
٢آ) (شکل در اصلي تصوير از زيادي فاصله -ام ۵٠ تکرار در (CGLS) روش به بازسازي شده تصوير که است بارز مي دهد. نشان به خوبي

آن گاه باشد (٣ .۵) جواب xkاگر دارد.

xk = argmin
x∈Kk

‖Ax− b‖٢
٢,

از متشکل کريلف فضاي Kk که

Kk = span{AT b, (ATA)AT b, (ATA)٢AT b, . . . , (ATA)k−١AT b}

حال است. شده نزديک A تکين بردارهاي مهم ترين از k تا توسط توليده شده فضاي به کافي به اندازه Kk فضاي که است معنا بدان اين
نکته اين مي شوند. اضافه تقريب فضاي به اهميت تر کم بردارهاي صورت اين در باشد، Kk کردن بزرگ تر بر تلاش تکرارها توالي در هرچه
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(ج) (ب) (آ)

(و) (ه) (د)

در بازسازي شده تصوير به ترتيب (ه): و (ب) است، (SIRT) روش در ٣٠ و تکرار۵٠ در بازسازي شده تصوير به ترتيب (د): و (آ) :۶ شکل
شکل اين است. (CGLS) روش در ٧ و تکرار۵٠ در بازسازي شده تصوير به ترتيب (و): و (ج) است. (PSIRT) روش در ٢۵ و تکرار۵٠
نشان سفيد نويز ٪۵ از متاثر داده هاي براي را (CGLS)و (PSIRT) ،(SIRT) هاي روش از متفاوت تکرارهاي در بازسازي شده تصوير کيفيت

مي دهد.

است. منظم سازي تکنيک هاي با هم آهنگي در
الگوريتم هاي از استفاده و برترگزيني روش است، گرفته قرار وارون مسائل حوزه  ي محققين توجه مورد اخير دهه ي دو در که ديگري روش
و [۴٠ ،٣۶–٣۴] اند. (ART) و (SIRT) برالگوريتم هاي مبتني روش ها اين از خانواده اي است. نيمه همگرايي پديده کنترل در برآشفته
کلاس در نيز روش ها اين است. (S-CG-CD) آن ها معروف ترين که [۴٠] مي باشند کريلف زيرفضاي روش هاي بر مبتني آن ها از برخي
استفاده به جاي (۴ .۶) در است. تيخانوف سازي منظم روش شبيه برترگزيني راهبرد اصلي ايده مي گيرند. قرار منظم سازي مدرن تکنيک هاي
يک صورت اين در باشد، اهميت حائز مسئله جواب بودن هموار ويژگي کنيم فرض نمود. استفاده ديگر توابع از مي توان ‖x‖٢

٢ جريمه تابع از
است، TV کلي تغييرات تابع برترگزيني روش در ثانويه تابع براي انتخاب

TV (q) =
G∑

g=١

H∑
h=١

√
(qgh+١ − qgh)٢ + (qg+١h − qgh)٢, (٨. ٧)

درون مختلف قسمت هاي مرز و بود خواهد هموارتر روش اين به بازسازي شده تصوير لذا است. G×H ابعاد با دوبعدي تصوير يک q که
و نيمه همگرايي پديده کنترل بر اصلي تمرکز هم چنان نيز برترگزيني راهبرد از متأثر روش هاي در مي شود. بازسازي بيش تري وضوح با تصوير

.[۴٠ ،٣۶] باشد دسترس در اعتمادي قابل توقف قاعده که آن مگر است، نيمه همگرايي انداختن به تعويق
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گيري نتيجه ٩
نرم افزار در ايکس اشعه تصوير برداري فرايند هم چنين است، شده مطالعه دانش محور توموگرافي مسئله خصوص به وارون مسئله مقاله اين در
هرچه عددي، نتايج بنابر شد. بررسي سينوگرام نماي کيفيت بر پرتو ساطع کننده چشمه جهت هاي تعداد انتخاب اثر شد. شبيه سازي MATLAB
بازسازي شده تصوير کيفيت لذا بود. خواهد شي از بيش تري جزييات و اطلاعات منعکس کننده حاصل سينوگرام باشد، بيش تر زوايا اين تعداد
داده شد. نشان بازسازي شده تصوير و سينوگرام کيفيت بر نويز حضور اثر هم چنين دارد. بيش تري شباهت اصلي شي به و بود خواهد بهتر نيز
تصوير کيفيت اين رو از مي گردد. سينوگرام نماي شدن غبارآلود و مخدوش سبب نويز وجود سينوگرام ساخت فرايند ديجيتالي شبيه سازي در
سيگنال پردازش مباحث طبقه در تصويرکه بازسازي کلاسيک تر روش هاي از خانواده اي عمل کرد بررسي در مي يابد. کاهش نيز بازسازي شده
نتيجه «Hamming» فيلتر نويز، کاهنده فيلترهاي تمام ميان از که شد مشخص اند، رادون و فوريه معکوس تبديلات بر مبتني و دارند قرار
که همان طور و شد استفاده تصوير بازسازي براي (CGLS) (PSIRT)، (SIRT) الگوريتم هاي و جبري تکنيک هاي از دارد. مطلوب تري اثر و
به دست اصلي شي به بيش تر شباهت با و بهتر مراتب به جبري تکنيک هاي از استفاده با بازسازي شده تصاوير شد، ديده عددي نتايج بخش در
روش هاي در دارد. اصلي شي به را شباهت بيش ترين و است دارا نيز را بودن مثبت مطلوب ويژگي (PSIRT) به روش بازسازي شده تصوير آمد.
برآشفته الگوريتم هاي و برترگزيني راهبرد از بهره مندي ابزارها اين از يکي است. دسترس در نويز حضور اثر کنترل براي بيش تري ابزار جبري
مطلوب همواري سبب که است (TV) کلي تغييرات تابع توسط برترگزيني ها معروف ترين از يکي است. نيمه همگرايي پديده انداختن به تعويق در

گرفته است. قرار امروز مطالعات توجه مورد بيش تر تصوير بازسازي جبري روش هاي لذا مي شود. بازسازي شده تصوير
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Image Reconstruction and Knowledge-base Tomography
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Abstract: In this study, the problem of image reconstruction (Inverse Problem) and its semantic relation-
ship with a large range of applied and engineering problems are explained. The mechanism of tomographic
which is an example of the image reconstruction problem is described. The existence and uniqueness of
solutions and also regularization techniques are discussed. In order to better imagine that abstract con-
cepts, the process of digital X-ray imaging is presented using MATLAB. Image reconstruction techniques
are described by Radon and Fourier transforms and algebraic methods. The effects of selecting the number
of angles in tomography and additive noise in the data, on the quality of the reconstructed image are inves-
tigated. The numerical results and the comparison of images reconstructed by different methods confirm
the special ability of algebraic techniques in image reconstruction. In addition, it is shown that in alge-
braic methods, desirable features such as positivity and smoothness can be considered for the reconstructed
image, which has a significant effect on reducing the approximation error.

Keywords: Image Reconstruction, Regularization, Algebraic Image Reconstruction Technique, Radon
Inverse Transform.
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