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اندازه گيري خطاي داراي نمونه گيري داده هاي که زماني جامعه، ميانگين برآورد مورد در بحث به مقاله، اين در چکيده:
مربع ميانگين و نااريبي خواص بررسي در مي گيرد. قرار مطالعه مورد کارا جديد برآورد کننده يک از استفاده با هستند
را برآورد کننده اين کارايي همچنين است. شده استفاده تيلور سري دوم مرتبه تقريب تا پيشنهادي برآورد کننده خطاي
نشان مي بريم. کار به واقعي داده هاي براي را نتايج اين و داده قرار بررسي مورد موجود برآورد کننده هاي ساير به نسبت

است. برخوردار بهتري کارايي از موجود برآورده کننده هاي ساير با مقايسه در برآورد کننده اين که مي دهيم
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مقدمه ١
اندازه گيري، خطاي است. اندازه گيري خطاي دهد، رخ است ممکن آمارگيري هر در که خطاهايي عمده  ترين از يکي مي دانيد که طوري همان
واحدهاي روي بر اندازه گيري انجام با خطا اين است. بررسي تحت متغير واقعي مقدار با شده مشاهده مقدار همان يا آمده به دست مقدار تفاوت
خطاي مسئله ي با پژوهشگر و مي شود گزارش بيشتر يا کمتر اغلب پاسخ دهندگان توسط شده ارائه اطلاعات مجموعه مي دهد. رخ نمونه

باشد: زير موارد از ناشي است ممکن اندازه گيري خطاي است. مواجه افراد از داده ها گردآوري هنگام اندازه گيري،

آمارگيري ابزار در نقص الف.
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١٣٩ جامعه ميانگين برآورد سازي بهينه

خطاهاي وجود با ( نسبت واريانس، ميانگين، ) جامعه پارامترهاي برآورد مسئله ي به علاقه مند آماردانان گذشته، دهه ي چند طول در
پي و کرد مطالعه رگرسيون ضرايب معمولي مربعات کمترين برآوردهاي روي را اندازه گيري خطاهاي اثر ککران بودند. پاسخ) (يا اندازه گيري
کلاسيک نسبتي برآوردگر [٧] شالب شوند. منجر رگرسيون ضرايب از نااريب و ناسازگار برآوردهاي به است ممکن اندازه گيري خطاهاي که برد
ترکيبي که جديد برآوردگر يک روي را اندازه گيري خطاهاي اثر [٩] سينگ و مانيشا کرد. بررسي اندازه گيري خطاهاي وجود با را جامعه ميانگين
ميانگين براي را جديدي برآوردگر [٨] همکارانش و شوکلا ديواکار کردند. بررسي بود، نمونه ميانگين و کلاسيک نسبتي برآوردگر از خطي
و سينگ توسط همچنين اندازه گيري خطاي مسئله  بود. نمونه ميانگين و کاترمن سريون برآوردگر از خطي ترکيبي که کردند معرفي جامعه
ارزنده کارهاي ، [۵] فولر هاي پژوهش از آمده دست به نتايج از استفاده با است. شده بررسي غيره و [۶] همکارانش و کومار ، [١٠] کارپ
جامعه ميانگين برآورد مورد در بحث به [١٢] همکاران و † تايلور همچنين است. آمده دست به زمينه اين در دانشمندان ساير توسط نيز ديگري
داده ها که حالتي در [٢] همکاران و ‡ بوشان نيز جامعه واريانس برآورد مورد در است ذکر به لازم پرداخته اند. پاسخ عدم داراي داده هاي براي
نيز [١] همکارانش و ¶ احمدا و همکارانش و [٣] § سبرين توسط شده انجام کارهاي آورده اند. بدست را جالبي نتايج بوده اند پاسخ عدم داراي

است. گرفته انجام زمينه اين در
شالب نسبتي برآوردگر  يعني جامعه، ميانگين براي موجود برآوردگر هاي از برخي ، ٢ بخش در نماد چند معرفي از پس ابتدا مقاله اين در
هستند، نمونه ميانگين و کلاسيک نسبتي برآوردگر بر مبتني که را [٨] همکارانش و شوکلا برآوردگر و [٩] سينگ و مانيشا برآوردگر ، [٧]
جديدي برآوردگر ٣ بخش در و است شده بحث خطا مربع ميانگين و اريبي يعني آنها، ويژگي هاي و شده بررسي اندازه گيري خطاي وجود با
مذکور برآوردگرهاي ديگر با جديد برآوردگر ۴ بخش در است. شده بحث خطا مربع ميانگين و اريبي يعني آن ، ويژگي هاي و است شده معرفي
را نتايج اين ۵ بخش در همچنين است. شده نتيجه گيري خطا مربع ميانگين اساس بر کارايي شرايط و مقايسه اندازه گيري خطاي وجود با

است. شده حاصل شده سازي شبيه و عددي هاي مقايسه در نتايج صحت و برده ايم کار به واقعي داده هاي براي

پيشين برآورد کننده هاي بر مروري و نمادگذاري ٢

کنيد فرض است. شده انتخاب آن از جايگذاري بدون n حجم به ساده تصادفي نمونه يک که بگيريد نظر در را N حجم به متناهي جامعه اي
مقادير (Xi, Yi) و شده مشاهده مقادير (xi, yi) که کنيد فرض همچنين باشند. کمکي متغير و مطالعه مورد متغير ترتيب به Y و X که

اندازه گيري خطاهاي که کنيد فرض باشند. نمونه اي واحد (i = ١, ٢, . . . , n) امين i براي (X,Y ) صفت دو صحيح

Ui = yi − Yi, (٢. ١)
Vi = xi −Xi, (٢. ٢)

که کنيد فرض هستند. S٢
V و S٢

U واريانس و صفر ميانگين با ناهمبسته و تصادفي ذاتاً اندازه گيري خطاهاي که طوري به باشند،

Ȳ =
١
N

N∑
i=١

Yi,

X̄ =
١
N

N∑
i=١

Xi,

و X و Y متغييرهاي جامعه اي ميانگين ترتيب به

ȳ =
١
n

n∑
i=١

yi,

x̄ =
١
n

n∑
i=١

xi,
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و X و Y متغييرهاي نمونه اي ميانگين ترتيب به

S٢
Y =

١
N − ١

N∑
i=١

(
yi − Ȳ

)٢
,

S٢
X =

١
N − ١

N∑
i=١

(
xi − X̄

)٢
,

X و Y متغيرهاي تغييرات ضريب ترتيب به CX و CY که کنيد فرض همچنين باشند. X و Y متغييرهاي جامعه واريانس هاي ترتيب به
متغير ميانگين ، X̄ که کنيد فرض همچنين باشد. نمونه گيري کسر f = n

N
و X و Y متغيرهاي بين همبستگي ضريب ρXY و باشند

که کنيد فرض مي کنيم. معرفي را ديگر علائم تعدادي برآوردگرها، ويژگي هاي آوردن بدست براي باشد. معلوم کمکي،

ωY =
١√
n

n∑
i=١

(
Yi − Ȳ

)
, (٢. ٣)

ωU =
١√
n

n∑
i=١

Ui, (۴ .٢)

ωX =
١√
n

n∑
i=١

(
Xi − X̄

)
, (۵ .٢)

ωV =
١√
n

n∑
i=١

Vi. (۶ .٢)

نوشت: مي  توان (٢. ٢) و (٢. ١) روابط از استفاده با

ȳ = Ȳ +
١√
n

(
ωY + ωU

)
, (٢. ٧)

x̄ = X̄ +
١√
n

(
ωX + ωV

)
. (٢. ٨)

صورت به مي  توان (ȳ) مطالعه مورد متغير نمونه  اي ميانگين (٢. ١) رابطه به بنا

ȳ =
١
n

n∑
i=١

(
Ui + Yi

)
, (٢. ٩)

داريم: ، E[Ui] = ٠ که اين به توجه با نوشت.

E(ȳ) =
١
n

n∑
i=١

(
E[Ui] + E[Yi]

)
= Ȳ , (٢. ١٠)

با است برابر آن واريانس و است جامعه ميانگين نااريب برآوردگر يک نمونه   اي ميانگين يعني،

V ar(ȳ) =
Ȳ ٢

n

(
C٢

Y +
S٢
U

Ȳ ٢

)
. (٢. ١١)

فرض با (٢. ٨) و (٢. ٧) از موجود برآوردگرهاي ديگر واريانس و اريبي محاسبه }براي
ϕY = ȳ − Ȳ = ١√

n

(
ωY + ωU

)
ϕX = x̄− X̄ = ١√

n

(
ωX + ωV

) (٢. ١٢)



١۴١ جامعه ميانگين برآورد سازي بهينه

داريم:

E(ϕY ) = E(ϕX) = ٠, (٢. ١٣)

و است X̄ نااريب برآوردگر x̄ و Ȳ نااريب برآوردگر ȳ زيرا
E(ϕ٢

Y ) = V ar(ȳ) = ١
n
Ȳ ٢

(
C٢

Y +
S٢
U

Ȳ ٢

)
E(ϕ٢

X) = V ar(x̄) = ١
n
X̄٢

(
C٢

X +
S٢
V

X̄٢

)
E(ϕY ϕX) = Cov(ȳ, x̄) = ١

n
Ȳ X̄ρXYCYCX .

(١۴ .٢)

داراي نمونه گيري داده  هاي و بوده نسبتي برآورد روش بر مبتني که جامعه ميانگين براي موجود برآوردگر هاي انواع از برخي بخش اين ادامه در
ميگيرد. قرار مطالعه مورد را هستند اندازه گيري خطاي

شالب برآوردگر ٢. ١
برآوردگر شالب

tR =
ȳ

x̄
X̄, (١۵ .٢)

برابر tR اريبي مقدار است. نسبتي برآوردگر همان اين که است بديهي کرد. پيشنهاد را

B(tR) =
Ȳ

n

{(
C٢

X − ρXYCXCY

)
+

S٢
V

X̄٢

}
, (١۶ .٢)

با: است برابر آن خطاي مربع ميانگين و

MSE(tR) =
Ȳ ٢

n

{(
C٢

Y + C٢
X − ٢ρXYCXCY

)
+
[S٢

U

Ȳ ٢ +
S٢
V

X̄٢

]}
. (٢. ١٧)

سينگ و مانيشا برآوردگر ٢. ٢
ترکيبي برآوردگر سينگ و مانيشا

ȳθ = θtR + (١− θ)ȳ, (٢. ١٨)

ميانگين θ = ٠ به ازاي و شالب برآوردگر θ = ١ به ازاي که است بديهي است. مناسب ثابت عدد يک θ آن در که کردند، پيشنهاد را
برابر ȳθ اريبي مقدار مي شود. نتيجه نمونه  اي

B(ȳθ) =
θȲ

n

{(
C٢

X − ρXYCXCY

)
+

S٢
V

X̄٢

}
, (٢. ١٩)

برابر آن خطاي مربع ميانگين و

MSE(ȳθ) =
Ȳ ٢

n

{(
C٢

Y + θ٢C٢
X − ٢θρXYCXCY

)
+
[S٢

U

Ȳ ٢ + θ٢
S٢
V

X̄٢

]}
, (٢. ٢٠)

با است برابر θ بهينه مقدار که طوري به است،

θ∗ =
ρXYCXCY

C٢
X +

S٢
V

X̄٢

, (٢. ٢١)

است. ممکن مقدار کمترين داراي ȳθ خطاي مربع ميانگين آن ازاي به که
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همکاران و شوکلا ديواکار برآوردگر ٢. ٣
برآوردگر همکاران و شوکلا ديواکار

ȳD = βȳ(
x̄

′

X̄
) + (١− β)ȳ, (٢. ٢٢)

و است مناسب ثابت عدد يک β آن در که طوري به کردند، پيشنهاد را

x̄
′
=

NX̄ − nx̄

N − n
, (٢. ٢٣)

برابر ȳD اريبي و بوده

B(ȳD) = − βȲ

N − n
ρXYCXCY , (٢۴ .٢)

برابر آن خطاي مربع ميانگين و مي باشد

MSE(ȳD) =
Ȳ ٢

n

{(
C٢

Y + (
nβ

N − n
)٢C٢

X − ٢
nβ

N − n
ρXYCXCY

)
+
[S٢

U

Ȳ ٢ + (
nβ

N − n
)٢
S٢
V

X̄٢

]}
,

(٢۵ .٢)

است. ممکن مقدار کمترين داراي ȳD خطاي مربع ميانگين آن ازاي به که مي شود محاسبه زير رابطه از β بهينه  ي مقدار و است

β∗ = (
N − n

n
)
ρXYCXCY

C٢
X +

S٢
V

X̄٢

. (٢۶ .٢)

شده پيشنهاد برآوردگر ٣
صورت به را متناهي جامعه ي ميانگين برآورد براي ضربي حاصل - نسبتي نمايي برآوردگر يک همکارانش و سينگ

t = ȳ
[
α exp

(X̄ − x̄

X̄ + x̄

)
+ (١− α) exp

( x̄− X̄

x̄+ X̄

)]
, (٣. ١)

کردند. پيشنهاد
مطالعه، مورد متغير جامعه ي ميانگين براي را جديد حاصلضربي نسبتي- نمايي برآوردگر يک (٣. ١) برآوردکننده از الهام گيري با بخش اين در

صورت به اندازه  گيري، خطاي وجود با ، (Ȳ )

tp = ȳ
[
α exp

(X̄ − x̄

X̄ + x̄

)
+ (١− α) exp

( x̄′ − X̄

x̄′ + X̄

)]
, (٣. ٢)

است. مناسب ثابت عدد يک α که طوري به مي کنيم، تعريف

فرض با .٣. ١ قضيه

α٠ =
{
α
(
١− n

N − n

)
+

n

N − n

}
, (٣. ٣)

شده پيشنهاد برآوردگر

t = ȳ
[
α exp

(X̄ − x̄

X̄ + x̄

)
+ (١− α) exp

( x̄− X̄

x̄+ X̄

)]
,

است: زير ويژگي هاي داراي



١۴٣ جامعه ميانگين برآورد سازي بهينه

با است برابر tp اريبي مقدار الف.

B(tp) = − Ȳ

٢n
α٠ρXYCYCX +

Ȳ X̄

٨n

{
α
[( n

N − n

)٢
+ ٣

]
− (

n

N − n
)٢
}(

C٢
X +

S٢
V

X̄٢

)
.

(۴ .٣)

با: است برابر tp خطاي مربع ميانگين ب.

MSE(tp) =
Ȳ ٢

n

{(
C٢

Y +
١
۴
α٢
٠C

٢
X − α٠ρXYCYCX

)
+
[S٢

U

Ȳ ٢ +
١
۴
α٢
٠
S٢
V

X̄٢

]}
. (۵ .٣)

با: است برابر α∗
٠ مقدار بهترين ج.

α∗
٠ =

٢ρXYCYCX(S٢
X+S٢

V

X̄٢

) . (۶ .٣)

نوشت: زير صورت به مي توان را شده پيشنهاد برآوردگر (٣. ٢) در (٢. ٢٣) جايگذاري با الف. اثبات.

tp = ȳ
[
α exp

(X̄ − x̄

X̄ + x̄

)
+ (١− α) exp

( NX−nx̄
N−n

− X̄
NX̄−nx̄
N−n

+ X̄

)]
= ȳ

[
α exp

(X̄ − x̄

X̄ + x̄

)
+ (١− α) exp

( −n(x̄− X̄)

(٢N − n)X̄ − nx̄

)]
. (٣. ٧)

داريم: (٣. ٧) در (٢. ١٢) جايگذاري با اينک

tp = (Ȳ + ϕY )
[
α exp

( −ϕX

٢X̄ + ϕX

)
+ (١− α) exp

( nϕX

٢(N − n)X̄ − nϕX

)]
= (Ȳ + ϕY )

[
α exp

((−ϕX

٢X̄
) ١
١+ ϕX

٢X̄

)
+ (١− α) exp

(( −nϕX

٢(N − n)X̄

) ١
١− nϕX

٢(N−n)X̄

)]
.

داريم: دوم مرتبه تا جمله ها گرفتن نظر در و exp (.) دادن بسط با

tp =(Ȳ + ϕY )
[
α
{
١+

((−ϕX

٢X̄
) ١
١+ ϕX̄

٢X̄

)
+

١
٢

((−ϕX

٢X̄
) ١
١+ ϕX

٢X̄

))٢}
+
(
١− α

){
١+

(( −nϕX

٢(N − n)X̄

) ١
١− nϕX

٢(N−n)X̄

)
+

١
٢

(( −nϕX

٢(N − n)X̄

) ١
١− nϕX

٢(N−n)X̄

)٢}]
.

گرفتن نظر در با لذا داد. بسط را ( ١
١− ϕX

٢(N−n)X̄

) و ( ١
١+ϕX

٢X̄

) عبارت  هاي مي توان | nϕX

٢(N−n)X̄
| < ١ و |ϕX

٢X̄ | < ١ فرض با
داشت: خواهيم اول مرتبه  ي تا جمله   ها

tp ∼=(Ȳ + ϕY )
[
α
{
١+

((−ϕX

٢X̄
){

١− ϕX

٢X̄
})

+
١
٢

((−ϕX

٢X̄
){

١− ϕX

٢X̄
})٢}

+(١− α)
{
١+

(( −nϕX

٢(N − n)X̄

){
١+ nϕX

٢(N − n)X̄

})
+

١
٢

(( −nϕX

٢(N − n)X̄

){
١+ nϕX

٢(N − n)X̄

})٢}]
=(Ȳ + ϕY )

[
α
{
١− ϕX

٢X̄
+

٣
٢
(ϕX

٢X̄
)٢}

+ (١− α)
{
١− nϕX

٢(N − n)X̄
− ١

٢
( nϕX

٢(N − n)X̄

)٢}]
=(Ȳ + ϕY )

[
١−

{
α+ (١− α)

( n

N − n

)} ١
٢X̄

ϕX +
{
٣α+ (١− α)

( n

N − n

)٢} ١
٨X̄٢ϕ

٢
X

]
.



١۵١٣٨- ٣ صفحه ،٢ شماره ،١٢ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / همکاران و نوايي ليدر ١۴۴

نوشت: مي توان دو، از بالاتر مرتبه  هاي با جملات گرفتن نا ديده با اکنون

tp ∼= Ȳ + ϕY − ١
٢

{
α
(
١− n

N − n

)
+

n

N − n

} Ȳ

X̄
ϕX

− ١
٢X̄

{
α
(
١− n

N − n

)
+

n

N − n

}
ϕY ϕX

+
١
٨
Ȳ

X̄

{
α
[( n

N − n

)٢
+ ٣

]
−

( n

N − n

)٢}
ϕ٢
X .

داريم: (٣. ٣) در α٠ تعريف بنابه

tp ∼= Ȳ + ϕY − ١
٢
α٠

Ȳ

X̄
ϕX − ١

٢X̄
α٠ϕY ϕX

+
١
٨
Ȳ

X̄

{
α
[( n

N − n

)٢
+ ٣

]
−
( n

N − n

)٢}
ϕ٢
X . (٣. ٨)

بنابراين:

tp − Ȳ ∼= ϕY − ١
٢
α٠

Ȳ

X̄
ϕX − ١

٢X̄
α٠ϕY ϕX

+
١
٨
Ȳ

X̄

{
α
[( n

N − n

)٢
+ ٣

]
−
( n

N − n

)٢}
ϕ٢
X . (٣. ٩)

از: است عبارت tp شده پيشنهاد برآوردگر اريبي مقدار (١۴ .٢) و (٢. ١٣) از بگيريم، رياضي اميد (٣. ١٠) رابطه طرفين از اگر

B(tp) = E(tp − Ȳ ) ∼= − ١
٢X̄

α٠E(ϕY ϕX)

+
١
٨
Ȳ

X̄

{
α
[( n

N − n

)٢
+ ٣

]
−

( n

N − n

)٢}
E(ϕ٢

X)

= − Ȳ

٢n
α٠ρXYCYCX +

Ȳ X̄

٨n

{
α
[( n

N − n

)٢
+ ٣

]
− (

n

N − n
)٢
}(

C٢
X +

S٢
V

X̄٢

)
.

(٣. ١٠)

از بالاتر مرتبه  هاي با جملات گرفتن ناديده و (١۴ .٢) از استفاده با آن، رياضي اميد محاسبه  ي و (٣. ١٠) طرف دو کردن مجذور از ب.
داريم: دو،

MSE(tp) = E(tp − Ȳ )٢ = E[ϕ٢
Y +

١
۴
α٢
٠
Ȳ ٢

X̄٢ϕ
٢
X − α٠

Ȳ

X̄
ϕY ϕX ]

= E(ϕ٢
Y ) + α٢

٠
Ȳ ٢

X̄٢E(ϕ٢
X) + ٢α٠

Ȳ

X̄
E(ϕY ϕX)

=
Ȳ ٢

n

{(
C٢

Y +
١
۴
α٢
٠C

٢
X − α٠ρXYCYCX

)
+
[S٢

U

Ȳ ٢ +
١
۴
α٢
٠
S٢
V

X̄٢

]}
.

با: است برابر α٠ بهينه  ي مقدار حاصل، عبارت دادن قرار صفر برابر و α٠ به نسبت (۵ .٣) از مشتق گيري با ج.

α∗
٠ =

٢ρXYCYCX(S٢
X+S٢

V

X̄٢

) .

با: است برابر tp خطاي مربع ميانگين مقدار مينيمم ، (۵ .٣) در (۶ .٣) جايگذاري از

minMSE(tp) =
Ȳ ٢

n

{(
C٢

Y +
١
۴
α∗
٠
٢C٢

X − α∗
٠ρXYCYCX

)
+
[S٢

U

Ȳ ٢ +
١
۴
α∗
٠
٢S

٢
V

X̄٢

]}
. (٣. ١١)



١۴۵ جامعه ميانگين برآورد سازي بهينه

برآوردگرها ديگر با شده پيشنهاد برآوردگر کارايي مقايسه ۴
مي کنيم. مقايسه هستند، اندازه گيري خطاي داراي مشاهدات که زماني مذکور، برآوردگرهاي ديگر با را شده پيشنهاد برآوردگر بخش اين در

اگر است کاراتر متداول نمونه  اي ميانگين از شده پيشنهاد برآوردگر .١

V ar(ȳ)−MSE(tp) > ٠. (١ .۴)

داريم: (۵ .٣) و (٢. ١١) از بنابراين

Ȳ ٢

n

(
C٢

Y +
S٢
U

Ȳ ٢

)
− Ȳ ٢

n

{(
C٢

Y +
١
۴
α٢
٠C

٢
X − α٠ρXYCYCX

)
+
[S٢

U

Ȳ ٢ +
١
۴
α٢
٠
S٢
V

X̄٢

]}
> ٠.

(٢ .۴)

داريم: کردن ساده از پس

Ȳ ٢

۴n

{
۴α٢

٠
(
C٢

X +
S٢
V

X̄٢

)
− α٠ρXYCYCX

}
< ٠. (٣ .۴)

اگر: است صحيح رابطه اين

α٢
٠
(
C٢

X +
S٢
V

X̄٢

)
− ۴α٠ρXYCYCX < ٠. (۴ .۴)

اگر: است کاراتر ȳ از tp بنابراين ρXY > ١
۴α٠

CX

CY

(
١+ S٢

V

S٢
X

)
; X̄Ȳ > ٠

ρXY < −١
۴α٠

CX

CY

(
١+ S٢

V

S٢
X

)
; X̄Ȳ < ٠,

(۵ .۴)

مييابد: تقليل زير شرايط به (۵ .۴) شرايط باشند، يکسان مقادير داراي CY و CX که هنگامي ويژه به ρXY > ١
۴α٠

(
١+ S٢

V

S٢
X

)
; X̄Ȳ > ٠

ρXY < −١
۴α٠

(
١+ S٢

V

S٢
X

)
; X̄Ȳ < ٠.

(۶ .۴)

: اگر است کاراتر شالب برآوردگر از شده پيشنهاد برآوردگر .٢

MSE(tR)−MSE(tp) > ٠. (٧ .۴)

نوشت: مي توان (۵ .٣) و (٢. ١٧) از استفاده با

Ȳ ٢

n

{(
C٢

Y + C٢
X − ٢ρXYCYCX

)
+
[S٢

U

Ȳ ٢ +
S٢
V

X̄٢

]}
−

Ȳ ٢

n

{(
C٢

Y +
١
۴
α٢
٠C

٢
X − α٠ρXYCYCX

)
+
[S٢

U

Ȳ ٢ +
١
۴
α٢
٠
S٢
V

X̄٢

]}
> ٠. (٨ .۴)

داريم: کردن ساده از پس

Ȳ ٢

n

{(
١− ١

۴
α٢
٠
)(
C٢

X +
S٢
V

X̄٢

)
− ٢

(
١− ١

٢
α٠ρXYCYCX

)}
> ٠. (٩ .۴)

: اگر است صحيح رابطه )اين
١− ١

۴
α٢
٠
)(
C٢

X +
S٢
V

X̄٢

)
− ٢

(
١− ١

٢
α٠ρXYCYCX

)
> ٠. (١٠ .۴)



١۵١٣٨- ٣ صفحه ،٢ شماره ،١٢ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / همکاران و نوايي ليدر ١۴۶

اگر: است کاراتر tR از tp بنابراين ρXY < ١
١)٢+

١
٢α٠)

CX

CY

(
١+ S٢

V

S٢
X

)
; X̄Ȳ > ٠

ρXY > −١
١)٢+

١
٢α٠)

CX

CY

(
١+ S٢

V

S٢
X

)
; X̄Ȳ < ٠.

(١١ .۴)

مي يابد، تقليل زير شرايط به (١١ .۴) شرايط باشند، يکسان مقادير داراي CY و CX که حالتي در ويژه به ρXY < ١
١)٢+

١
٢α٠)

(
١+ S٢

V

S٢
X

)
; X̄Ȳ > ٠

ρXY > −١
١)٢+

١
٢α٠)

(
١+ S٢

V

S٢
X

)
; X̄Ȳ < ٠.

(١٢ .۴)

اگر است کاراتر سينگ و مانيشا برآوردگر از شده پيشنهاد برآوردگر .٣

MSE(ȳθ)−MSE(tp) > ٠. (١٣ .۴)

داشت: خواهيم بگيريد نظر در را (۵ .٣) و (٢. ٢٠) روابط

Ȳ ٢

n

{(
C٢

Y + θ٢C٢
X − ٢θρXYCYCX

)
+
[S٢

U

Ȳ ٢ + θ٢
S٢
V

X̄٢

]}
−

Ȳ ٢

n

{(
C٢

Y +
١
۴
α٢
٠C

٢
X − α٠ρXYCYCX

)
+
[S٢

U

Ȳ ٢ +
١
۴
α٢
٠
S٢
V

X̄٢

]}
> ٠. (١۴ .۴)

داريم: کردن ساده از پس

Ȳ ٢

n

{(
θ٢ − ١

۴
α٢
٠
)(
C٢

X +
S٢
V

X̄٢

)
− ٢

(
θ − ١

٢
α٠

)
ρXYCYCX

}
> ٠. (١۵ .۴)

اگر: است صحيح رابطه )اين
θ٢ − ١

۴
α٢
٠
)(
C٢

X +
S٢
V

X̄٢

)
− ٢

(
θ − ١

٢
α٠

)
ρXYCYCX

)
> ٠. (١۶ .۴)

اگر: است کاراتر ȳθ از tp برآوردگر صورت اين در ، α٠ < ٢θ کنيد فرض ρXY < ١
١)٢+

١
٢α٠)

CX

CY

(
١+ S٢

V

S٢
X

)
; X̄Ȳ > ٠

ρXY > −١
١)٢+

١
٢α٠)

CX

CY

(
١+ S٢

V

S٢
X

)
; X̄Ȳ < ٠.

(١٧ .۴)

اگر: است کاراتر ȳθ از tp برآوردگر ، α٠ > ٢θ که فرض اين با و ρXY > ١
١)٢+

١
٢α٠)

CX

CY

(
١+ S٢

V

S٢
X

)
; X̄Ȳ > ٠

ρXY < −١
١)٢+

١
٢α٠)

CX

CY

(
١+ S٢

V

S٢
X

)
; X̄Ȳ < ٠.

(١٨ .۴)

اگر است کاراتر همکارانش و شوکلا ديواکار برآوردگر از شده پيشنهاد برآوردگر .۴

MSE(ȳD)−MSE(tp) > ٠. (١٩ .۴)

داريم: (۵ .٣) و (٢۵ .٢) روابط از استفاده با

Ȳ ٢

n

{(
C٢

Y +
( nβ

N − n

)٢
C٢

X − ٢
nβ

N − n
ρXYCYCX

)
+
[S٢

U

Ȳ ٢ +
( nβ

N − n

)٢S٢
V

X̄٢

]}
−

Ȳ ٢

n

{(
C٢

Y +
١
۴
α٢
٠C

٢
X − α٠ρXYCYCX

)
+
[S٢

U

Ȳ ٢ +
١
۴
α٢
٠
S٢
V

X̄٢

]}
> ٠. (٢٠ .۴)



١۴٧ جامعه ميانگين برآورد سازي بهينه

داريم: کردن ساده از پس

Ȳ ٢

n

{(( nβ

N − n

)٢ − ١
۴
α٢
٠
)(
C٢

X +
S٢
V

X̄٢

)
− ٢

( nβ

N − n
− ١

٢
α٠

)
ρXYCYCX

}
> ٠. (٢١ .۴)

اگر: است صحيح رابطه اين

(( nβ

N − n

)٢ − ١
۴
α٢
٠
)(
C٢

X +
S٢
V

X̄٢

)
− ٢

( nβ

N − n
− ١

٢
α٠

)
ρXYCYCX > ٠. (٢٢ .۴)

اگر: است کاراتر ȳD از tp برآوردگر ، α٠ <
٢nβ
N−n

فرض با بنابراين ρXY < ١
٢(

nβ
N−n

+ ١
٢α٠)

CX

CY

(
١+ S٢

V

S٢
X

)
; X̄Ȳ > ٠

ρXY < −١
٢(

nβ
N−n

+ ١
٢α٠)

CX

CY

(
١+ S٢

V

S٢
X

)
; X̄Ȳ < ٠.

(٢٣ .۴)

اگر: است کاراتر ȳD از tp برآوردگر ، α٠ >
٢nβ
N−n

فرض با و ρXY > ١
٢(

nβ
N−n

+ ١
٢α٠)

CX

CY

(
١+ S٢

V

S٢
X

)
; X̄Ȳ > ٠

ρXY < −١
٢(

nβ
N−n

+ ١
٢α٠)

CX

CY

(
١+ S٢

V

S٢
X

)
; X̄Ȳ < ٠.

(٢۴ .۴)

سازي شبيه و عددي مقايسه ۵
پيشنهاد برآوردگر عددي و تجربي مقايسه براي مي  شود. پرداخته مختلف حالات در پارامترها برآورد شبيه سازي نتايج بررسي به بخش اين در
و مانيشا برآوردگر ، (tR شالب نسبتي (برآوردگر ȳ متداول نمونه  اي ميانگين برآوردگر با ( α∗

٠ ازاي به شده پيشنهاد (برآوردگر t∗p شده
پيشنهاد برآوردگر مقايسه براي مي گيريم. نظر در را شده سازي شبيه و فرضي جامعه ي يک (ȳD) شوکلا ديواکار برآوردگر و (ȳθ) سينگ
بالا، پايين، آنها همبستگي ضريب که طوري به شده اند سازي شبيه  جامعه شش است. شده محاسبه برآوردگر ها PRE و MSE شده،
جامعه  ي به مربوط واقعي متغيرکمکي مي باشد. ۵٠٠ نمونه حجم و ۵٠٠٠ جامعه هر حجم که است شده فرض است. منفي و مثبت
مورد متغير . V = x −X پس است، شده فرض x = X + N(١٠, ٢) شده، اندازه گير ي کمکي متغير و X ∼ N(١٠, ٢)

است. شده شبيه سازي Y = ٢+ bx+N(٠, ١) خطي مدل با مطالعه
،٠/٣ ،٠/١ از: عبارتند b مفروض مقادير است. کرده تغيير b مقدار کمکي، متغير و مورد مطالعه متغير بين همبستگي کنترل براي
لذا است، شده داده تعميم y = Y +N(٠, ١) با شده اندازه   گيري مطالعه  مورد متغير کمکي، متغير همانند . -٠/۵ ،-٠/٣ ،-٠/١ ،٠/۵

. U = y − Y
ديگر برآوردگر چهار و شده پيشنهاد برآوردگر MSE خطاي مربع ميانگين ،٢ جدول در است. شده خلاصه ١ جدول در جامعه پارامترهاي
پيشنهاد برآوردگر و شوکلا ديواکار برآوردگر سينگ، و مانيشا برآوردگر شالب، برآوردگر PRE نسبي کارايي درصد ،٣ جدول شده   اند. محاسبه

مي   گيرد. بر در را نااريب برآوردگر به نسبت شده

گيري نتيجه و بحث ۶
برآورد کننده که رسيد نتيجه اين به مي توان برآوردگرها، (PRE) نسبي کارايي صد در و (MSE) خطا مربع ميانگين نمودارهاي به توجه با
پيشنهاد ي برآورد کننده کارايي است، ذکر به لازم است. برخوردار بهتري کارايي از (ȳD) و (tR) برآورد کننده  هاي به نسبت (tp) پيشنهادي
برآوردکننده ها بين در (ȳθ) برآورد کننده که مي گردد ١ملاحظه نمودار به توجه با است. (ȳθ)سينگ و مانيشا پيشنهادي برآورد کننده برابر تقريبا
کارايي مقايسه به ٢ نمودار در پيشنهادي برآوردگر با برآورد کننده ها ساير کردن مقايسه بهتر براي لذا است. برخوردار کمتري بسيار کارايي از
در مي باشد. کاراتر (tR) برآوردکننده از پيشنهادي برآوردگر مي گردد ملاحظه و مي پردازيم (tR) و (tp) ، (ȳθ) برآوردکننده سه مورد در
کارايي کننده تاييد نيز نمودار اين مي  شود ملاحظه مي پردازيم کننده ها برآورد (PRE) نسبي کارايي صد در مورد در بحث به ۵ نمودار
شده  اند مقايسه و بررسي (PRE) و (MSE) براي مجزا طور به برآوردگرها نتايج ۶ و ۴ ،٣ هاي نمودار در مي باشد. پيشنهادي برآوردگر

شده  اند. تاييد مجددا بالا نتايج و
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برآوردگر ۵ با برآوردگرها خطاي مربع ميانگين .١ نمودار

برآوردگر ۴ با برآوردگرها خطاي مربع ميانگين .٢ نمودار



١۴٩ جامعه ميانگين برآورد سازي بهينه

برآوردگر ۵ با جوامع از هريک براي برآوردگرها خطاي مربع ميانگين .٣ نمودار

برآوردگر ۴ با جوامع از هريک براي برآوردگرها خطاي مربع ميانگين .۴ نمودار
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برآوردگرها نسبي کارايي درصد .۵ نمودار

جوامع از هريک براي نسبي کارايي درصد .۶ نمودار



١۵١ جامعه ميانگين برآورد سازي بهينه

.

جامعه پارامترهاي :١ جدول
۶ جامعه ۵ جامعه ۴ جامعه ٣ جامعه جامعه٢ ١ جامعه پارامتر

-٢/٩۵۵۶۵ -٠/٩٧٢٨ ١/٠٠٧٣٩١ ۶/٩٧٨٨٣٨ ۵/٠١١١٧۵ ٣/٠٠۶١٧١٣ X̄
٩/٩۴٧١١۴ ٩/٩۵٠٧۶۴ ٩/٩۵٣٧٢٢ ٩/٩٨١٧١۶ ١٠/٠١٢۴٣ ١٠/٠۶۶۶٨ Ȳ
١/٩۶٨٢٧٧ ١/٣٣١٧٣۶ ١/٠٣١٠٧٨ ٢/٠٨۶٠٢۴ ١/٣٨۴۶٣۵ ١/٠۵٧٣٢٢ S٢

Y
۴/٠٢٩٠١١ ۴/٠۶٧٢۵ ۴/٠۶٢٩۶٩ ۴/١۶٠٣٣٢ ۴/٠۶۵١٨٧ ۴/٠٢١١۵ S٢

X
٠/٩٩٩۶۶٧ ١/٠٠٣٧١۴ ١/٠۴۴۵٨۴ ٠/٩٩٠٧۶٧ ٠/٩۵٣۵٧٣ ٠/٩٨۴٧٢٩ S٢

U
١/٠٣٨۵٢١ ١/٠١٢٢٧١ ١/٠۴٠٣٣١ ٠/٩٧٧۴٨۶ ٠/٩٩١٩٩٩ ٠/٩٩٢٠٩۴ S٢

V
-٠/٧١۵۵٩ -٠/۵٠١٧۵ -٠/١٨٢٧۵ ٠/٧١٢٨٣۴ ٠/۵٢١۶٣۵ ٠/١۶٣٢٠۴ ρXY

اندازه گيري خطاي وجود با برآوردگرها خطاي مربع ميانگين :٢ جدول
۶ جامعه ۵ جامعه ۴ جامعه ٣ جامعه جامعه٢ ١ جامعه MSE(t)

٠/٠٠۵٩٣۶ ٠/٠٠۴۶٧١ ٠/٠٠۴١۵١ ٠/٠٠۶١۵۴ ٠/٠٠۴۶٧۶ ٠/٠٠۴٠٨۴ MSE(ȳ)
٠/٠٠۴۴٣۶ ٠/٠٠۴٣١٢ ٠/٠٠۴۴٠٧ ٠/٠٠۵٣٠٣ ٠/٠٠۴٧٣٢ ٠/٠٠۴۵٧٧ MSE(tR)
٠/٠٠۴٣٣٣ ٠/٠٠۴١٣۴ ٠/٠٠۴٠٩۶ ٠/٠٠۴۴٣٧ ٠/٠٠۴٠٧١ ٠/٠٠۴٠٣٩ MSE(ȳθ)
٠/١٠۶٩٠۵ ٠/٠٣٨۴٨۵ ٠/٠٠٧۶٠۶ ٠/١١۴٣٠١ ٠/٠۴٢٨٣٧ ٠/٠٠۶٩٣٠ MSE(ȳD)
٠/٠٠۴٣٣٣ ٠/٠٠۴١٣۴ ٠/٠٠۴٠٩۶ ٠/٠٠۴۴٣٧ ٠/٠٠۴٠٧١ ٠/٠٠۴٠٣٩ MSE(tp)

اندازه گيري خطاي وجود با برآوردگرها نسبي کارايي درصد :٣ جدول
۶ جامعه ۵ جامعه ۴ جامعه ٣ جامعه جامعه٢ ١ جامعه PRE(.)
%١٣۴ %١٠٨ %٩۴ %١١۶ %٩٩ %٨٩ PRE(tR)
%١٣٧ %١١٣ %١٠١ %١٣٩ %١١۵ %١٠١ PRE(ȳθ)

%۶ %١٢ %۵۵ %۵ %١١ %۵٩ PRE(ȳD)
%١٣٧ %١١٣ %١٠١ %١٣٩ %١١۵ %١٠١ PRE(tp)
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Abstract: In this paper, estimating the mean problem of the population when the sampling data have mea-
surement errors has been studied via a new efficient estimator. To investigation of the properties of bias
and mean square error of the proposed estimators presented were derived up to the secound order approx-
imation using the Taylor series approach. We also investigate the efficiency of this estimator compared
to other available estimators. And finally, we use these results for real data. We show that the proposed
estimator is more efficient than other existing estimators.
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