
٢٢- ٨٠٨٨۵١ چاپي: شاپا
DOI: 10.22055/JAMM.2022.39417.1987

رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
١٧۴ -١۶٨ ص ،٢ شماره ،١٢ دوره ،١۴٠١ سال

هيلبرت فضاي يک روي کران دار خطي عمل گرهاي نا جا به جايي گراف

* رجاء پاندورا

ايران تهران، بهشتي، شهيد دانشگاه رياضي، علوم دانشکده رياضي، گروه

آقاملائي غلامرضا مسئول: دبير

١۴٠١/٢/۴ پذيرش: تاريخ ١۴٠٠/٩/٢٠ دريافت: تاريخ

چکيده:
گراف باشد. H روي کران دار خطي عمل گرهاي تمام شامل جبر B(H) و مختلط هيلبرت فضاي يک H کنيم فرض
آن رأس هاي مجموعه که است ساده گرافي مي دهيم، نمايش Γ (B(H)) نماد با را آن که B(H) نا جا به جايي
و اگر مي کنيم، وصل يکديگر به را B و A متمايز راس دو و مي باشد H روي اسکالر غير کران دار خطي عمل گرهاي
همبند گرافي Γ (B(H)) مختلط، هيلبرت فضاي هر براي مي دهيم نشان مقاله، اين در .AB ̸= BA اگر فقط
شامل فضاي ،H روي متناهي رتبه با عمل گرهاي شامل فضاي نا جا به جايي گراف هاي مي کنيم ثابت هم چنين است.
روي فردهُلم عمل گرهاي شامل فضاي و H روي وارون ناپذير عمل گرهاي شامل فضاي ،H روي فشرده عمل گرهاي

مي باشند. همبند گراف هايي ،H

فردهُلم عمل گر فشرده، عمل گر خطي، عمل گر هيلبرت، فضاي نا جا به جايي، گراف کليدي: واژه هاي

05C50; 15A27; 15A33; 16P10 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
موضوعات از يکي جبري ساختار خواص به کمک آن زيرگراف هاي و گراف آن همبندي بررسي و جبري ساختار يک به گراف يک دادن نسبت
و [۴] ،[٣] ،[٢] ،[١] مراجع به مي توان آن ها ميان از که است شده نوشته باب اين در زيادي مقاله هاي است. اخير پرطرفدار و جذاب تحقيقي

کرد. مراجعه ،[۵]
براي باشد. H روي کران دار خطي عمل گرهاي تمام شامل جبر B(H) و مختلط اعداد ميدان روي هيلبرت فضاي يک H کنيم فرض
،A′ ⊆ B(H) صورت، اين در .A ⊆ B(H) کنيم فرض مي بريم. به کار AoB عمل گر براي را AB نماد ،A,B ∈ B(H) هر
توسط توليد شده بسته زيرفضاي ،< A > هم چنين، و AB = BA ،A ∈ A هر براي که است B عمل گرهاي همه شامل مجموعه
کران دار عمل گرهاي تمام شامل آن راس هاي مجموعه که است ساده گراف يک ،B(H) از Γ (B(H)) نا جا به جايي گراف مي باشد. A
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١۶٩ هيلبرت فضاي يک روي کران دار خطي عمل گرهاي نا جا به جايي گراف

وصل يکديگر به گراف اين در A, B متمايز راس دو و مي باشد نيستند، هماني عمل گر از اسکالري مضرب که عمل گرهايي اسکالر، غير
و گراف اين ناهمبندي يا همبندي بررسي دارد، وجود گراف اين درباره که مهمي مسايل از يکي .AB ̸= BA اگر تنها و اگر مي باشند

مانند: متمايز راس هاي از دنباله اي مسير يک از منظور ساده، گراف يک در مي باشد. آن زيرگراف هاي

v١ v٢ · · · vk

دو هر بين گاه هر ناميم، همبند گراف يک را G ساده گراف هم چنين، مي باشند. متصل يکديگر به متوالي راس دو هر که به طوري است،
انتخاب مختلط اعداد از آن ها درايه هاي که را n× n ماتريس هاي تمام شامل مجموعه باشد. داشته وجود مسير يک حداقل آن، متمايز راس
(i, j) درايه که است Mn(C) در عضوي ،Eij از منظور ،١ ⩽ i, j ⩽ n ،i, j هر براي و داده نمايش Mn(C) نماد با شوند، مي
فضايي آن برد هرگاه ناميم، متناهي بعد با عمل گري را کران دار خطي عمل گر يک مي باشند. صفر با برابر آن درايه هاي ساير و ١ برابر آن ام
فشرده اي مجموعه ،C تحت کران دار مجموعه هر تصوير هرگاه ناميم، فشرده عمل گر يک را C ∈ B(H) عمل گر و باشد متناهي بعد با

کند: صدق زير خواص در گاه هر مي شود، ناميده فردهُلم ،F کران دار خطي عمل گر باشد. نسبي

باشد. متناهي بعد با فضايي ker(T ) (i

باشد. بسته اي مجموعه Ran(T ) (ii

است. متناهي بعد با فضايي Coker(T ) (iii

M توسط توليد شده بسته زيرفضاي براي را < M, N > نماد باشد. H هيلبرت فضاي زيرفضاي دو N و M کنيم فرض
مي کنيم تعريف H از زيرفضايي را آن و داده نمايش M ⊕ N نماد با را زيرفضا دو اين مستقيم جمع هم چنين مي بريم. به کار N و
و A ∈ B(M) ،H = M ⊕ N اگر .n ∈ N و m ∈ M که مي باشند m + n شکل به يکتا به صورت آن عناصر که
،n ∈ N و m ∈ M ،h = m + n هر براي که به طوري است B(H) در خطي عمل گري ،A ⊕ B از منظور ،B ∈ B(N)
اين درغير و δij = ١ آنگاه ،i = j اگر که است تابعي δij ،i, j هر براي .(A ⊕ B)(m + n) = A(m) + B(n) داريم

.δij = ٠ صورت
مي کنيم. ثابت است، جدايي پذير يا چدايي ناپذير هيلبرت فضاي يک H آن در که را ،B(H) نا جا به جايي گراف همبندي مقاله، اين در
فشرده عمل گرهاي تمام شامل مجموعه ،H روي متناهي بعد با عمل گرهاي شامل مجموعه جا به جايي گراف هاي مي دهيم نشان ادامه در
همبند گراف هايي ،H روي فردهُلم عمل گرهاي همه شامل مجموعه و H روي وارون ناپذير عمل گرهاي همه شامل مجموعه ،H روي

مي باشند.

جدايي پذير هيلبرت فضاهاي ٢

مرجع در زير قضيه پردازيم. مي است، جدايي پذير هيلبرت فضاي يک H آن در که ،Γ (B(H)) گراف همبندي اثبات به بخش، اين در
است. شده ثابت [١]

صورت اين در باشد. مختلط اعداد مجموعه روي جدايي پذير نامتناهي بعد با هيلبرت فضاي يک H کنيم فرض [٢. ٣ قضيه ،١] .٢. ١ قضيه
.{A}′ = {T}′ ،A ∈ {T}′ هر براي که است موجود T ∈ B(H) کران دار خطي عمل گر

است. B(H) در وارون ناپذير عمل گر يک T عمل گر ،[١] مرجع در ٣.١ لم اثبات در (٣.٢a) معادله طبق .٢. ٢ ملاحظه

رويم. مي نامتناهي بعد با فضاهاي سراغ به ابتدا،

Γ (B(H)) صورت اين در باشد. مختلط اعداد مجموعه روي نامتناهي بعد با جدايي پذير هيلبرت فضاي يک H کنيد فرض .٢. ٣ قضيه
است. همبند گراف يک

دهيم نشان بايد گراف، همبندي اثبات براي .AB = BA و باشند دلخواه اسکالر غير عمل گر دو A, B ∈ B(H) کنيم فرض اثبات.
،AT = TA اگر که است موجود T ∈ B(H) عمل گر ،٢. ١ قضيه طبق دارد. وجود Γ (B(H)) در B و A بين مسير يک که

گيريم: مي نظر در را زير هاي حالت .ET = TE داريم ،EA = AE که E ∈ B(H) هر براي آنگاه
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هر براي بنابراين، .ET ̸= TE هرگاه ،BE ̸= EB و AE ̸= EA آنگاه ،BT = TB و AT = TA اگر (i
مسير ،ET ̸= TE که به طوري E ∈ B(H)

A E B

داريم. Γ (B(H)) در را

مسير آنگاه ،BT ̸= TB و AT ̸= TA اگر (ii
A T B

داريم. Γ (B(H)) در را

مسير ،(i) حالت مانند E انتخاب با ،BT ̸= TB و TA = AT اگر (iii
A E T B

داريم. Γ (B(H)) در را
مي شود. ثابت حکم و است همبند فوق گراف بنابراين،

مي کنيم. ثابت است، متناهي بعد با H که حالتي در را Γ (B(H)) گراف همبندي حال،
همبند گرافي Γ (B(H)) صورت اين در باشد. مختلط اعداد مجموعه روي متناهي بعد با هيلبرت فضاي يک H کنيم فرض .۴ .٢ قضيه

است.
است. همبند گرافي Γ (Mn(C)) کنيم ثابت است کافي بنابراين، .H ≃ Cn ،n ∈ N براي است، متناهي بعد با H که آنجا از اثبات.
روي که ناصفر درايه يک و ١ ≤ i, j ≤ n اگر .AB = BA که باشند غيراسکالر ماتريس دو A, B ∈ Mn(C) کنيم فرض پس
B ماتريس jام ستون يا jام سطر در نيست اصلي قطر روي که ناصفر درايه يک و A ماتريس iام ستون يا iام سطر در نيست اصلي قطر

مسير نتيجه در و BEjj ̸= EjjB و AEii ̸= EiiA صورت اين در باشد، موجود
A Eii Eij Ejj B

مي شود. کامل اثبات و داريم را
انديس هاي مي باشند، اسکالر غير ماتريس دو اين که آنجا از باشند. قطري ماتريس هاي B و A ماتريس هاي کنيم فرض حال،
و AEij ̸= EijA بنابراين .bi′i′ ̸= bj′j′ و aii ̸= ajj ،i′ ̸= j′ ،i ̸= j که موجودند ١ ≤ i, j, i′, j′ ≤ n

مسير لذا و EiiEi′j′ ̸= Ei′j′Eii و EiiEij ̸= EijEii آنگاه ،i = i′ اگر .BEi′j′ ̸= Ei′j′B

A Eij Eii Ei′j′ B

.j ̸= j′ و i ̸= i′ کرد فرض مي توان بنابراين يافت. را مناسب مسير مي توان مشابه به روش ،j = j′ اگر داريم. Γ (Mn(C)) در را
مسير نيز حالت اين در

A Eij Eii Eii′ Ei′i′ Ei′j′ B

داريم. را
١ ≤ i, j ≤ n است، اسکالر غير ماتريس Aيک چون باشد. غيرقطري ماتريس Bيک و قطري ماتريس Aيک کنيم فرض آخر، در
ماتريس ′jام ستون يا ′jام سطر در نيست اصلي قطر روي که ناصفر درايه يک کنيم فرض هم چنين، .aii ̸= ajj و ،i ̸= j که موجودند

مسير ،i ̸= j′ اگر .j ̸= j′ يا i ̸= j′ صورت، اين در باشد. B
A Eij Eii Eij′ Ej′j′ B

مسير ،i = j′ و j ̸= j′ اگر و

A Ej′j Ej′j′ B

مي شود. کامل اثبات و داشت خواهيم را

مي شود. حاصل به سادگي زير نتيجه ،۴ .٢ قضيه اثبات به کمک
است. همبند گراف يک Γ (Mn(F)) صورت اين در . n ≥ ٢ و n ∈ N و باشد ميدان يک F کنيم فرض .۵ .٢ نتيجه



١٧١ هيلبرت فضاي يک روي کران دار خطي عمل گرهاي نا جا به جايي گراف

جدايي ناپذير هيلبرت فضاهاي ٣
چند اثبات به ابتدا در مي کنيم. ثابت است، چدايي ناپذير هيلبرت فضاي يک H که حالتي در را Γ (B(H)) گراف همبندي بخش، اين در

پردازيم. مي مفيد لم

فشرده عمل گر هر براي که باشد چنان A ∈ B(H) و مختلط اعداد مجموعه روي هيلبرت فضاي يک H کنيم فرض .٣. ١ لم
.Ax = λxx که است موجود λx ∈ C ،x ∈ H هر براي صورت، اين در .AC = CA باشيم داشته ،C ∈ B(H)

است موجود ٠ ̸= x ∈ H کنيم فرض خلف، برهان به روش اثبات، کردن کامل براي نداريم. اثبات براي چيزي ،x = ٠ اگر اثبات.
که است موجود < x, Ax > روي Φ پيوسته خطي تابعک ،[۵ .٣ قضيه ،۶] قضيه طبق .Ax ̸= λx داريم، ،λ ∈ C هر براي که
دهيم، قرار ،y ∈ H هر براي اگر است. موجود H روي Φ از Φ̃ توسيع هان-باناخ، قضيه طبق .Φ(Ax) = ٠ و Φ(x) = ١

هم چنين است. فشرده عمل گر يک K آنگاه ،Ky = (Φ̃y)x

KAx = Φ̃(Ax)x = ٠,

AKx = Φ̃(x)Ax = Ax

.Ax = λxx که دارد وجود ،λx ∈ C بنابراين است. تناقض يک که Ax = ٠ مي شود نتيجه فرض، از لذا و

فشرده عمل گر هر براي که باشد چنان A ∈ B(H) و مختلط اعداد مجموعه روي هيلبرت فضاي يک H کنيم فرض .٣. ٢ لم
.A = λI که است موجود λ ∈ C صورت، اين در .AC = CA باشيم داشته ،C ∈ B(H)

و Ax١ = λx١x١ که موجودند λx١ , λx٢ ∈ C ،٣. ١ لم طبق باشند. خطي مستقل عضو دو x١, x٢ ∈ H کنيم فرض اثبات.
.Φj(xk) = δk,j داريم ،١ ≤ k, j ≤ براي٢ که Φ٢رويHموجودند Φ١و خطي عمل گرهاي دانيم، مي حال، .Ax٢ = λx٢x٢

کنيد: تعريف ،x ∈ H هر براي
Kx = Φ١(x)x٢ + Φ٢(x)x١.

بنابراين: .Kx٢ = x١ و Kx١ = x٢ است، فشرده عمل گر يک K نتيجه، در

KAx١ = K(λx١x١) = λx١x٢,

AKx١ = Ax٢ = λx٢x٢.

مي شود. کامل اثبات و λx١ = λx٢ مي شود نتيجه فرض از

کنيم. ثابت را بخش اين اصلي قضيه تا ايم آماده حال،

همبند گرافي Γ (B(H)) صورت، اين در باشد. مختلط اعداد مجموعه روي چدايي ناپذير هيلبرت فضاي يک H کنيم فرض .٣. ٣ قضيه
است.

موجود λ ∈ C آنگاه ،Ax ∈< x > باشيم داشته ،x ∈ H هر براي که باشد چنان A ∈ B(H) اگر مي دهيم، نشان ابتدا اثبات.
.A = λI که است

λi ∈ C ،i ∈ I هر براي فرض، طبق باشد. H هيلبرت فضاي براي يکه متعامد پايه يک {ei}i∈I کنيم فرض نکته، اين اثبات براي
کرد فرض مي توان بنابراين، نداريم. اثبات براي چيزي ،λi = λj باشيم داشته i ̸= j هر براي اگر .Aei = λiei که است موجود

داريم: مي باشند، خطي مستقل ej, ek که آنجا از .x = ej + ek دهيد قرار حال، .λj ̸= λk که موجودند j, k ∈ I

Ax = Aej + Aek = λjej + λkek /∈< x >,

است. اسکالر عمل گر يک A بنابراين، است. تناقض يک که
عمل گر يک نيز B∗ صورت، اين در .AB = BA و باشند اسکالر غير عمل گر دو A, B ∈ B(H) کنيم فرض ادامه، در
که را x ⊗ y عمل گر .B∗y /∈< y > و Ax /∈< x > که موجودند x, y ∈ H شد، ثابت آن چه طبق و بود خواهد غيراسکالر

به صورت:
(x⊗ y)(z) =< z, x > y, z ∈ H,
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اين اثبات براي نمي شود. جا به جا B و A عمل گرهاي از هيچ کدام با خطي، عمل گر اين که مي کنيم ادعا مي گيريم. نظر در مي شود، تعريف
صورت: اين در S(x⊗ y) = (x⊗ y)S که باشد چنان S ∈ B(H) عمل گر کنيم فرض ادعا،

x⊗ Sy = S∗x⊗ y,

صدق شرايط اين از يکي در حداقل ،B و A عمل گرهاي از يک هر چون .Sy ∈< y > و S∗(x) ∈< x > دهد مي نتيجه که
لذا: و مي شود ثابت ادعا نمي کنند،

A x⊗ y B

است. Γ (B(H)) در مسير يک

مختلط هيلبرت فضاهاي ۴

اثبات از مستقيم نتيجه که را زير مهم قضيه ابتدا مي کنيم. ثابت را B(H) هاي زيرمجموعه برخي نا جا به جايي گراف همبندي بخش، اين در
مي کنيم. بيان است، ،٣. ٣ قضيه

صورت، اين در باشند. اسکالر غير عمل گر دو A,B ∈ H و مختلط اعداد مجموعه روي هيلبرت فضاي يک H کنيم فرض .١ .۴ قضيه
که است موجود C ∈ H يک رتبه با عمل گر

A C B

است. Γ (B(H)) در مسير يک

است. ٣. ٣ قضيه اثبات روند مستقيم نتيجه اثبات.

باشد. H روي متناهي بعد با عمل گرهاي تمام زيرمجموعه F و مختلط اعداد مجموعه روي هيلبرت فضاي يک H کنيم فرض .٢ .۴ قضيه
است. همبند گرافي Γ (F) صورت، اين در

است. برقرار حکم ،١ .۴ قضيه طبق AB = BA که به طوري باشند، F در غيراسکالر عمل گر دو B و A کنيم فرض اثبات.

اين در باشد. H روي فشرده عمل گرهاي تمام مجموعه C و مختلط اعداد مجموعه روي هيلبرت فضاي يک H کنيم فرض .٣ .۴ قضيه
است. همبند گرافي Γ (C) صورت،

C ∈ B(H) يک رتبه با عمل گر ،١ .۴ قضيه طبق .AB = BA و باشند C در غيراسکالر عمل گر دو B و A کنيم فرض اثبات.
که است موجود

A C B

مي شود. کامل اثبات است، فشرده عمل گري متناهي، بعد با عمل گر هر که آنجا از است. Γ (B(H)) در مسير يک

در باشد. H در وارون ناپذير عمل گرهاي تمام مجموعه A و مختلط اعداد مجموعه روي هيلبرت فضاي يک H کنيم فرض .۴ .۴ قضيه
است. همبند گرافي Γ (A) صورت، اين

گيريم: مي نظر در را زير حالت دو اثبات.
ملاحظه طبق است، وارون ناپذير عمل گري E کرد فرض مي توان که آنجا از باشد، جدايي پذير هيلبرت فضاي يک H اگر اول: حالت

مي شود. ثابت حکم ،٢. ٣ قضيه اثبات و ٢. ٢
مي شود. ثابت حکم ،٣. ٣ قضيه اثبات به کمک باشد، چدايي ناپذير هيلبرت فضاي يک H اگر دوم: حالت

اين در باشد. H روي فردهلم عمل گرهاي تمام مجموعه D و مختلط اعداد مجموعه روي هيلبرت فضاي يک H کنيم فرض .۵ .۴ قضيه
است. همبند گرافي Γ (D) صورت،



١٧٣ هيلبرت فضاي يک روي کران دار خطي عمل گرهاي نا جا به جايي گراف

فشرده عمل گرهاي ،٣. ٢ لم طبق .AB = BA که به طوري باشند، D در اسکالر غير فردهلم عمل گر دو B و A کنيم فرض اثبات.
در K١, . . . , Kn فشرده عمل گرهاي ،٣ .۴ قضيه طبق .BC٢ ̸= C٢B و AC١ ̸= C١A که موجودند C٢ و C١ غيراسکالر

که موجودند B(H)
C١ K١ · · · Kn C٢

I−C١ ،I−Ki داريم ،١ ≤ i ≤ n هر براي ،[٢۵ .۴ قضيه ،٢٣ .۴ قضيه ،١٨ .۴ قضيه ،۶] طبق است. Γ (B(H)) در مسير يک
لذا: و مي باشند فردهلم عمل گرهاي I − C٢ و

A I − C١ I −K١ · · · I −Kn I − C٢,

مي شود. کامل اثبات و بود خواهد Γ (D) در مسيري
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Abstract: LetH be a Complex Hilbert space andB(H) be the algebra of all bounded linear operators on
H. The non-commuting graph of B(H), denoted by Γ (B(H)) is a graph whose vertices are non-scalar
bounded operators and two distinct verticesA andB are adjacent if and only ifAB ̸= BA. In this paper,
we prove the connectivity of Γ (B(H)) for separable and non-separable complex Hilbert spaces. Also
we show that the noncommuting graphs of the set of all finite rank operators onH, the set of all compact
operators on H, the set of all non-invertible operators on H and the set of all Fredholm operators on H
are connected graphs.
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