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در زير خطي شبه متر هاي از حاصل متقارن توپولوژي براي بئر رسته قضيه
موضعاً محدب مخروط هاي

* مطلبي محمد رضا ، يوسفي زينب

ايران اردبيل، اردبيلي، محقق دانشگاه ، علوم دانشکده کاربردها، و رياضيات گروه
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قرارداده بررسي مورد زيرخطي شبه مترهاي از حاصل متقارن توپولوژي در را مخروط ها بودن کامل   مقاله، در  اين چکيده:
از توسيعي سپس دوم اند. رسته از متقارن توپولوژي به نسبت همسايگي ها متقارن کامل مخروط در که مي  کنيم ثابت و

مي کنيم. ارائه شبه متري موضعاً محدب مخروط هاي در القائي متقارن توپولوژي براي را بئر رسته قضيه

بئر. رسته قضيه متقارن، کامل مخروط زيرخطي، شبه متر کليدي: واژه هاي

46A03; 46A16; 46A30 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
شبه مترهاي از حاصل موضعاً محدب توپولوژيکي ساختارهاي و [٩–۶] مراجع در موضعاً محدب مخروط هاي اصلي در توپولوژي هاي بودن  کامل 
متقارن کامل شبه متري موضعاً محدب مخروط هاي و همسايگي ها خواص از برخي مقاله، اين در گرفته اند. قرار بحث مورد [١٢ ،۴] در زير خطي
مورد اساسي مفاهيم ابتدا در مي کنيم. ارائه زير خطي شبه مترهاي از القائي متقارن توپولوژي به را بئر رسته قضيه از توسيعي و نموده بررسي را

مي کنيم. مرور [۴] مرجع از را موضعاً محدب مخروط هاي درباره نياز
(λ, a) → λa اسکالر ضرب عمل يک و (a, b) → a+ b جمع عمل يک با همراه P مجموعه از است عبارت مرتب مخروط
با اختصار به  (يا ٠P با که است موجود نيز جمع عمل خنثي عضو و بوده شرکت پذير و تعويض پذير جمع عمل .λ ≥ ٠ نامنفي اسکالرهاي با
a ∈ P و λ, µ ≥ ٠ هر براي يعني است، برقرار توزيع پذيري و شرکت پذيري خواص نيز اسکالر ضرب عمل براي مي شود. داده نشان (٠

داريم:

λ(µa) = (λµ)a, (λ+ µ)a = λa+ µa, λ(a+ b) = λa+ λb, ١a = a, ٠a = ٠.
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اگر يعني است، سازگار جبري اعمال با به طوري که است ترايابي و بازتابي خاصيت دو با ≤ (جزئي) ترتيب يک داراي P مخروط به علاوه،
توسيع يافته اسکالر ميدان مثال، به عنوان .λa ≤ λb و a + c ≤ b + c داريم λ ≥ ٠ و a, b, c ∈ P هر براي آن گاه ، a ≤ b
مي کنيم تعريف λ > ٠ هر براي ، به ويژه است. مرتب مخروط يک معمولي جبري اعمال و ترتيب با حقيقي اعداد از R = R∪{+∞}
لذا و بوده مرتب تساوي رابطه با P مخروط هر که است واضح ·٠ (+∞) = ٠ و λ (+∞) = +∞ ، λ+ (+∞) = +∞

است. برقرار نيز ترتيبي ساختار بدون مخروط هاي براي مرتب مخروط هاي به مربوط نتايج
است P از V مانند زير مجموعه اي P در مجرد همسايگي صفر دستگاه يک از منظور باشد. مرتب مخروط يک (P ,≤) فرض کنيم

برقرارند: زير ويژگي سه به طوري که

.v > ٠ ، v ∈ V هر به  ازاي (v١)

.w ≤ u, v به طوري که دارد وجود w ∈ V مانند عضوي ، u, v ∈ V هر به ازاي (v٢)

.λv ∈ V ، λ > ٠ هر و v ∈ V هر به ازاي (v٣)

به  طوري که باشد داشته وجود λ > ٠ مانند اسکالري v ∈ V و a ∈ P هر براي يعني باشند، کران دار پايين از P عضو هاي همه هرگاه
و بالايي توپولوژي در a ∈ P عضو هر همسايگي هاي مي شود. ناميده پر موضعاً محدب مخروط (P ,V) زوج آن گاه ، ٠ ≤ a + λv

مي شوند: تعريف زير به صورت به ترتيب پاييني

v(a) = {b ∈ P : b ≤ a+ v}, (a)v = {b ∈ P : a ≤ b+ v}, v ∈ V .

نشان vs(a) = v(a) ∩ (a)v با را متقارن توپولوژي در همسايگي ها و ناميده متقارن توپولوژي را فوق توپولوژي دو مشترک تظريف
صفر دستگاه شامل لزوماً و بوده پر موضعاً محدب مخروط Pيک هرگاه مي شود ناميده موضعاً محدب مخروط (P ,V) زوج بالاخره، مي دهند.
موضعاً محدب مخروط يک V = {ϵ ∈ R : ϵ > ٠} مجرد همسايگي صفر سيستم با R مخروط مثال، به عنوان نباشد. V همسايگي

است.
باشند: برقرار زير شرايط هرگاه گويند محدب شبه يکنواخت ساختار يک را U ⊂ P٢ محدب زير مجموعه هاي از U گردايه

.△ = {(a, a) : a ∈ P} که △ ⊂ U ، U ∈ U هر به ازاي (U١)

.W ⊆ U ∩ V به طوري که باشد داشته وجود W ∈ U مانند عضوي U, V ∈ U هر براي (U٢)

آن در که λU ◦ µU ⊆ (λ+ µ)U ، U ∈ U و λ, µ > ٠ هر براي (U٣)

λU ◦ µU = {(a, b) ∈ P٢ : ∃c ∈ P , (a, c) ∈ λU, (c, b) ∈ µU}.

.λU ∈ U ، λ > ٠ و U ∈ U هر براي (U۴)

، v ∈ V هر به ازاي که ṽ ⊆ P٢ مجموعه هاي همه گردايه آن گاه باشد، موضعاً محدب مخروط يک (P ,V) هرگاه

ṽ = {(a, b) : a ≤ b+ v},

داراي P مخروط روي U محدب شبه يکنواخت ساختار يک هرگاه ديگر، طرف از مي کند. تعريف P بر محدب شبه يکنواخت ساختار يک
باشد زير خاصيت

(٠, a) ∈ λU به طوري که باشد داشته وجود λ > ٠ مانند اسکالري U ∈ U و a ∈ P هر به ازاي (U۵)

به بيش تر توضيحات براي مي کند. ايجاد را محدب شبه يکنواخت ساختار همان و شده منجر P شامل پر موضعاً محدب مخروط يک به آن گاه
شود. مراجعه [۴] در اول فصل از ٢ .۵ بخش
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بئر رسته قضيه و متقارن کامل مخروط زير خطي، شبه متر هاي ٢
نامنفي اسکالر هاي با وار نقطه  اسکالر ضرب و جمع اعمال با را P٢ = P ×P ضربي حاصل  مخروط و بوده مخروط يک P کنيم فرض
شبه متر d : P٢ → R+ تابع ، [۴] در اول فصل از ۶ .۵ بخش مطابق .R+ := [٠,+∞] کنيم فرض و بگيريم نظر در λ ≥ ٠

باشند: برقرار زير خواص هرگاه مي شود ناميده زيرخطي

.d(a, a) = ٠ ، a ∈ P هر به ازاي (M١)

.d(a, b) ≤ d(a, c) + d(c, b) ، a, b, c ∈ P هر به ازاي (M٢)

.d((a, b) + (a′, b′)) ≤ d(a, b) + d(a′, b′) ، a, b, a′, b′ ∈ P هر به ازاي (M٣)

.d(λ(a, b)) = λd(a, b) ، λ ≥ ٠ و a, b ∈ P هر به ازاي (M۴)

باشد: زير خاصيت با P بر زيرخطي شبه متر يک d و بوده مخروط يک P کنيم فرض .٢. ١ تعريف

.d(٠, a) < +∞ ، a ∈ P هر به ازاي (M۵)

، λ > ٠ اسکالر هر ازاي به آن در که Ud = {Uλd : λ > ٠} مي دهيم قرار

Uλd = {(a, b) ∈ P٢ : d(a, b) ≤ ١/λ}.

شود). ديده [۴] اول درفصل ٧ .۵ گزاره ) مي کند ايجاد (U۵) شرط با P بر محدب شبه يکنواخت ساختار يک Ud اين صورت در
مي  دهيم قرار و (a, b) ∈ Uλd هرگاه a ≤ b+ vλd مي کنيم تعريف a, b ∈ P عضوهاي و λ > ٠ هر براي

Vd = {vλd : λ > ٠}.

به طوري که دارد وجود Vd = {٠} ⊕ Vd همسايگي صفر دستگاه با P ⊕ Vd٠ پر مخروط ، [۴] در اول فصل ۴ .۵ بخش مطابق
يعني مي دهند؛ تشکيل Vd براي پايه اي Vd عضو هاي و مي کنند ايجاد P روي را محدب شبه يکنواخت ساختار همان آن همسايگي هاي
به وسيله که را موضعاً محدبي مخروط .a ≤ b⊕ vλd مي کند ايجاب a ≤ b + vλd ، λ > ٠ اسکالر و a, b ∈ P عضو هاي براي
بيش تر جزئيات براي مي دهيم. نشان (P ,Vd) با و ناميده d به وسيله توليد شده شبه متري موضعاً محدب مخروط مي شود ايجاد P روي Vd

شود. مراجعه [١٢] مرجع به

معمولي اسکالر ضرب و جمع اعمال با R در غير  تهي محدب هاي زيرمجموعه همه از حاصل مخروط Conv(R) کنيم فرض .٢. ٢ مثال
مي کنيم: تعريف زير به صورت A,B ∈ Conv(R) براي را D : Conv(R)٢ → R+ تابع باشد. λ ≥ ٠ نامنفي اسکالر هاي با

D(A,B) = inf{λ > ٠ : A ⊆↓ B + λBR}, BR := [−١, ١]

آن در که
↓ B = {a ∈ R : ∃b ∈ B, a ≤ b}

اگر که توجه کنيم است. B به وسيله توليد شده نزولي مجموعه

{λ > ٠ : A ⊆ B + λBR} = ∅,

.D(A,B) := +∞ آن گاه
است. برقرار (M١) يعني ؛ D(A,A) = ٠ لذا ، A ⊆↓ A + λBR داريم A ∈ Conv(R) و λ > ٠ اسکالر هر براي
است. برقرار (M٢) به وضوح آن گاه ، D(B,C) = +∞ يا D(A,B) = +∞ هرگاه .A,B,C ∈ Conv(R) فرض کنيم

آن گاه ، λ, µ > ٠ که D(B,C) = µ و D(A,B) = λ اگر

A ⊆↓ B + λBR, B ⊆↓ C + µBR,

.D(A,C) ≤ D(A,B) +D(B,C) يعني ؛ A ⊆↓ C + (λ+ µ)BR درنتيجه
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دارد وجود λ > ٠ مانند اسکالري A ∈ Conv(R) هر براي است. بديهي (M۴) و بوده (M٢) مشابه (M٣) شرط بررسي
يک (Conv(R),VD) بنابراين است. برقرار نيز (M۵) يعني ؛ D({٠}, A) < +∞ لذا ، ٠ ∈↓ A + λBR به طوري که
شبه متري اند. موضعاً محدب مخروط هاي (Conv(R+),VD) و (Conv(R),VD) به ويژه، است. شبه متري مخروط موضعاً محدب

است شبه متري موضعاً محدب مخروط يک نيز (R,Vd) پس گرفت، نظر در Conv(R) از زير مخروطي توان مي را R مخروط چون
مي شود: تعريف زير به صورت (x, y) ∈ R٢ هر براي d : R٢ → R+ زير خطي شبه متر که

d(x, y) = D({x}, {y}) =
{

max {x− y, ٠}, y ̸= +∞,

٠, y = +∞.

شبه متري اند. موضعاً محدب مخروط هاي (R+,Vd) و (R+,Vd) به ويژه،
همه از حاصل مخروط P فرض کنيم و x− = −min{x, ٠} ، x+ = max{x, ٠} مي کنيم تعريف ، x ∈ R براي .٢. ٣ مثال

باشد: زير اسکالر ضرب و جمع اعمال با R در (xn)n∈N دنباله هاي

x+ y = (xn + yn)n∈N, λx = (λxn)n∈N (x, y ∈ P , λ ≥ ٠).

مي کنيم: تعريف x = (xn)n∈N ، x ∈ P هر براي

||x||∞ =
{

supn∈N |xn|, x ⊂ R,

+∞, ∃n ∈ N, xn = +∞.

را d∞ : ℓ∞(R) × ℓ∞(R) → R+ تابع و ℓ∞(R) := {(xn)n∈N ⊆ R : ||(x−
n )n∈N||∞ < +∞} مي دهيم قرار

مي کنيم: تعريف زير به صورت y = (yn)n∈N ، x = (xn)n∈N ، x, y ∈ ℓ∞(R) براي

d∞(x, y) =


||((xn − yn)

+)n∈N||∞ , ∃n ∈ N, yn < +∞,

٠, ∀n ∈ N, yn = +∞,

+∞, ∃n ∈ N, xn = +∞.

داريم x = (xn)n∈N ، x ∈ ℓ∞(R) هر براي مي کند. صدق (M١)-(M۴) شرط هاي در d∞ اين صورت در

d∞(٠, x) = ||((٠− xn)
+)n∈N||∞ = ||(x−

n )n∈N||∞ < +∞,

[١١] در ٢. ١٠ مثال با ) است شبه متري موضعاً محدب مخروط يک (ℓ∞(R),Vd∞) بنابراين مي کند. صدق نيز (M۵) شرط در d∞ لذا
شود). مقايسه

زيرند: به صورت P بر القائي متقارن همسايگي هاي ، (P ,Vd) شبه متري موضعاً محدب مخروط در .۴ .٢ ملاحظه

vsλd(a) = {b ∈ P : ds(a, b) ≤ ١/λ}, a ∈ P , λ > ٠,

از است عبارت P٢ بر ds متقارن زير خطي شبه متر آن در که

ds(a, b) = max{d(a, b), d−١(a, b)}, d−١(a, b) = d(b, a).

است: توصيف قابل زير به صورت Conv(R)٢ بر Ds متقارن زير خطي شبه متر مثال، به عنوان

Ds(A,B) =


| supA− supB|, supA ̸= +∞, supB ̸= +∞,

٠, supA = supB = +∞,
+∞, supA ̸= supB = +∞,
+∞, supA = supB ̸= +∞.

است: زير به صورت R٢ بر ds متقارن زير خطي شبه متر به ويژه،

ds(a, b) =


|a− b|, a ̸= +∞, b ̸= +∞,

٠, a = b = +∞,
+∞, a ̸= +∞, b = +∞,
+∞, a = +∞, b ̸= +∞.
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ايجاب کند a = b ، a, b ∈ P براي هرگاه تفکيک پذيرگويند را (P ,V) موضعاً محدب مخروط ، [۴] در ٣. ٨ تعريف مطابق
است تفکيک پذير P مخروط ، [۴] در ٣. ٩ گزاره به بنا است. پاييني توپولوژي به نسبت {a} تک عضوي مجموعه بستار a که ، a = b
متقارن توپولوژي در {a} بستار as آن در که as = {a} ، a ∈ P هر به ازاي يعني باشد، هاسدورف متقارن توپولوژي اگر فقط و اگر
موضعاً محدب مخروط يک نيز (P ,Vv) و بوده P در همسايگي صفر دستگاه يک Vv = {λv : λ > ٠} ، v ∈ V هر براي است.

است. تفکيک پذير نيز (P ,V) آن گاه باشند، تفکيک پذير v ∈ V ، (P ,Vv) موضعاً محدب مخروط هاي اگر که است واضح است.

به صورت را dv : P٢ → R+ تابع ، v ∈ V براي هرگاه .۵ .٢ ملاحظه

dv(a, b) = inf{λ > ٠ : a ≤ b+ λv}, ∀(a, b) ∈ P٢,

موضعاً محدب مخروط با (P ,Vv) و بوده (M۵) شرط با زير خطي شبه متر يک dv ، [١٢] در ۴ .٢ گزاره مطابق آن گاه تعريف کنيم،
باشد. تفکيک پذير (P ,Vdv) اگر فقط و اگر است تفکيک پذير (P ,Vv) به ويژه، است. معادل (P ,Vdv) شبه متري

کند: صدق زير شرط هاي در هرگاه مي ناميم زيرخطي متر را d زير خطي شبه متر .۶ .٢ تعريف

.d−١(a, b) = d(a, b) ، a, b ∈ P براي (M۶)

.d(a, b) ̸= ٠ آن گاه a ̸= b هرگاه ، a, b ∈ P براي (M٧)

P بر d به وسيله توليد شده متري موضعاً محدب مخروط را (P ,Vd) آن گاه کند، صدق  (M۵) شرط در P بر d زير خطي متر هرگاه
يعني صدق کند، (M٧) شرط در ds متقارن شبه متر هرگاه گوييم جدا کننده P مخروط بر را d زيرخطي شبه متر ، [١٢] مطابق ناميم. مي
توپولوژي به ويژه است؛ تفکيک پذير (P ,Vd) آن گاه باشد، جدا کننده d شبه متر هرگاه .ds(a, b) ̸= ٠ ، a ̸= b که a, b ∈ P براي

است. هاسدورف P بر القائي متقارن

ناميده مخروط E از P ̸= {θ} زير مجموعه باشد. θ صفر بردار با حقيقي توپولوژيکي برداري فضاي يک E کنيم فرض .٢. ٧ ملاحظه
به اين صورت E روي ≪ جزئي ترتيب x, y ∈ E براي .P ∩ −P = {θ} و λP ⊆ P ، λ ≥ ٠ هر به ازاي هرگاه مي شود
در intP ، [٢] در ٢. ١٠ ملاحظه مطابق است. P توپولوژيکي درون intP که y − x ∈ intP هرگاه x ≪ y مي شود: تعريف
هم چنين است. E در همسايگي صفر دستگاه يک لذا و مي کند صدق موضعاً محدب مخروط هاي به مربوط (v٣) و (v١) ، (v١) شرط هاي
به طوري که دارد وجود λ > ٠ مانند اسکالري ، c ∈ intP و x ∈ E هر به ازاي يعني کران دارند، پايين از intP به نسبت E عضو  هاي
فضا هاي تعريف در (E, intP ) با توجه به اين که است. پر موضعاً محدب مخروط يک (E, intP ) زوج بنابراين ·٠ ≪ x + λc
مشاهده براي دارند. مشابهي کاربردهاي موضعاً محدب مخروط هاي و مخروطي فضا هاي متر ي مي گيرد، قرار استفاده مورد مخروطي متري

مراجعه کرد. [١٣ ،١١ ،١–٣] مراجع به مي توان کاربرها اين از بعضي

A مجموعه باشد. تهي A بستار درون هرگاه گويند چگال هيچ جا را X از A زيرمجموعه باشد. توپولوژي فضاي يک X فرض کنيم
را آن نباشد اول رسته از A اگر نوشت. چگال هيچ جا زيرمجموعه هاي از شمارا اجتماع به صورت را آن بتوان هرگاه مي شود ناميده اول رسته از
بيش تر مطالعه براي باشد. دوم رسته از X در X از غير تهي باز زيرمجموعه هر هرگاه گويند بئر را X توپولوژي فضاي گويند. دوم رسته از

شود. مراجعه [١٠ ،۵] به
d زير خطي شبه متر از القائي متقارن توپولوژي به نسبت P هرگاه مي ناميم متقارن بئر را (P ,Vd) شبه متري موضعاً محدب مخروط
توسيعي و نموده بررسي شبه متري موضعاً محدب مخروط هاي از حاصل متقارن توپولوژي در را دوم رسته از همسايگي هاي ادامه، در باشد. بئر
ints(A) نماد با متقارن توپولوژي به نسبت را A درون .A ⊆ (P ,Vd) فرض کنيم مي کنيم. ارائه مخروط ها در را بئر رسته قضيه از

مي کنيم: تعريف زير به صورت P متقارن توپولوژي به نسبت را A بستار هم چنين داد. خواهيم نشان

cls(A) = {b ∈ P : ∀λ > ٠,∃a ∈ A, ds(a, b) ≤ λ}.

شود). مقايسه [۴] در اول فصل ، ۴ .٣ بخش (با

a ∈ P و λ > ٠ ، vsλd(a) متقارن همسايگي هاي آن گاه باشد، شبه متري موضعاً محدب مخروط يک (P ,Vd) هر گاه .٢. ٨ ملاحظه
وجود c ∈ cls(vsλd(a)) مانند عضوي γ > ٠ هر به ازاي آن گاه ، b ∈ cls(vsλd(a)) اگر واقع در بسته اند؛ متقارن توپولوژي در
پس است، دلخواه γ چون .ds(b, a) ≤ ds(b, c) + ds(c, a) ≤ γ + ١/λ بنابراين .ds(b, c) ≤ γ به طوري که دارد

.b ∈ vsλd(a) يعني ؛ ds(b, a) ≤ λ
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اين صورت: در .A ⊆ P و بوده شبه متري موضعاً محدب مخروط يک (P ,Vd) فرض کنيم .٢. ٩ ملاحظه
وجود دارد λ > ٠ اسکالر لذا a ̸∈ cls(A) آن گاه ، a ∈ P \ cls(A) اگر زيرا ؛ P \ cls(A) = ints(P \ A) (الف)
دارد وجود اي λ > ٠ آن گاه ، a ∈ ints(P \ A) اگر به عکس، .vsλd(a) ⊆ P \ A يعني ؛ vsλd(a) ∩ A = ∅ به طوري که

.a ∈ P \ cls(A) پس ، a ̸∈ λcls(A) لذا vsλd(a) ∩ A = ∅ يعني ؛ vsλd(a) ⊆ P \ A به طوري که
باشد؛ چگال متقارن توپولوژي در P \ cls(A) اگر فقط و اگر است چگال هيچ جا P در متقارن توپولوژي به نسبت A مجموعه (ب)

به طوري که دارند وجود λ > ٠ اسکالر و a ∈ P \ cls(A) عضو .cls(P \ cls(A)) ̸= P فرض کنيم زيرا

vsλd(a) ∩ (P \ cls(A)) = ∅,

λ > ٠ و a ∈ P هر ازاي به آن گاه ، cls(P \ cls(A)) = P اگر به عکس، است. تناقض که vsλd(a) ⊆ cls(A) بنابراين
.ints(cls(A)) = ∅ يعني ؛ (P \ cls(A)) ∩ vsλd(a) ̸= ∅ داريم

توپولوژي به نسبت (xn)n∈N هرگاه (P ,Vd) در xn → a مي نويسيم ، a ∈ P و (xn)n∈N ⊆ P دنباله براي .٢. ١٠ تعريف
، n ≥ nλ که n ∈ N هر به ازاي به طوري که داشته باشد وجود اي nλ ∈ N ، λ > ٠ هر به ازاي يعني باشد، همگرا a به متقارن
به ازاي به طوري که باشد موجود  اي nλ ∈ N ، λ > ٠ هر به ازاي هرگاه گوييم متقارن کوشي را (xn)n∈N دنباله .ds(xn, a) ≤ λ
هرگاه مي ناميم متقارن کامل را (P ,Vd) شبه متري موضعاً محدب مخروط .ds(xn, xm) ≤ λ ، m,n ≥ nλ که m,n ∈ N هر

باشد. همگرا متقارن توپولوژي به نسبت P در متقارن کوشي دنباله هر

فقط و اگر است متقارن کامل (P ,Vv) اين صورت در .v ∈ V و بوده موضعاً محدب مخروط يک (P ,V) فرض کنيم .٢. ١١ ملاحظه
باشد، متقارن کوشي (P ,Vv) در (xn)n∈N دنباله هرگاه درواقع، باشد. متقارن کامل (P ,Vdv) شبه متري موضعاً محدب مخروط اگر
؛ xm ≤ xn + λv و xn ≤ xm + λv ، m,n ≥ nλ براي به طوري که دارد وجود اي nλ ∈ N ، λ > ٠ هر به ازاي آن گاه

است. متقارن کوشي (P ,Vdv) در (xn)n∈N لذا و dsv(xn, xm) ≤ λ ، m,n ≥ nλ براي اگر فقط و اگر يعني

نسبت آن گاه باشد، داشته همگرا زيردنباله اي متقارن در توپولوژي و  بوده متقارن کوشي (P ,Vd) در (xn)n∈N دنباله هرگاه .٢. ١٢ گزاره
ست. همگرا متقارن توپولوژي به

اين صورت در .xni
→ y ، y ∈ P مانند عضوي به ازاي به طوري که باشد (xn)n∈N از زيردنباله اي (xni

)i∈N فرض کنيم اثبات.
، xni

→ y چون طرفي از .ds(xm, xn) ≤ ١
٢ ، m,n ≥ n٠ که m,n ∈ N هر به ازاي به طوري که دارد وجود اي n٠ ∈ N

اگر n ≥ n٠ هر براي اين صورت در .ds(y, xni
) ≤ ١/٢ ، i ≥ i٠ که i ∈ N هر به ازاي به طوري که دارد وجود اي i٠ ∈ N

.ds(y, xn) ≤ ds(y, xni
)+ds(xni

, xn) ≤ ١/٢+١/٢ ≤ ١ آن گاه ،ni ≥ n و i ≥ i٠ که شود انتخاب طوري i ∈ N
.xn → y بنابراين

مي کنيم. بيان زير به صورت شبه متري موضعاً محدب مخروط هاي در متقارن توپولوژي براي را کانتور اشتراک قضيه حال

به طوري که باشد مثبت اسکالرهاي از دنباله اي (λn)n∈N و بوده شبه متري موضعاً محدب مخروط يک (P ,Vd) هرگاه .٢. ١٣ قضيه
داشته (vsλnd

(xn))n∈N متقارن همسايگي هاي از نزولي دنباله هر به ازاي اگر فقط و اگر است متقارن کامل P آن گاه ، λn → +∞
⋂باشيم

n∈N

vsλnd(xn) ̸= ∅.

هر براي اين صورت در باشد. نزولي متقارن همسايگي هاي از دنباله اي (vsλnd
(xn))n∈N و بوده متقارن کامل P فرض کنيم اثبات.

ds(xm, xn) ≤ ١
٢nλ

≤ ١
٢λ آن گاه ، m,n ≥ nλ اگر m,n ∈ N هر به ازاي طوري که به دارد وجود اي nλ ∈ N ، λ > ٠

n٠ ∈ N هر به ازاي .xn → a به طوري که دارد وجود a ∈ P مانند عضوي بنابراين است. متقارن کوشي P در (xn)n∈N يعني ؛
درنتيجه و a ∈ vsλn٠d

(xn٠) داشت خواهيم ٢. ٨ ملاحظه از لذا .(xn)n≥n٠ ⊆ vsλn٠d
(xn٠) ⋂داريم

n∈N

vsλnd(xn) ̸= ∅.

m, n ∈ N براي به طوري که دارد وجود اي n٠ ∈ N ، λ = ٢ براي باشد. متقارن کوشي (xn)n∈N دنباله ض کنيم فر به عکس،
که m,n ∈ N براي به طوري که دارد وجود اي n١ ∈ N ، λ = ٢٢ براي هم چنين .ds(xm, xn) ≤ ١

٢ ، m,n ≥ n٠ که
داشت: خواهيم b ∈ vs٢d(xn٢) هر به ازاي آن گاه ، n٢ ≥ n٠, n١ اگر .ds(xm, xn) ≤ ١

٢٢ ، m,n ≥ n١

ds(b, xn١) ≤ ds(b, xn٢) + ds(xn٢ , xn١) < ١,



٢٠٧ موضعاً محدب مخروط هاي در زير خطي شبه مترهاي از حاصل متقارن توپولوژي براي بئر رسته قضيه

به طوري که مي آيد به دست P در متقارن همسايگي هاي از (vs٢i−١d(xni
))i∈N دنباله بنابراين .vsd(xn١) ⊇ vs٢d(xn٢) يعني

vs٢i−١d(xni
) ⊇ vs٢id(xni+١), i ∈ N.

درنتيجه است. a مانند عضوي داراي و بوده غير تهي
⋂

i∈N v
s
٢i−١d(xni

) اشتراک فرض، مطابق لذا

ds(a, xni
) ≤ ١

٢(i−١) → ٠ (i → +∞)

است. متقارن کامل P بنابراين .xn → a داشت خواهيم ٢. ١٢ گزاره از استفاده با لذا ، xni
→ a يعني

باشد مثبت اسکالرهاي از اي دنباله (λn)n∈N و بوده تفکيک پذير شبه متري موضعاً محدب مخروط يک (P ,Vd) هرگاه .١۴ .٢ نتيجه
(vsλnd

(xn))n∈N متقارن همسايگي هاي از نزولي هردنباله ازاي به اگر فقط و اگر است متقارن Pکامل آن گاه ،λn → +∞ به طوري که
باشد. نقطه اي تک

⋂
n∈N v

s
λnd

(xn) اشتراک ،

لذا ، ds(xn, b) ≤ ١
λn

و ds(a, xn) ≤ ١
λn

، n ∈ N هر به ازاي آن گاه ، a, b ∈
⋂

n∈N v
s
λnd

(xn) اگر اثبات.

ds(a, b) ≤ ds(a, xn) + ds(xn, b) ≤
١

٢λn

→ ٠.

.a = b داشت خواهيم P بودن تفکيک پذير از و ds(a, b) = ٠ بنابراين

λ > ٠ مانند اسکالري v ∈ V هر به ازاي هرگاه کران دارگويند، را a ∈ P عضو (P ,V) موضعاً محدب مخروط در .١۵ .٢ تعريف
فقط و اگر است کران دار a ∈ P عضو (P ,Vd) شبه متري موضعاً محدب مخروط در به ويژه، .a ≤ λv به طوري که باشد داشته وجود

.d(a, ٠) < +∞ اگر

اسکالر ساز توابع از حاصل متر از استفاده با و قرار گرفته مطالعه مورد مخروطي فضاهاي متري در اسکالر ساز توابع ، [١٣ ،٣] مراجع در
فضاهاي متري از اسکالر ساز توابع مفهوم همسايگي ها، از استفاده با ، [٢ ،١] در هم چنين است. شده آورده مخروطي فضاهاي متري از کاربردهايي
٢. ٢٩ قضيه ) ثابت نقطه قضيه از حالتي ابتدا ادامه، در است. قرار گرفته بحث مورد و داده شده توسيع موضعاً محدب مخروط هاي به مخروطي
اسکالر ساز توابع از حاصل زير خطي شبه متر استفاده با را آن سپس و نموده اثبات زير خطي شبه مترهاي از القائي متقارن توپولوژي در را ([١١] در

مي دهيم. تعميم موضعاً محدب مخروط هاي در اصلي متقارن توپولوژي به

يک T : P → P هرگاه باشد. تفکيک پذير و متقارن شبه متري کامل موضعاً محدب مخروط يک (P ,Vd) کنيم فرض .١۶ .٢ قضيه
يعني باشد، ٠ < α < ١ ثابت با انقباض تابع

d(T (a), T (b)) ≤ αd(a, b), ∀ a, b ∈ P ,

است. منحصر به فرد ثابت نقطه داراي T آن گاه باشد، کران دار T (a٠) ، a٠ ∈ P مانند عضوي براي و

کوشي (xn)n∈N دنباله مي دهيم نشان و xn = T (xn−١) = T n(x٠) ، x١ = T (x٠) ، x٠ = a٠ مي دهيم قرار اثبات.
، i ≥ ٢ هر براي فرض مطابق است. متقارن

d(xi, xi−١) = d(T (xi−١), T (xi−٢)) ≤ αd(xi−١, xi−٢) ≤ ... ≤ αi−١d(x١, x٠).

آن گاه ، m ≥ n اگر

d(xm, xn) ≤ d(xm, xm−١) + d(xm−١, xm−٢) + ...+ d(xn+١, xn)

≤ (αm−١ + αm−٢+, ...+ αn)d(x١, x٠)

≤ αn(
١− αm−n

١− α
)d(x١, x٠)

≤ αn(
١

١− α
)d(x١, x٠).
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و αn → ٠ چون

d(x١, x٠) ≤ d(x١, ٠) + d(٠, x٠) = d(T (a٠), ٠) + d(٠, a٠) < +∞,

به بنا ، xn = T (xn−١) چون .xn → x به طوري که دارد وجود x ∈ P مانند عضوي لذا است، متقارن کوشي (xn)n∈N دنباله
مي دهد: نتيجه که d(T (a), xn) ≤ αd(a, xn−١) داريم a ∈ P هر به ازاي فرض

d(T (a), x) ≤ αd(a, x), ∀a ∈ P .

همسايگي هاي از نزولي دنباله يک (vsλnd
(x))n∈N و λn → ∞ اين صورت در .λn = ( ١

α
)n مي دهيم قرار ، n ∈ N هر براي حال

آن گاه باشد، دلخواه a ∈ vsλnd
(x) هرگاه ديگر، طرف از است. P در x متقارن

ds(T (a), x) ≤ αds(a, x) ≤ ١
λn+١

,

داشت: خواهيم لذا و T (vsλnd
(x)) ⊆ vsλn+١d

(x) بنابراين .T (a) ∈ vsλn+١d
(x) يعني

T (
∞⋂
n=١

vsλnd(x)) ⊆
∞⋂
n=١

T (vsλnd(x)) ⊆
∞⋂
n=١

vsλn+١d
(x).

داريم: ١۴ .٢ نتيجه به بنا است، تفکيک پذير P چون
∞⋂
n=١

vsλnd(x) =
∞⋂
n=١

vsλn+١d
(x) = {x}.

آن گاه باشد، y مانند ديگري ثابت نقطه داراي T اگر است. ثابت نقطه يک x يعني ، T (x) = x در نتيجه

ds(x, y) = ds(T (x), T (y) ≤ αds(x, y),

.x = y داشت خواهيم است تفکيک پذير P چون و ds(x, y) = ٠ مي دهد نتيجه که

مي کنيم: تعريف زير به صورت را φv,b : P → R+ اسکالر ساز تابع ، b ∈ P و v ∈ V هر براي .٢. ١٧ تعريف

φv,b(a) = inf{t > ٠ : a ≤ b+ tv}, ∀ a ∈ P .

مي شود: تعريف زير به صورت φs
v,b : P → R+ متقارن اسکالر ساز تابع b ∈ P و v ∈ V هر براي هم چنين

φs
v,b(a) = max{φv,b(a), φv,a(b)}, ∀ a ∈ P .

.φs
v,b(a) = φs

v,a(b) ، a, b ∈ P براي که است واضح

.a = b ايجاب کند v ∈ V ، φs
v,b(a) = ٠ اگر فقط و اگر است تفکيک پذير (P ,V) موضعاً محدب مخروط [١] .٢. ١٨ نتيجه

φv ، ۵ .٢ ملاحظه مطابق آن گاه ، φv(a, b) = φv,b(a) تعريف کنيم ، (a, b) ∈ P٢ و v ∈ V هر براي هرگاه .٢. ١٩ ملاحظه
است. شبه متري موضعاً محدب مخروط يک (P ,Vφv) و بوده زير خطي شبه متر يک

باشد. تفکيک پذير و متقارن کامل (P ,Vv) ، v ∈ V هر براي بوده، موضعاً محدب مخروط يک (P ,V) فرض کنيم .٢. ٢٠ قضيه
صدق کند: زير انقباض شرط در T : P → P تابع ، ٠ < α < ١ براي هرگاه

φv(T (a), T (b)) ≤ αφv(a, b), ∀a, b ∈ P , v ∈ V

است. منحصر به فرد ثابت نقطه داراي T آن گاه باشد، کران دار T (a٠) ، a٠ ∈ P مانند عضوي براي و
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لذا ، T (a٠) ≤ λv به طوري که وجود دارد λ > ٠ مانند اسکالري ، v ∈ V هر به ازاي کران دار است، T (a٠) چون اثبات.
و متقارن کامل (P ,Vv) چون است. کران دار نيز Vφv به نسبت T (a٠) يعني ؛ φv(T (a٠), ٠) = dv(T (a٠), ٠) < +∞
هر به ازاي ، ١۶ .٢ قضيه طبق لذا است، تفکيک پذير و متقارن کامل نيز (P ,Vφv) ، ٢. ١١ و ۵ .٢ ملاحظه هاي به بنا است، تفکيک پذير
نسبت P مي دهيم نشان حال است. xv مانند منحصر به فردي ثابت نقطه داراي ، Vφv همسايگي صفر دستگاه به نسبت T تابع ، v ∈ V

، v ∈ V هر به ازاي آن گاه ، v١, v٢ ∈ V هرگاه دارد. منحصر به فرد ثابت نقطه نيز V همسايگي صفر دستگاه به

φs
v(xv١ , xv٢) = φs

v(T (xv١), T (xv٢)) ≤ αφs
v(xv١ , xv٢),

.xv١ = xv٢ داشت خواهيم ٢. ١٨ نتيجه از لذا ، φs
v(xv١ , xv٢) = ٠ ، v ∈ V هر براي مي دهد نتيجه که

متقارن توپولوژي به نسبت λ > ٠ ، a ∈ P ، vsλd(a) متقارن همسايگي هاي آن گاه باشد، متقارن کامل (P ,Vd) هرگاه .٢. ٢١ قضيه
دوم اند. رسته از P

vsd(a) =
⋃

n∈N An آن گاه نباشد، دوم رسته از vsd(a) متقارن همسايگي اگر کنيم. ثابت λ = ١ براي را گزاره است کافي اثبات.
n ∈ N و λ > ٠ هر به ازاي يعني ؛ ints(An) = ∅ و نبوده بسته متقارن توپولوژي به نسبت An ، n ∈ N هر به ازاي آن در که
به طوري که دارد وجود x١ ∈ vs٢λd(a) \ A١ مانند عضوي نيست، بسته متقارن توپولوژي به نسبت A١ چون .vsλd(a) ̸⊆ An ،

آن گاه ، b ∈ vs٢λd(x١) اگر .λ ≥ ٢ فرض کرد مي توان شود وارد خللي مسئله کليت به اين که بدون .vsλd(x١) ̸⊆ A١

ds(a, b) ≤ ds(a, x١) + ds(x١, b) ≤ ١/٢+ ١/٢ = ١,

.vs٢λd(x١) ⊆ vsd(a) \ A١ درنتيجه و vs٢λd(x١) ⊆ vsd(a) لذا
وجود x٢ ∈ vs٢٢d(x١) \ A٢ مانند عضوي لذا ، vs٢٢d(x١) ̸⊆ A٢ نيست، vsλd(a) شامل A٢ ، λ > ٠ هر براي چون
حاصل (vs٢nd(xn))n∈N دنباله روند، اين ادامه با .vs٢٢d(x٢) ⊆ vs٢d(x١) بنابراين .vs٢٢d(x٢) ⊆ vsd(a) \A٢ به طوري که دارد

به طوري که مي شود
vs٢n+١d(xn+١) ⊆ vs٢nd(xn) ⊆ vsd(a) \ An (n ∈ N).

.
⋂

n∈N v
s
٢nd(xn) ̸= ∅ داشت خواهيم ٢. ١٣ قضيه بنابه بنابراين

و y ̸∈
⋃

n∈N An يعني ؛ y ̸∈ An ، n ∈ N هر به ازاي اين صورت در .y ∈
⋂

n∈N v
s
٢nd(xn) فرض کنيم ديگر، طرف از

.ds(a, y) ≤ ds(a, xn)+ ds(xn, y) ≤ ١+ ١/٢n ، n ∈ N هر براي زيرا است؛ تناقض که ، y ̸∈ vsd(a) در نتيجه

زير از گردايه هر اشتراک متقارن توپولوژي در اگر فقط و اگر است متقارن بئر (P ,Vd) شبه متري موضعاً محدب مخروط .٢. ٢٢ نتيجه
باشد. چگال چگال، باز مجموعه هاي

به طوري که باشد P متقارن توپولوژي در غيرتهي باز زيرمجموعه هاي از گردايه اي (An)n∈N و بوده متقارن بئر P کنيم فرض اثبات.
، n ∈ N هر به ازاي (الف)، ٢. ٩ ملاحظه به بنا .cls(An) = P ، n ∈ N هر به ازاي

∅ = P \ cls(An) = ints(P \ An),

آن گاه ، cls(
⋂

n∈N An) ̸= P اگر حال است. بسته متقارن توپولوژي در زيرا است؛ هيچ جا چگال متقارن توپولوژي در P \ An لذا

P \ cls(
⋂
n∈N

An) ⊆ P \
⋂
n∈N

An ⊆
⋃
n∈N

(P \ An),

مي شود. تناقض موجب که است P متقارن توپولوژي در اول رسته از و غير تهي باز مجموعه يک P \ cls(
⋂

n∈N An) يعني
لذا بود، خواهد A مانند متقارن توپولوژي در اول رسته از و غير تهي باز مجموعه يک شامل آن گاه نباشد متقارن بئر P اگر به عکس،
ملاحظه در (ب) قسمت به بنا در نتيجه .A =

⋃
n∈N An به طوري که دارند وجود P در An چگال هيچ جا زير مجموعه هاي از شمارا گردايه

داشت: خواهيم لذا ، cll(P \ cll(An)) = P ، n ∈ N هر به ازاي ، ٢. ٩⋂
n∈N

P \ cll(An) ⊆
⋂
n∈N

P \ An ⊆ P \ A,

است. تناقض که نيست چگال متقارن توپولوژي در
⋂

n∈N P \ cll(An) اشتراک يعني
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است. متقارن بئر متقارن، کامل شبه متري موضعاً محدب مخروط هر .٢. ٢٣ نتيجه

متقارن توپولوژي در اول رسته از و غير تهي باز مجموعه يک A ⊆ P اگر اين صورت در باشد. متقارن کامل (P ,Vd) کنيم فرض اثبات.
متقارن توپولوژي در نيز vsλd(a) در نتيجه و A ⊇ vsλd(a) به طوري که دارند وجود λ > ٠ اسکالر و a ∈ A مانند عضوي آن گاه باشد،

مي کند. نقض را ٢. ٢١ قضيه که است اول رسته از

دارد وجود اي nλ ∈ N ، λ > ٠ هر به ازاي آن گاه باشد، Conv(R) در متقارن کوشي دنباله يک (An)n∈N هرگاه .٢۴ .٢ مثال
دهيم قرار اگر .Ds(Am, An) ≤ λ ، m,n ≥ nλ که m,n ∈ N هر براي به طوري که

a = sup
n∈N

inf An, b = inf
n∈N

supAn,

و [a, b] ∈ Conv(R) آن گاه
Ds([a, b], An) ≤ Ds(Am, An) ≤ λ,

نيز Conv(R+) و Conv(R) زير مخروط هاي مشابه، به طور است. متقارن کامل (Conv(R),VD) لذا و An → [a, b] يعني
مي باشند. متقارن  کامل

و a := supn∈N xn = infn∈N xn ∈ R آن گاه باشد، R در متقارن کوشي دنباله اي (xn)n∈N اگر خاص، حالت در
زير خطي شبه متر از القائي متقارن توپولوژي به نسبت R+ و R+ زير مخروط هاي به ويژه، است. متقارن کامل (R,Vd) لذا ، xn → a

متقارن اند. کامل d

لذا است. دوم رسته از متقارن توپولوژي در P مخروط ، ٢. ٢٣ نتيجه طبق آن گاه باشد، متقارن کامل (P ,Vd) هرگاه .٢۵ .٢ ملاحظه
از D زير خطي شبه متر از القائي متقارن توپولوژي در Conv(R+) و Conv(R) ، Conv(R) مخروط هاي ، ٢۴ .٢ مثال مطابق

دوم اند. رسته از متقارن توپولوژي در نيز R+ و R+ ، R به ويژه، دوم اند. رسته
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Abstract: In this paper, we investigate the completeness of cones in the symmetric topology induced by
the sublinear quasi-metrics and prove that the symmetric neighborhoods are of the second category in the
symmetric complete cone. Then we present an extension of the Baire category theorem for the symmetric
topology of locally convex quasi-metric cones.
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