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نامساوي و رازوميخين پايداري قضيه بر مبتني لغزشي مد کنترل کننده طراحي
تاخيري کسري مرتبه غير خطي سيستم هاي براي خطي ماتريسي
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شده استفاده تاخيري ، کسري مرتبه و غير خطي سيستم هاي براي مدلغزشي کنترل کننده يک از مقاله، اين در چکيده:
به گونه اي لغزشي مد کنترل کننده طراحي مقاله هدف است. نامعيني و اغتشاش حضور در مطالعه تحت سيستم است.
استفاده با برسند. لغزش سطح به متناهي زمان يک در سيستم متغيرهاي و شده مجانبي پايدار غير خطي سيستم که است
را پايداري براي لازم شرايط خطي، ماتريسي نامساوي و تاخيري کسري سيستم هاي پايداري براي رازوميخين قضيه از

کرده ايم. بررسي را پيش نهادي روش کارايي و نتايج صحت عددي مثال دو با نهايت ، در مي آوريم. به دست

خطي. ماتريسي نامساوي مدلغزشي، کسري، مرتبه سيستم هاي تاخيري، سيستم هاي کليدي: واژه هاي

.93D15; 93C10; 34K37 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
و تجزيه در مباحث جالب ترين از يکي به مي دهد، گسترش غير صحيح مرتبه به را صحيح مرتبه انتگرال و مشتق که کسري حسابان نظريه
است کنترل سيستم هاي در مهم جنبه يک پايداري .[٢۵] است شده تبديل کسري، مرتبه و غير خطي سيستم هاي ديناميکي رفتارهاي تحليل
.[١۴ ،١٣ ،٩] شده اند بررسي محققان توسط ميتاگ-لفلر پايداري محدود، زمان پايداري مجانبي، پايداري مانند پايداري نتايج مختلف انواع و
براي است. پيچيده عمل در سيستم ها اين پايداري داد، نشان غيرخطي سيستم هاي به عنوان مي توان را فيزيکي مسائل از بسياري در واقع،
خطي کسري سيستم هاي مرتبه پايداري که ١٩٩۶ سال از .[٢۴–٢٠] گرفته اند صورت زيادي پژوهش هاي غيرکسري کنترل سيستم هاي
اخير سال هاي  در است. گرفته قرار محققين زياد توجه مورد نيز کسري سيستم هاي پايدار سازي و پايداري به مربوط مسائل ،[١٩] شد ارائه
در هم گام سازي ،[١٧ ،١] در کنترل پذيري نتايج مثال، به عنوان آمده اند، به  دست کسري مرتبه و غير خطي سيستم هاي براي مختلفي نتايج
موثر رهيافت يک لياپانوف-کراسکوفسکي دوم مرتبه روش شده اند. بيان [٣٢ ،٣١] در تأخير با غيرخطي سيستم هاي پايداري مسئله و [۴]
براي روش اين ولي است غير قابل انکار غير خطي، سيستم هاي مطالعه در روش اين جاي گاه است غيرخطي سيستم هاي پايداري بررسي براي
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که است آن مشتق و لياپانوف-کراسوفسکي به موسوم تابعکي مبناي بر روش اين اساس نيست. آمد کار چندان تاخيري کسري سيستم هاي
ادامه نيز تاکنون و شده انجام مشکل اين رفع براي زيادي تلاش هاي است. مشکل بسيار تاخيري، کسري سيستم هاي براي آن ها محاسبه
چالشي و اهميت به توجه با .[٣۶ ،٢۶ ،١٠] است شده ثابت آن ها بودن ناقص يا و نادرستي تحقيق ها ، اين از برخي براي است. يافته
قضاياي تاخيري کسري سيستم هاي پايداري براي ساده و کارا رابطه نبودن دردسترس به توجه با دارد. ادامه هم  چنان تحقيقات موضوع، بودن
داده توسعه حالت ها اين از خاصي کلاس هاي براي -کراسکوفسکي لياپانوف و رازوميخين قضاياي مانند تاخيردار سيستم هاي پايداري به مربوط
نامساوي يک LMI است. LMI به اختصار يا خطي ماتريسي نامساوي است، گرفته قرار توجه مورد جديد تحقيق هاي در که ابزاري شده اند.
نمود. مشخص را ماتريس يک بودن معين منفي يا مثبت مي توان تصميم گيري متغيرهاي به نام متغير تعدادي براساس که است خطي ماتريس
مورد دارد وجود کنترلي مسائل در که قيدهايي و ماتريسي نامساوي هاي از بسياري در مي تواند ولي دارد خاصي صورت LMI يک چه اگر
کنترل مسئله هاي همه تقريبا است. شده ارائه LMI يک اغتشاش حضور بدون تاخيري کسري سيستم يک براي [٣] در گيرد. قرار استفاده
تحقيق هاي غيرخطي، سيستم هاي  در ناشناخته نامعيني و اغتشاش برابر در سيستم عمل کرد بهبود براي لذا، مواجه اند. نامعيني و اغتشاش با
کنترل کننده هاي ميان در سودمندند نامعيني و اغتشاش برابر در مقاوم کنترل کننده هاي .[٣٣ ،٣٠ ،٢٩ ،٢٧ ،٨] است گرفته صورت زيادي
شناخته کاملاً سيستم ها قوي عمل کرد به دست يابي هم چنين و گذرا پاسخ محاسبه براي موثر ابزاري به عنوان SMC يا لغزشي مد مقاوم،
و برده تعريف شده پيش از لغزش سطوح سمت به اوليه حالت از را حالت مسيرهاي که است اين لغزشي، مد تکنيک اصلي مزيت است. شده
جذاب ويژگي هاي ديگر از اين، بر علاوه .[۶] مي کند تضمين حالت فضاي در را لغزش سطح اين به متناهي زمان در دست رسي هم چنين
پايدار امکان و مختلف پارامترهاي به حساسيت عدم قبول، قابل گذراي پاسخ آسان، سازي پياده سيستم، مرتبه کاهش به مي توان لغزشي، مد
که است، لغزش سطح به سيستم مسيرهاي رساندن اول مرتبه لغزشي مد اصلي هدف ميان اين در نمود. اشاره غيرخطي، هاي سيستم کردن
شدن صفر بلكه صفر، به لغرش سطح كاهش تنها نه دوم مرتبه لغزشي مد از هدف بود. خواهد مفيد آشفتگي ها و قطعيت ها عدم کنترل براي
مد کنترل کننده اخيراً مي شود. استفاده لغزش سطح (r − ١) مرتبه ازمشتق ،r مرتبه لغزشي مد مورد در .[٧] است آن اول مرتبه مشتق
.[٢٨ ،١٨ ،١۵] است شده مطرح تصادفي سيستم هاي و آشوب ناک، سيستم هاي فازي، سيستم هاي مانند مختلف سيستم  هاي براي لغزشي
از است. گرديده ارائه کسري سيستم هاي از کلاس يک براي تاخير از مستقل لغزشي مد کنترل کننده يک ، LMI از استفاده بدون ،[٣۵] در
کسري مرتبه و غيرخطي سيستم هاي براي لغزشي مد طراحي مسئله به کمي توجه هنوز موجود، کارهاي به توجه با و فوق بحث هاي تمام
يک هنوز دارد، وجود سيستم عمل کرد کردن بهينه مانند قيدها برخي آن در که LMI بر مبتني لغزشي مد کنترل کننده طراحي و است شده
مي توان آن اساس بر که مي شود، ارائه کسري مرتبه انتگرال مدلغزشي کنترل بر مبتني استراتژي يک مقاله، اين در است. پژوهشي باز مسئله
لغزشي سطح يک هدف اين به رسيدن براي نمود. پايدار را نامعيني و اغتشاش شامل تاخيردار کسري مرتبه غيرخطي سيستم هاي از رده يک
لغزش سطح به رسيدن از پس حالت متغيرهاي که مي نماييم تضمين گسسته کنترل قانون يک انتخاب با و مي کنيم ارائه کسري انتگرالي
براي رازوميخين پايداري قضيه از استفاده با ادامه در مي کنيم. اثبات و بيان را قضيه اي موضوع اين اثبات براي ماند. خواهند باقي آن برروي
عددي مثال دو مي کنيم. بيان لغزش، سطح محاسبه در موثر پارامتر محاسبه براي قضيه اي ماتريسي، خطي نامساوي و تاخيردار سيستم هاي

مي رسانيم. پايان به گيري نتيجه با را مقاله اين نهايت، در است. شده شبيه سازي نتايج بودن کارا و قابليت نشان دادن براي

نياز مورد مفاهيم و تعاريف ٢
مي شود: تعريف زير به صورت x(t) تابع ، α مرتبه از ريمان-ليوويل کسري انتگرال .([١٢]) .٢. ١ تعريف

Iαt x(t) =
١

Γ(α)

∫ t

t٠

(t− s)α−١x(s)ds, (٢. ١)

است. گاما تابع Γ(α) آن در که

مي شود: تعريف زير به صورت x(t) تابع α > ٠ مرتبه از کاپوتو کسري مشتق .([١٢]) .٢. ٢ تعريف

C
t٠D

α
t x(t) =

١
Γ(n− α)

∫ t

t٠

(t− s)n−α−١x(n)(s)ds, t ≥ t٠ ≥ ٠, (٢. ٢)

داريم: ،٠ < α < ١ براي خاص، حالت در .n− ١ < α < n که به قسمي است صحيح عدد يک n که

C
t٠D

α
t x(t) =

١
Γ(١ − α)

∫ t

t٠

x
′
(s)

(t− s)α
ds, t > t٠ ≥ ٠. (٢. ٣)

.Ct٠D
١
tx(t) = x

′
(t) و C

t٠D
٠
tx(t) = x(t) داشت خواهيم به ويژه



٢٧٣ خطي ماتريسي نامساوي و رازوميخين پايداري قضيه بر مبتني لغزشي مد کنترل کننده طراحي

داريم: ،P ∈ Rn×n مشتق پذير و پيوسته برداري تابع براي و x(t) ∈ Rn مشتق پذير و پيوسته برداري تابع براي .([۵]) .٢. ٣ لم

Dα(xT (t)Px(t)) ≤ ٢xT (t)PDαx(t), ∀α ∈ (٠, ١), ∀t ≥ ٠. (۴ .٢)

داريم: B١ = BT
١ > ٠ و A١ = AT

١ که C١ و B١،A١ سازگار ابعاد با و ثابت ماتريس هاي براي .([٣]) شور) (نامساوي .۴ .٢ لم

A١ + CT
١ B

−١
١ C١ < ٠ ⇐⇒

[
A١ CT

١
C١ −B١

]
< ٠.

داريم: x, y ∈ Rn بردارهاي و δ > ٠ ثابت براي و سازگار ابعاد با Y و X هاي ماتريس براي .([۶]) کوشي) (نامساوي .۵ .٢ لم

٢xTXY y ≤ δ−١xTXTXx+ δyTY TY y.

داريم: ،F (t)F T (t) ≤ I شرط با F (t) ماتريس و δ > ٠ ثابت براي و سازگار ابعاد با Y و X ماتريس هاي براي .([١١]) .۶ .٢ لم

XF (t)Y + [XF (t)Y ]T ≤ δ−١XXT + δY TY.

است: زير به شکل υ(x, t) = xTx تابع (٠ < α < ١) α کسري مرتبه مشتق .([٣۴]) .٢. ٧ لم

Dα
t υ(t) = (Dα

t x)
T x+ xT (Dα

t x) + ٢Ψ, (۵ .٢)

آن: در که

Ψ =
∞∑
k=١

Γ(١ + α)
(
Dk

t x
)T (

Dα−k
t x

)
Γ(١ + k)Γ(١ − k + α)

. (۶ .٢)

.|Ψ| ≤ B∗xTx که به نحوي دارد وجود B∗ مثبت عدد يک و

غير توابعي v١, v٢, v٣ : R+ → R+ کنيم فرض .([٣٢]) دار) تاخير کسري مرتبه سيستم هاي براي رازوميخين (پايداري .٢. ٨ قضيه
اين در باشد. صعوي اکيدا تابعي v٢ و v(٠)١ = v(٠)٢ = ٠ و مثبت s > ٠ براي v١, v٢ اين بر علاوه باشند، پيوسته و کاهشي

که باشد موجود V : R+ × Rn → R+ به شکل V مشتق پذير و پيوسته تابع اگر صورت

v١(∥x∥) ≤ V (t, x) ≤ v٢(∥x∥), ∀t ∈ R+, x ∈ Rn,

که زماني هر هم چنين و

V (t+ θ, x(t+ θ)) ≤ q∗V (t, x(t)), q∗ > ١,∀θ ∈ [−τ, ٠], t ∈ R+,

باشد: قرار بر زير رابطه

Dα
t V (t, x(t)) ≤ −v٣(∥x∥), ٠ < α < ١,

است. پايدار مجانبي به طور Dα
t x(t) = f(t, xt) سيستم صورت آن در

مطالعه مورد سيستم معرفي ٣
: مي  گيريم نظر در را زير به شکل تاخيري کسري مرتبه غير خطي سيستم

C
t٠D

α
t x(t) = Ax(t) + Aτx(t− τ) +Bu(t) + f (t, x(t)) , t ≥ t٠,

x(t) = Φ(t), t٠ − τ ≤ t ≤ t٠.
(٣. ١)
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ماتريس هاي و سيستم کسري مرتبه نشان دهنده ٠ < α < ١ کنترل اند. بردار u(t) ∈ Rm و سيستم حالت بردار ،x(t) ∈ Rn که
يعني مي کند،  صدق ليپ شيتس شرط در که است غير خطي برداري تابعي f : Rn → Rn بردار ابعاد ند. نظر از سازگار و ثابت A,B,Aτ

∃λ > ٠, ∥f(x(t))∥ ≤ λ∥x(t)∥, ∀x(t) ∈ Rn,∀t ≥ t٠.

(٣. ١) سيستم براي ادامه در است. ثابت τ > ٠ زماني تاخير است. پيوسته نيز ،Φ(t) ∈ C ([t٠ − τ, t٠] ,Rn) آغازي شرايط تابع
عدم مي کنيم. طراحي اغتشاش حضور در آن پايدارسازي براي مدلغزشي مبناي بر کنترلي قانون يک و مي کنيم بررسي را قطعيت عدم اثر
غيرخطي سيستم يک در عدم  قطعيت گرفتن نظر در براي روش چندين شود. ناشي مختلفي منابع از مي تواند واقعي سيستم يک در قطعيت
شامل جملات يعني [١۶] است زمان با متغير و کران دار نرم با اغتشاش يک به عنوان آن گرفتن درنظر روش ها، اين از يکي دارد. وجود

مي دهيم: قرار زير به شکل را عدم  قطعيت

g (t , x(t), x(t− τ)) = ∆A(t)x(t) + ∆Aτ (t)x(t− τ), (٣. ٢)

داريم: آن در که

∆A(t) = G١F١(t)H١, ∆Aτ (t) = G٢F٢(t)H٢, (٣. ٣)

هم چنين و

Fi(t)F
T
i (t) ≤ In, i = ١, ٢. (۴ .٣)

را است، عدم قطعيت و اغتشاش شامل که را مقاله اين در مطالعه مورد سيستم لذا است. n مرتبه از هماني ماتريس نشان دهنده In آن در که
نمود: بيان زير به شکل مي توان

C
٠ D

α
t x(t) = (A+∆A(t))x(t)+ (Aτ +∆Aτ (t))x(t− τ)+Bu(t)+ f (t, x(t)) , t ≥ t٠. (۵ .٣)

تشکيل لغزشي جبران کننده و حالت متغير  هاي از کسري مرتبه انتگرال قسمت دو جمع از که لغزشي سطح يک پيش نهاد با نخست ادامه، در
براي و برسند لغزشي سطح اين به محدود زمان يک در سيستم حالت متغيرهاي که مي گردد طراحي لغزشي مد کنترلي قانون يک شد ه اند
حسب بر را بسته حلقه سيستم پايداري براي لازم شرايط رازوميخين پايداري قضيه از استفاده با سپس بمانند. باقي آن روي بعدي زمان هاي

مي کنيم. بيان خطي ماتريسي نامساوي

لغزشي مد کنترل کننده طراحي ۴
مي کنيم: تعريف زير به شکل را (٣. ١) سيستم براي انتگرالي لغزشي سطح

Λ(t) = CI١−αx(t)−
∫ t

t٠

C(A+BK)x(ξ)dξ, (١ .۴)

ماتريس شوند. محاسبه بايد که است، کنترل بهره ماتريس بردار K ∈ Rm×n و لغزش سطح بردار نشان دهنده Λ(t) ∈ Rm که
I١−α باشد. معکوس پذير CB که مي شود انتخاب به گونه  اي که است ثابت ماتريس يک مي شود تعيين ادامه در که C ∈ Rm×n

مي کنيم : تعريف زير به شکل را لغزشي سطح (۵ .٣) سيستم براي هم چنين است. ريمان-ليوويل کسري انتگرال نشان دهنده

Λ(t) = CI١−αx(t)−
∫ t

t٠

C [(A+∆(ξ)A+BK)x(ξ) + ∆Aτ (ξ)x(ξ − τ)] dξ. (٢ .۴)

نظرگرفتن در با محدود، زمان در لغزش سطح به را حالت متغيرهاي هم گرايي زير کنترلي قانون مي گيريم، نظر در را (٣. ١) سيستم .١ .۴ قضيه
مي کند: تضمين را (١ .۴) به شکل لغزش سطح

u(t) = Kx(t)− (CB)−١ρ(x(t)) sign(Λ(t)), (٣ .۴)
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که به طوري

ρ(x(t)) = β + (∥CAτ∥+ ∥C∥λ)| sup ∥x∥, (۴ .۴)

مي شود: تعريف زير به شکل که است علامت تابع sign[.] : Rm → Rm تابع اين جا در .β > ٠ هم چنين و

sign(Λ(t)) = [sign (Λi(t)]m×١ ,

آن در که

sign(Λi(t)) =


١, Λi(t) > ٠,
٠, Λi(t) = ٠, i = ١, · · · ,m,

−١, Λi(t) < ٠.

داريم: (١ .۴) رابطه در Λ(t)از مشتق گيري با اثبات.

Λ̇(t) = CDαx(t)− C[(A+BK)x(t)].

داريم: ،(٣. ١) رابطه از جاي گذاري با

Λ̇(t) = C(Ax(t) + Aτx(t− τ) +Bu(t) + f(x(t))− C[(A+BK)x(t)] (۵ .۴)
= CAτx(t− τ) + CBu(t) + Cf(x(t))− CBKx(t),

داريم: بالا در (٣ .۴) رابطه از جاي گذاري با

Λ̇(t) = CAτx(t− τ)− ρ sign(Λ(t)) + Cf(x(t)),

: مي کنيم تعريف زير به صورت را لياپانوف تابع نظر، مورد نتايج اثبات براي

V (t) =
١
٢
ΛT (t)Λ(t).

داريم: t به نسبت V از مشتق گيري با

V̇ (t) = ΛT (t)Λ̇(t)

= ΛT (t)(CAτx(t− τ)− ρ sign(Λ(t)) + Cf(x(t))

≤ ∥CAτx(t− τ)∥∥Λ(t)∥ − ρ∥Λ(t)∥+ ∥Cf∥∥Λ(t)∥
≤ (∥CAτx(t− τ)∥+ ∥Cf∥)∥Λ(t)∥ − ρ∥Λ(t)∥.

داريم: ∥f(x(t))∥ < λ∥x(t)∥ و ∥x(t− τ)∥ < sup ∥x(t)∥ چون

V̇ (t) ≤ (∥CAτx(t− τ)∥+ ∥Cf∥)∥Λ(t)∥ − ρ∥Λ(t)∥
≤ (∥CAτ∥+ ∥C∥λ) sup ∥x(t)∥∥Λ(t)∥ − ρ∥Λ(t)∥
= (∥CAτ∥+ ∥C∥λ) sup ∥x(t)∥ − ρ)∥Λ(t)∥
≤ −(−∥CAτ∥ − ∥C∥λ) sup ∥x(t)∥+ ρ)∥Λ(t)∥.

داريم: β بودن مثبت خاطر به و ρ = β + (∥CAτ∥+ ∥C∥λ)| sup ∥x∥ دادن قرار با

V̇ (t) = ΛT (t)Λ̇(t) ≤ −β∥Λ(t)∥ < ٠. (۶ .۴)

داريم: و مي رسد صفر به T ∗ مانند منناهي زمان يک در Λ(t) که نمود ثابت مي توان حال

t٠ ≤ T ∗ ≤| Λ(t٠)

β
| +t٠,
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لذا ،Λ(t٠) ̸= ٠ مي کنيم فرض کار اين براي مي رسند. لغزش سطح به حالت منحني هاي متناهي زمان يک در که است معنا بدين اين که
لذا .Λ̇(t) ≥ β داريم (۶ .۴) رابطه از ، Λ(t٠) < ٠ اگر گرفت. نظر در را منفي و مثبت حالت دو علامت، نظر از Λ(t٠) براي ∫مي توان t

t٠

Λ̇(t)dξ ≥
∫ t

t٠

βdξ = β(t− t٠) ⇒ Λ(t)− Λ(t٠) ≥ β(t− t٠).

داريم: صورت اين در ، Λ(t) = ٠ باشيم داشته اگر حال

−Λ(t٠) ≥ β(t− t٠) ⇒ −Λ(t٠) + βt٠ ≥ βt ⇒ t = T ∗ ≤ (−Λ(t٠)

β
) + t٠,

و Λ̇(t) ≤ −β داشت خواهيم Λ(t٠) > ٠ اگر ∫همچنين t

t٠

Λ̇(t)dξ ≤
∫ t

t٠

−βdξ = −β(t− t٠) ⇒ Λ(t)− Λ(t٠) ≤ −β(t− t٠).

مي گردد. اثبات T ∗ متناهي زمان در لغزش سطح به متغيرها هم گرايي دوحالت، در نتيحه دادن قرار هم کنار با لذا

به را حالت متغيرهاي هم گرايي ،١ .۴ قضيه در شده مطرح شرايط با (٣ .۴) کنترلي قانون مي گيريم، نظر در را (۵ .٣) سسيستم .٢ .۴ قضيه
مي کند. تضمين را (٢ .۴) به صورت لغزش سطح نظرگرفتن در با محدود، زمان در لغزش سطح

داريم: (٢ .۴) رابطه در Λ(t) از مشتق گيري با اثبات.

Λ̇(t) = CDαx(t)− C[(A+∆A+BK)x(t) + ∆Aτx(t− τ)]

= C((A+∆A)x(t) + (Aτ +∆Aτ )x(t− τ) +Bu(t) + f(t, x(t))

− (C[(A+∆A+BK)x(t) + ∆Aτx(t− τ)]

= CAτx(t− τ) + CBu(t) + Cg(t, x(t), x(t− τ))− CBKx(t),

داريم: بالا در (٣ .۴) رابطه از u جاي گذاري با

Λ̇(t) = CAτx(t− τ)− ρ sign(Λ(t)) + Cf(x(t)).

مي کنيم: تعريف زير به صورت را لياپانوف تابع نيز ،(۵ .٣) سيستم براي نظر مورد نتايج اثبات براي

V (t) =
١
٢
ΛT (t)Λ(t). (٧ .۴)

محدود، زمان در لغزش سطح به (۵ .٣) سيستم حالت متغيرهاي هم گرايي داد نشان مي توان ،١ .۴ قضيه اثبات با مشابه روندي طي با دقيقا حال
مي شود. تضمين

بسته حلقه سيستم پايداري ۵
رابطه هاي توسط تعريف شده لغزش سطح روي حرکت معادله مجانبي پايداري تضمين براي K ماتريس مناسب طراحي روش بخش، اين در

جاي گذاري با مي شود. ارائه (٢ .۴) و (١ .۴)

u(t) = Kx(t)− (CB)−١ρ(x(t)) sign(Λ(t)),

داريم: ،(٣. ١) سيستم معادله در

C
٠ D

α
t x(t) = (A+BK)x(t) + Aτx(t− τ)−B(CB)−١ρ(x(t)) sign(Λ(t)) + f (t, x(t)) . (١ .۵)
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داريم t > T ∗ به ازاي لغزش سطح برروي لذا مي رسند. لغزش سطح به متناهي زمان در حالت متغيرهاي ١ .۴ قضيه به توجه با حال
مي رسيم: زير بسته حلقه سيستم به درنتيجه Λ(t) = ٠

C
٠ D

α
t x(t) = (A+BK)x(t) + Aτx(t− τ) + f (t, x(t)) . (٢ .۵)

بود: خواهد زير به صورت بسته حلقه سيستم نيز ،(۵ .٣) سيستم براي هم چنين

C
٠ D

α
t x(t) = (A+BK +∆A)x(t) + (Aτ +∆Aτ )x(t− τ) + f (t, x(t)) . (٣ .۵)

اعداد و Y ماتريس و P معين مثبت و متقارن ماتريس اگر است پايدار ،(١ .۴) رابطه توسط تعريف شده مدلغزشي با (٣. ١) سيستم .١ .۵ قضيه
که به قسمي باشند موجود ،δ٣ ،δ٢ ،δ١ مثبت

M١ λP I
λP −δ٣I ٠
I ٠ −δ١I

 < ٠, (۴ .۵)

صورت آن در .δ١∥Aτ∥٢P < δ٢I مي کنيم فرض هم چنين .M١ = AP +PAT +BY + Y TBT + δ٢P + δ٣I که
مي شود. تضمين بسته حلقه سيستم پايداري نتيجه در که ،K = Y P−١ با مي شود برابر (٣ .۴) در K کنترل بهره ماتريس

قرار کار اين براي مي کنيم. اثبات را بالا نتايج تاخير، با همراه کسري مرتبه سيستم هاي براي رازوميخين پايداري قضيه از استفاده با اثبات.
مي دهيم:

V (t) = xTP−١x(t).

مي دانيم: جبر خطي از لذا است، معين مثبت P ماتريس چون

λmin(P
−١)xT (t)x(t) ≤ xT (t)P−١x(t) ≤ λmax(P

−١)xT (t)x(t).

بود: خواهد برقرار ،V (t) و ،v٢(x) ،v١(x) توابع براي رازوميخين قضيه شرط زير، به شکل ،v٢(x) ،v١(x) توابع انتخاب با لذا،

v١(x) = λmin(P
−١)∥x∥٢,

v٢(x) = λmax(P
−١)∥x∥٢.

است: زير به صورت بسته حلقه سيستم که مي دانيم (٢ .۵) رابطه از رازوميخين، قضيه ديگر شرط تحقق براي

C
t٠D

α
t x(t) = (A+BK)x(t) + Aτx(t− τ) + f (t, x(t)) .

داريم: ٢. ٣ لم از استفاده با حال

DαV (t) ≤ ٢xTP−١Dαx(t)

≤ ٢xTP−١ [(A+BK)x(t) + Aτx(t− τ) + f (t, x(t))]

≤ ٢xTP−١(A+BK)x(t) + ٢xTP−١Aτx(t− τ) + ٢xTP−١f(t, x(t)).

داريم: اول جمله براي جمله، سه مجموع به صورت بالا رابطه گرفتن نظر در با

٢xTP−١(A+BK)x = xT [P−١A+ ATP−١ + P−١BK +KTBTP−١]x.

داريم: کوشي) (نامساوي ۵ .٢ لم از دوم جمله براي

٢xTP−١Aτx(t− τ) ≤ δ١x
T (t− τ)AT

τ Aτx(t− τ) + δ−١
١ xTP−١P−١x.
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داريم: مي کند، صدق ليپ شيتس شرط در f اين که و ۵ .٢ لم از سوم، جمله براي

٢xTP−١f ≤ δ٣x
TP−١P−١x+ δ−١

٣ λ٢xTx.

داشت: خواهيم رابطه سه اين کيب تر با

DαV (t) ≤ xT [ P−١A+ ATP−١ + P−١BK +KTBTP−١ + δ٣P
−١P−١ + δ−١

٣ λ٢I

+ δ−١
١ P−١P−١]x+ δ١x

T (t− τ)AT
τ Aτx(t− τ).

مي دهيم: قرار رازوميخين، قضيه شرط از استفاده براي حال

q∗ = δ + ١ > ١, δ > ٠,

باشيم: داشته اگر لذا

V (t+ s, x(t+ s)) = xT (t+ s)P−١x(t+ s) < q∗xTP−١x, s ∈ [−τ, ٠].

: داريم بالا رابطه در s = −τ جاي گذاري با صورت اين در

xT (t− τ)P−١x(t− τ) < q∗xTP−١x.

داد: قرار مي توان قضيه، شرط طبق هم چنين

δ١∥Aτ∥٢P < δ٢I.

داريم: نتيجه در

δ١x
T (t− τ)AT

τ Aτx(t− τ) < δ٢x
T (t− τ)P−١x(t− τ) < δ٢q

∗xTP−١x.

داشت: خواهيم لذا

DαV (t) ≤ xTM∗x+ δ٢q
∗xTP−١x. (۵ .۵)

و q∗ = δ + ١ که

M∗ = P−١A+ ATP−١ + P−١BK +KTBTP−١ + δ٢P
−١P−١ + δ−١

٣ λ٢I + δ−١
١ P−١P−١.

داشت: خواهيم صفر، سمت به δ حد دادن قرار با پس ندارد. بستگي آن به (۵ .۵) رابطه چپ سمت و است، دلخواه پارامتر يک δ چون

DαV (t) ≤ xTMx. (۶ .۵)

آن در که

M = P−١A+ ATP−١ + P−١BK +KTBTP−١ + δ٢P
−١P−١ + δ−١

٣ λ٢I + δ−١
١ P−١P−١ + δ٢P

−١.

به: مي شود تبديل (۶ .۵) رابطه نتيجه در ،K = Y P−١ مي دهيم قرار و مي کنيم ضرب P در راست و چپ از را M حال

DαV (t) ≤ xT [AP + PAT +BY + Y TBT + δ−١
١ I + δ٢P + δ٣I + δ−١

٣ λ٢PP ]x.

باشيم: داشته اگر DαV (t) ≤ ٠ شور) (نامساوي ۴ .٢ لم طبق نتيجه M١در λP I
λP −δ٣I ٠
I ٠ −δ١I

 < ٠,

رابطه چون نهايت در .M١ = AP + PAT +BY + Y TBT + δ٢P + δ٣I که

V (t+ θ, x(t+ θ)) ≤ q∗V (t, x(t)), q∗ > ١, θ ∈ [−τ, ٠],

مي شود. کامل اثبات و مي کند تضمين را بسته حلقه سيستم پايداري رازوميخين، قضيه پس DαV (t) ≤ ٠ مي دهد نتيجه
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Y ماتريس و P معين مثبت و متقارن ماتريس اگر است پايدار لغزش سطح روي (٢ .۴) تعريف شده لغزشي مد با (۵ .٣) سيستم .٢ .۵ قضيه
که به قسمي باشند موجود δ۵،δ۴،δ٣ ،δ٢ ،δ١ مثبت اعداد و

N٢ PHT
١ G٢ P

√
٢β∗ λP I

∗ −δ٣I ٠ ٠ ٠ ٠
∗ ∗ −δ۴I ٠ ٠ ٠
∗ ٠ ٠ −β∗I ٠ ٠
∗ ٠ ٠ ٠ −δ۵I ٠
∗ ٠ ٠ ٠ ٠ −δ١I

 < ٠, (٧ .۵)

δ١∥Aτ∥٢P + مي کنيم فرض هم چنين .N٢ = AP + PAT + BY + Y TBT + δ٢P + δ۵I + δ٣G١G
T
١ که

صورت اين در که ،K = Y P−١ با بود خواهد برابر (٣ .۴) رابطه در K کنترل بهره ماتريس صورت آن در .δ۴H٢H
T
٢ P < δ٢I

مي شود. تضمين بسته حلقه سيستم پايداري

اين براي مي کنيم. اثبات را بالا سيستم پايداري تاخير، با همراه کسري سيستم هاي مرتبه براي رازوميخين پايداري قضيه از استفاده با اثبات.
مي دهيم: قرار کار

V (t) = xTP−١x(t).

مشتق V (t) از ٢. ٧ لم از استفاده با سوم شرط براي است. قرار بر V براي رازوميخين قضيه دوم و اول شرط که مي دانيم ١ .۵ قضيه از
مي گيريم:

DαV (t) = (Dαx)T P−١x+ xTP−١ (Dαx) +
∞∑
k=١

Γ(١ + α)
(
Dkx

)T
P−١

(
Dα−kx

)
Γ(١ + k)Γ(١ − k + α)

,

داريم: ،(٣ .۵) رابطه از بسته حلقه سيستم براي جاي گذاري با

DαV (t) = [Aeqx(t) + Aτx(t− τ) + g(t, x(t), xτ (t) + f(t, x(t)]TP−١x

+ xTP [Aeqx(t) + Aτx(t− τ) + g(t, x(t), xτ (t)) + f(t, x(t)] + ٢Ψ∗, (٨ .۵)

آن در که

g(t, x(t), x(t− τ)) = ∆Ax(t) + ∆τx(t− τ),

و

Aeq = A+BK,

يک به ازاي و است کران دار کسري، مرتبه مشتق هاي از نامتناهي سري اين مي دانيم ،Ψ∗ =
∑∞

k=١
Γ(١+α)(Dk

t x)
T
P−١(Dα−k

t x)
Γ(١+k)Γ(١−k+α)

و
:[٣۴ ،٧] داريم β∗ مثبت و ثابت عدد

|Ψ∗| ≤ β∗xTx(t).

داريم: اول جمله براي جمله، چهار مجموع به صورت ،DαV (t) براي (٨ .۵) رابطه گرفتن نظر در با حال

xT [AT
eqP

−١ + P−١Aeq]x = xT [P−١A+ ATP−١ + P−١BK +KTBTP−١]x,

داريم: کوشي) (نامساوي ۵ .٢ لم از دوم جمله براي هم چنين

٢xTP−١Aτx(t− τ) ≤ δ١x
T (t− τ)AT

τ Aτx(t− τ) + δ−١
١ xTP−١P−١x,
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داريم: ۶ .٢ لم از سوم، جمله براي

٢xTP−١(∆Ax(t) + ∆τx(t− τ)) = ٢xTP−١(G١F١(t)H١x(t) +G٢F٢(t)H٢x(t− τ))

≤ δ٣x
TP−١G١G

T
١ P

−١x+ δ−١
٣ xTHT

١ H١x(t)

+δ−١
۴ xTP−١G٢G

T
٢ P

−١x+ δ۴x
T (t− τ)HT

٢ H٢x(t− τ),

هم چنين

٢xTP−١f(t, x(t)) ≤ δ۵x
TP−١P−١x+ δ−١

۵ f(t, x(t))fT (t, x(t)).

داشت: خواهيم پس

٢xTP−١f(t, x(t)) ≤ δ۵x
TP−١P−١x+ δ−١

۵ λ٢xTx.

داريم: نتيجه در

DαV (t) ≤ xT [ P−١A+ ATP−١ + P−١BK +KTBTP−١ + δ−١
١ P−١P−١ + δ٣P

−١G١G
T
١ P

−١

+ δ−١
٣ HT

١ H١ + δ−١
۴ P−١G٢G

T
٢ P

−١ + δ۵P
−١P−١ + δ−١

۵ λ٢I + ٢β∗I]x

+ xT (t− τ)[δ١A
T
τ Aτ + δ۴H

T
٢ H٢]x(t− τ).

داريم: قضيه فرض طبق

[δ١A
T
τ Aτ + δ۴H

T
٢ H٢] < δ٢P

−١.

لذا

DαV (t) ≤ xTN∗x+ δ٢x
T (t− τ)P−١x(t− τ),

آن در که

N∗ = [ P−١A+ ATP−١ + P−١BK +KTBTP−١ + δ−١
١ P−١P−١ + δ٣P

−١G١G
T
١ P

−١

+ δ−١
٣ HT

١ H١ + δ−١
۴ P−١G٢G

T
٢ P

−١ + δ۵P
−١P−١ + δ−١

۵ λ٢I + ٢β∗I].

مي دهيم: قرار رازوميخين، قضيه از استفاده براي حال

q∗ = δ + ١ > ١, δ > ٠,

باشيم: داشته اگر لذا

xT (t+ s)P−١x(t+ s) < q∗xTP−١x, , s ∈ [−τ, ٠],

داريم: s = −τ جاي گذاري با

xT (t− τ)P−١x(t− τ) < q∗xTP−١x,

صورت آن در

DαV (t) ≤ xTN∗x+ δ٢x
T (t− τ)P−١x(t− τ) ≤ xTN∗x+ δ٢q

∗xTP−١x,

داشت: خواهيم در نتيجه ،δ −→ ٠ مي دهيم قرار اين جا در و q∗ = δ + ١ که

DαV (t) ≤ xTN∗x+ δ٢x
TP−١x = xT (N∗ + δ٢P

−١)x. (٩ .۵)
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تبديل (٩ .۵) رابطه در نتيجه K = Y P−١ مي دهيم قرار و مي کنيم ضرب P در راست و چپ از را N∗
١ = N∗ + δ٢P

−١ حال
به: مي شود

DαV (t) ≤ xTN١x.

داريم: آن در که

N١ = [ AP + PAT +BY + Y TBT + δ−١
١ I + δ٣G١G

T
١

+ δ−١
٣ PHT

١ H١P + δ−١
۴ G٢G

T
٢ + δ۵I + δ−١

۵ λ٢PP + ٢β∗PP + δ٢P ].

: مي شود کامل اثبات ۴ .٢ لم از استفاده و زير، به شکل N٢ دادن قرار با حال

N٢ = AP + PAT +BY + Y TBT + δ٢P + δ۵I + δ٣G١G
T
١ .

.α = ٠٫٧ به ازاي باز حلقه ١: سيستم شکل

.τ = ١ به ازاي بسته حلقه سيستم متغيرهاي وضعيت :٢ شکل
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.α = ٠٫٧ به ازاي لغزش سطح نمودار :٣ شکل

.τ = ٣ بسته حلقه سيستم متغيرهاي وضعيت :۴ شکل

عددي مثال ۶
غيرخطي سيستم هاي پايداري براي را پيش نهادي روش کارايي و قابليت Matalb در سازي شبيه و عددي مثال چند ارائه با بخش، اين در

مي کنيم. ارائه تاخيري، کسري مرتبه
مي گيريم: نظر در را زير مشخصات با و α = ٠٫٧ با (٣. ١) به صورت سيستمي .١ .۶ مثال

C
٠ D

α
t x(t) =

−٩ ۵ −٨
−۴ −٣ ۵
−۴ ٩ ٠

x(t)+

 ٠٫۴ −١٫٢ ١٫٩
٠٫٢ −٠٫٩ ٠٫١
−٠٫١ −٠٫۵ ٢٫٧

x(t−τ)+

 ۴
−١
١٢

u(t)+

٠٫٨ sin(x٢
١(t))

٠٫٨ sin(x٢
٢(t))

٠٫٨ sin(x٢
٣(t))

 .

است. λ = ٠٫٨ ثابت با ليپ شيتس f(t, x(t)) تابع است. ناپايدار مي شود، ديده ١ شکل در که همان طور u = ٠ به ازاي سيستم اين
دهيم: قرار اگر است قرار بر (۴ .۵) LMI شرط ١ .۵ قضيه از استفاده با

P =

٠٫٢۴٩٩ ٠٫٠٨٣۵ ٠٫٠١۶۴
٠٫٠٨٣۵ ٠٫۶۴٣٠ ٠٫٠٢٧٠
٠٫٠١۶۴ ٠٫٠٢٧٠ ٠٫٠١۶٧

 , Y =
[
−٠٫١۴٨٩ −٠٫٣٩١٢ −٠٫٧٧٧٧٢

]
,

مي کنيم: تعيين زير به صورت را لغزشي مد کنترل کننده پارامترهاي حال .δ٣ = ٠٫۵١١٠ و ،δ٢ = ١٫٩١۵۵ ،δ١ = ١٫٣١٠۴ و

K = Y P−١ =
[

٢٫٣٢٩٩ ١٫٢٢۴٧ −۵٠٫٨۵٣٧
]
, C =

[
−٠٫١ ٠٫١ −٠٫١

]
,
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باشند. برقرار C بودن وارون پذير و β بودن مثبت بر مبني ١ .۴ قضيه شرايط که شده اند انتخاب به گونه اي C و β پارامترهاي .β = ١ و
مشاهده که همان طور مي دهند. نشان τ = ١ به ازاي را لغزش سطع و بسته حلقه سيستم متغيرهاي وضعيت ، به ترتيب ٣ و ٢ شکل هاي
است. برقرار تعريف شده لغزش سطح براي نيز متناهي زمان در دست  يابي قانون است. مطلوب حالت، متغيرهاي هم گرايي وضعيت مي شود
همان طور مي دهند. نشان τ = ٣ به ازاي را لغزش سطع و بسته حلقه سيستم متغيرهاي وضعيت ترتيب، به نيز ۵ و ۴ شکل هاي هم چنين
بالا، به صورت پارامترها يي با لغزشي مد کنترل کننده انتخاب با اغتشاش اثر رفع و بسته حلقه سيستم پايداري مي شود مشاهده شکل ها در که

است. شده استفاده (٣ .۴) رابطه در sign(Λ(t)) تابع به جاي Λ(t)
Λ(t)+٠٫٠۴ تابع از چترينگ پديده حذف براي مي شود. تضمين

.τ = ٣ به ازاي لغزش سطح نمودار :۵ شکل

.α = ٠٫٨۵ به ازاي باز حلقه سيستم :۶ شکل

مي گيريم: نظر در را زير مشخصات با نامعيني و اغتشاش حضور در و α = ٠٫٨۵ با (۵ .٣) به صورت سيستمي .٢ .۶ مثال

C
٠ D

α
t x(t) =

[
−۴ ۵٫۵
٨٫۵ ١٠

]
x(t)+

[
٠٫١ ٠
−٠٫١ ٠٫٢

]
x(t−τ)+

[
١٢
٠٫۵

]
u(t)+

[
٠٫٨ sin(x٢

١(t))
٠٫٨ sin(x٢

٢(t))

]
+g(t, x(t), x(t−τ)).

شده اند: گرفته نظر در زير به صورت عدم قطعيت به مربوط جملات آن، در که

g(t, x(t), x(t− τ)) = ∆Ax(t) + ∆Aτx(t− τ),
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.τ = ١ بسته حلقه سيستم متغيرهاي وضعيت :٧ شکل

.α = ٠٫٨۵ به ازاي لغزش سطح نمودار :٨ شکل

∆A = G١F١(t)H١, ∆Aτ = G٢F٢(t)H٢,

G١ =

[
١

٢٫۵

]
, F١ = sin(t), H١ =

[
١ ٠

]
, G٢ =

[
٠

٢٫٣

]
, F٢ = sin(t), H٢ =

[
١ ٠

]
.

با است. λ = ٠٫٨ ثابت با ليپ شيتس f(t, x(t)) تابع است. ناپايدار مي شود، ديده ۶ شکل در که همانطور u = ٠ به ازاي سيستم اين
دهيم: قرار اگر است قرار بر (٧ .۵) LMI شرط ٢ .۵ قضيه از استفاده

P =

[
١٫٠٩۴٩ −٠٫١٠٣٧
−٠٫١٠٣٧ ٠٫١۶٨٩

]
, Y =

[
−٢۵٫۵٣٩٩ −١٫٢۵٣٧

]
,

کنترل کننده پارامترهاي حال .δ۵ = ٠٫٣۶۶۶ و ،δ۴ = ١٣٫٨۴٩۵ ،δ٣ = ٠٫٣۴١٢ ،δ٢ = ٢٫٨۶۴۵ ،δ١ = ٢٨٫٠۶٧١ و
مي کنيم: تعيين زير به صورت را مدلغزشي

K = Y P−١ =
[
−٢۵٫۵٣٩٩ −١٫٢۵٣٧

]
, C =

[
١ ٠

]
,

برقرار C بودن وارون پذير و β بودن مثبت بر مبني ٢ .۴ قضيه شرايط که شده اند انتخاب به گونه اي  C و β پارامترهاي .β = ٠٫٠٠٠٠١ و
که همان طور مي دهند. نشان τ = ١ ازاي به را لغزش سطع و بسته حلقه سيستم متغيرهاي وضعيت به ترتيب، ٨ و ٧ شکل هاي باشند.
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کنترل کننده که مي دهد نشان سيستم تحليل مي رسند. آن به متناهي زمان از بعد سيستم متغير هاي و داشته وجود لغزش سطح مي شود مشاهده
نامعيني و اغتشاش برابر در مطلوبي عمل کرد سيستم مي شود باعث و کرده تضمين را حالت متغيرهاي سريع هم گرايي شده، طراحي مدلغزشي

است. شده استفاده (٣ .۴) رابطه در sign(Λ(t)) تابع به جاي Λ(t)
Λ(t)+٠٫٠۴ تابع از چترينگ پديده حذف براي نشان دهد. خود از

جمع بندي و نتيجه ٧
از استفاده با را قطعيت عدم و اغتشاش حضور در غير خطي تاخيري کسري سيستم هاي رده اي از مجانبي پايداري مسئله ما مقاله، اين در
سطح يک کار اين براي داده ايم. قرار مطالعه مورد خطي ماتريسي نابرابري از استفاده با و رازوميخين پايداري قضيه و مدلغزشي کنترل کننده
قرار بررسي مورد را کسري انتگرالي لغزش سطح وجود به مربوط شرايط نخست کرده ايم. ارائه جديد کسري مدلغزشي کنترل کننده و لغزش
محاسبه براي لازم شرايط شده اند. ارائه قضيه به صورت نتايج و آورده به دست حالت دو براي را تاخير از مستقل کنترل قانون سپس و داده
مزيت هاي از طراحي شده کنترل کننده بودن تاخير از مستقل کرده ايم. پيش نهاد خطي ، ماتريسي نابرابري قالب در را لغزش سطح پارامترهاي
آورده لغزشي، مد کنترل کننده از استفاده با نامعيني و اغتشاش اثر رفع براي اصلي، نتايج کارايي دادن نشان براي عددي مثال دو است. آن

داد. توسعه را به دست آمده نتايج مي توان بهينه سازي معيار يک به همراه سيستم گرفتن نظر در با است. شده
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Abstract: In this paper, a sliding mode control for systems that are nonlinear, having fractional order, and
involve delay is used. The aim of this paper is to design a sliding mode controller, such that the closed-
looped nonlinear system becomes asymptotically stable and its trajectory can be driven onto the sliding
surface in finite time. By using the fractional Razumikhin theorem for the stability of fractional-order
systems including delay and a linear matrix inequality, necessary conditions on asymptotic stabilization
are obtained. Some numerical examples are given to illustrate the effectiveness of the proposed results.
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