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مقدمه ١
قرار استفاده مورد غيره و رمزنگاري زيست شناسي، آمار، جمله از مختلف علوم در مسائل از بسياري مدل سازي در محاسباتي جبر ابزارهاي
مطالعه  رو اين از آوريم. به دست آن براي جوابي بايد که مي شوند چند جمله اي دستگاه يک به منجر مدل ها، اين اوقات اکثر در مي گيرند.

است. شده تبديل رياضيات در مهم موضوع يک به چند جمله اي ايده آل هاي
در بوخبرگر بار اولين براي مي گيرد. قرار استفاده مورد چند جمله اي ايده آل هاي مطالعه  براي محاسباتي تکنيک هاي از يکي به عنوان گربنر پايه
زمينه اين در تحقيق به مورا و مولر جمله از ديگري دانشمندان آن از پس داد. ارائه [٢] در گربنر پايه محاسبه  براي الگوريتمي ١٩۶۵ سال
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٣٠۵ زيست شناسي مدل هاي در آن کاربرد و نقاط مرتب ايده آل هاي محاسبه  براي الگوريتمي

در را F۵ الگوريتم ٢٠٠٢ سال در و [۵] در را F۴ الگوريتم ١٩٩٩ سال در فوژر . دادند[١٨] ارائه کارآمدتري الگوريتم هاي و پرداختند.
داد. ارائه گربنرند، پايه  محاسبه  براي بهينه تر الگوريتم هايي که [۶]

حل براي گربنر پايه  که اين جمله از است. نيز ضعفي نقاط داراي اما دارد چند جمله اي دستگاه هاي حل در به سزايي نقش گربنر پايه  که اين با
و مورين توسط مرزي پايه  به نام جديدي مفهوم منظور به همين نيست. برخوردار لازم پايداري از اعشاري ضرايب با چند جمله اي دستگاه هاي
است گربنر پايه  با مشابه ويژگي هايي داراي پايه اين است. برخوردار گربنر پايه  به نسبت بهتري پايداري از که شد معرفي [١٧] در همکارانش
صورت تا به حال گسترده اي طيف در صفر بعدي غير و صفر بعدي چند جمله اي ايده آل هاي براي مرزي پايه  مطالعه  است. آن از توسيعي واقع در و
و دادند ارائه [٨] در مرزي پايه  محاسبه براي الگوريتمي ٢٠٠۶ سال در کروتزر و کهراين . [٢١ ،٢٠ ،١۶ ،١٢ ،١٠ ،٩ ،٧] است گرفته

دارد. ادامه تا به امروز که پرداختند زمينه اين در گسترده اي تحقيقات به آن از پس
برداري فضاي براي پايه  يک تشکيل که است مرتب ايده آل  به موسوم تک جمله اي هايي مجموعه  مرزي، پايه  در مطالعه مورد اصلي عنصر
مفهوم اين از استفاده با [١] در همکاران و هاشمي است. برخوردار ويژه اي اهميت از آن ها مطالعه بنابراين مي دهد. خارج قسمتي حلقه  از حاصل

پرداختند. آماري مدل هاي اين کارايي توضيح و واقعي داده هاي مبناي بر مختلف مدل هاي محاسبه ي به
الگوريتم اولين [١٩] در ١٩٨٢ سال در مولر و بوخبرگر است. برخوردار بالايي اهميت از مدل سازي به مربوط مسائل در نيز نقاط ايده آل
چندگانگي داراي نقاط که حالتي براي مثال، به عنوان شد، معرفي توسيع يافته الگوريتم چندين آن از بعد دادند. ارائه را نقاط ايده آل محاسبه ي
محاسبه  براي الگوريتمي [۴] در گائو و فار ،٢٠٠۶ سال کرد. ارائه [١٣] در را نقاط ايده آل محاسبه از توسيعي ١٩٩١ سال در لاکشمن بودند
،٢٠١١ سال در نيست. کارآمد نقطه زيادي تعداد براي بوخبرگر-مولر الگوريتم به نسبت الگوريتم اين اما نمودند مطرح نقاط ايده آل گربنر پايه 
نقاط ايده آل کاربردهاي از يکي داد. ارائه نقاط ايده آل مرزي پايه  محاسبه ي براي را بوخبرگر-مولر الگوريتم از ديگري حالت [١١] در کروتزر
زماني سري هاي نقاط از متناهي مجموعه  يک در دست داشتن با است. زماني داده هاي پايه  بر ژني تنظيم ساز شبکه هاي در مدل هايي يافتن
براي روش يک [١۴] در همکارانش و لوبنباخر ،٢٠٠۴ سال در کرد. پيدا را ژن تنظيم ساز شبکه هاي براي مناسب مدل مي توان ژن بيان
سيستم يک نرمال شکل محاسبه  به آن ها دادند. ارائه به دست آمده، تجربي اطلاعات از استفاده با ژن تنظيم ساز شبکه هاي معکوس مهندسي
پايه  يافتن با آن ها کردند. استفاده محاسباتي جبر ابزار از منظور بدين و داشتند نياز ژن ها زماني سري هاي نقاط ايده آل به نسبت چند جمله اي
به دست بود، از پيش تعيين شده محک يک پايه  بر که را مناسب مدل يک گربنر، پايه  اين به نسبت نرمال شکل محاسبه  و نقاط ايده آل گربنر
داد قرار بررسي مورد را نقاط صفر کننده ي ايده آل به اختصاص يافته برداري فضاي پايه ي ساختار چندين لوندکويست ،٢٠١٠ سال در آوردند.

.[١۵] آورد به دست را چند جمله اي يک نرمال شکل برداري فضاي پايه هاي از استفاده با مي توان چگونه که داد نشان همچنين و
در منظور به همين است، اهميت داراي برداري فضاي براي پايه اي به عنوان مرتب ايده آل هاي محاسبه  که است آشکار بالا مطالب به توجه با
نسبت رويکرد اين در حقيقت در شد. خواهد ارائه خطي جبر مفاهيم بر مبتني پايه اين محاسبه  براي جديدي الگوريتم و روش حاضر مطالعه 
ارائه ژن تنظيم ساز شبکه هاي براي مناسب مدل يک آن از استفاده با و مي شود محاسبه برداري فضاي پايه ي يک تک جمله اي ترتيب هر به

مي گردد.
قسمت است، قسمت دو شامل بخش اين مي کنيم. معرفي را اوليه تعاريف و مفاهيم دوم بخش در که است صورت اين به مقاله اين ساختار
مرتب ايده آل هاي محاسبه  براي الگوريتمي سوم بخش در است. پايه مرزي به مربوط دوم قسمت و نقاط ايده آل و گربنر پايه  به مربوط اول
معکوس مهندسي روش از استفاده با ژني تنظيم ساز شبکه هاي مدل سازي در مرتب ايده آل هاي کاربرد به نيز چهارم بخش در مي دهيم. ارائه

مي کنيم. بيان را خود کار نتيجه  پايان در و مي پردازيم

اوليه مفاهيم ٢

نقاط ايده آل و گربنر پايه ٢. ١
است [٣] مرجع از بخش اين مطالب عمده ي مي پردازيم. نقاط ايده آل و گربنر پايه معرفي جهت اوليه تعاريف و مفاهيم بيان به قسمت اين در

کند. مراجعه آن به بيش تر جزئيات مطالعه  براي مي تواند خواننده که

و K ميدان در ضرايب با x١, . . . , xn متغيرهاي حسب بر چندجمله اي ها حلقه  R = K[x١, . . . , xn] کنيم فرض
مفهوم به نياز گربنر پايه  معرفي براي باشد. R تک جمله اي هاي تمام مجموعه Tn = {xα١

١ . . . xαn
n | αi ⩾ ٠, ١ ≤ i ≤ n}

پرداخت. خواهيم آن به ادامه در که داريم پيش رو جمله ي و پيش رو ضريب پيش رو، تک جمله اي تک جمله اي ها، ترتيب

است Tn مجموعه  روي رابطه يک ارز هم به طور يا و Zn
≥٠ روي ≺ رابطه  يک ،R حلقه  روي ≺ تک جمله اي ترتيب يک .٢. ١ تعريف

هرگاه:

باشد. Zn
⩾٠ روي کلي ترتيب يک ≺ .١

.α + γ ≺ β + γ آن گاه γ ∈ Zn
⩾٠ و α ≺ β اگر .٢
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باشد. عضو کوچک ترين داراي ≺ تحت ،Zn
≥٠ از تهي غير زيرمجموعه  هر که معنا اين به باشد. خوش ترتيب Zn

⩾٠ روي ≺ .٣

داشت. خواهيم را زير تعريف مقايسه اين به توجه با کرد. استفاده مقايسه تک جمله اي ها براي مي توان تک جمله اي ترتيب يک از

که را f = aαx
α + · · · + aγx

γ چند جمله اي باشد. R حلقه روي تک جمله اي ترتيب يک ≺ کنيم فرض .٢. ٢ تعريف
يعني ≺ ترتيب به نسبت f تک جمله اي بزرگ ترين ،f ساختار به توجه با مي گيريم. نظر در aα ̸= ٠ و xγ ≺ · · · ≺ xα

و LC(f) نماد هاي با به ترتيب را f پيش رو جمله و پيش رو ضريب مي ناميم. f پيش رو تک جمله اي و داده نمايش LT(f) نماد با را xα

مي کنيم: زيرتعريف به صورت و مي دهيم نمايش LT(f)

LC(f) = aα

و

LT(f) = aαx
α.

مي کنيم. معرفي مي گيرد قرار استفاده مورد مقاله اين در که را تک جمله اي ترتيب از معروف نمونه ي يک ادامه در

هرگاه α ≺lex β مي گوييم باشند. Zn
≥٠ در n-تايي دو β = (β١, . . . , βn) و α = (α١, . . . , αn) کنيم فرض .٢. ٣ تعريف

.α ≺lex β اگر xα ≺lex xβ مي نويسيم صورت اين در باشد. مثبت β − α چپ سمت صفر غير مولفه اولين

نظر در را z ≺lex y ≺lex x ترتيب و f = ۴xy٢z + ۴z٢ − ۵x٣ + ٧x٢z٢ ∈ K[x, y, z] چند جمله اي .۴ .٢ مثال
.LT(f) = −۵x٣ و LC(f) = −۵ ، LM(f) = x٣ داريم، صورت اين در مي گيريم.

مي پردازيم. گربنر پايه  معرفي به حال

از G = {g١, . . . , gt} متناهي زيرمجموعه مي گيريم. نظر در R چند جمله اي هاي حلقه روي را ≺ تک جمله اي ترتيب .۵ .٢ تعريف
هرگاه: مي گوييم ≺ ترتيب به نسبت I براي گربنر پايه يک را I ⊆ R ايده آل

⟨LT (g١), . . . ,LT(gt)⟩ =⟨LT(I)⟩

g ∈ G هر براي هرگاه گوييم کاهش يافته ≺ به نسبت را G گربنر پايه  هم چنين .LT (I) = {LT (f)|f ∈ I} آن در که

.LC(g) = ١ (١

نباشد. LT(G \ {g}) توسط شده توليد ايده آل به متعلق g از جمله اي هيچ (٢

مي کنيم. بيان زير گزاره  در را گربنر پايه  ويژگي هاي از يکي

يک ،f ∈ R چند جمله اي براي باشد. I براي گربنر پايه  يک G = {g١, . . . , gt} و ايده آل يک I ⊆ R کنيم فرض .۶ .٢ گزاره
دارد: وجود زير ويژگي هاي با r ∈ R چند جمله اي

نيست. تقسيم قابل LT(g١), . . . , LT(gt)از يک هيچ توسط r جملات از يک هيچ (١

.f = g + r به طوريکه دارد وجود g ∈ I عضو (٢

ندارد. اهميتي G عضوهاي گرفتن قرار ترتيب تقسيم اين در هم چنين مي ناميم. G به نسبت f نرمال شکل را r منحصربه فرد چند جمله اي

شود. ديده [٣] مرجع از ٢ · ۶ · ١ گزاره اثبات.

از پس داد. ارائه گربنر پايه محاسبه براي الگوريتمي ١٩۶۵ سال در بار اولين براي بوخبرگر کرديم، اشاره نيز مقدمه در که همان طور
محاسبه ي براي يافته تري توسعه الگوريتم هاي و شدند علاقه مند زمينه اين در مطالعه به محققان محاسباتي، تکنيک اين کارايي علت به آن
از يکي به مثال يک ارائه با ادامه در است. شده اجرا ميپل جمله از رياضي نرم افزارهاي از بسياري در الگوريتم ها اين کردند. طراحي گربنر پايه 

مي پردازيم. چند جمله اي دستگاه هاي حل يعني گربنر پايه  مهم کاربردهاي
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مي گيريم: نظر در را زير معادلات دستگاه .٢. ٧ مثال
x٢ + y٢ + z٢ = ۶
x٣ + y٣ + z٣ − xyz = −۴
xy + xz + yz = −٣.

باشد: زير به صورت توليد شده ايده آل I کنيم فرض

I = ⟨x٢ + y٢ + z٢ − ۶, x٣ + y٣ + z٣ − xyz + ۴, xy + xz + yz + ٣⟩

مي شود: مشخص زير چند جمله اي هاي با ≺lex ترتيب به نسبت I براي گربنر پايه  صورت اين در
g١(z) = z۶ − ۶z۴ + ۴z٣ + ٩z٢ − ١٢z + ۴ = (z − ١)۴(z + ٢(٢

g٢(y, z) = ۴٩y٢ + ١٢yz۵ − ١۶yz۴ − ١٨yz٣ + ٧٢yz٢ − ٣٧yz+
٣۶y − ١۶z۵ + ۵۴z۴ + ٢۴z٣ − ١۴۵z٢ + ١٨٠z − ١٩۵

g٣(x, y, z) = ۴٩x+ ۴٩y + ١٢z۵ − ١۶z۴ − ١٨z٣ + ٧٢z٢ − ٣٧z + ٣۶.

چند جمله اي يک g١(z) که است اين بالا دستگاه مزيت ولي است اوليه دستگاه معادل دستگاه اين جواب هاي که است اين توجه قابل نکته
g٢(y, z) = ٠ در z مقادير اين دادن قرار با مي آيد. به دست z = −٢ ،z = ١ مقدار آن حل با که است z حسب بر متغيره تک
به g٣(x, y, z) = ٠ معادله ي در مقادير اين تمامي کردن جاي گزين با پايان در مي آيند. به دست y = −٢ و y = ١ ريشه هاي

رسيد: خواهيم زير جواب هاي مجموعه

S = {(١, ٢−,١), (٢−,١, ١), (−٢, ١, ١)}.
داد. خواهيم ارائه را زير تعريف موضوع اين به توجه با است، متناهي I ايده آل جواب هاي مجموعه  گرديد مشاهده فوق مثال در که هم چنان

K شامل جبري بسته ميدان در جواب متناهي تعداد داراي I ايده آل با متناظر دستگاه اگر باشد، R در ايده آلي I کنيم فرض .٢. ٨ تعريف
گوييم. صفر بعدي ايده آل يک را I آن گاه باشد

است. صفربعدي ايده آل هاي تشخيص براي مناسبي محک زير قضيه ي

مي گيريم. نظر در K[x١, . . . , xn] روي تک جمله اي ترتيب يک باشد، ايده آل يک I ⊆ K[x١, . . . , xn] کنيم فرض .٢. ٩ قضيه
معادل اند: زير موارد صورت اين در

.xmi
i ∈ ⟨LT(I)⟩ که به طوري دارد وجود mi ≥ ٠ يک ،١ ≤ i ≤ n ،i هر براي (١

براي که به طوري دارد وجود mi يک ،١ ≤ i ≤ n ،i هر براي صورت اين در باشد. I براي گربنر پايه ي يک G کنيم فرض (٢
.xmi

i = LM(g) ،g ∈ G

است. متناهي {xα | xα /∈ ⟨LT (I)⟩} مجموعه  (٣

است. متناهي بعد داراي R/I برداري K-فضاي (۴

است. جواب متناهي تعداد داراي I ايده آل با متناظر دستگاه که اين اند با معادل فوق موارد باشد جبري بسته ميدان اگر و

شود. ديده [٣] مرجع از ۵ · ٣ · ۶ قضيه اثبات.

مي گيرد، قرار استفاده مورد واقعي داده هاي براي آماري مدل هاي يافتن در که را محاسباتي جبر مفاهيم کاربردي ترين از يکي ادامه در
برابر نقاط روي آن ها مقادير که را چند جمله اي هايي از ايده آلي بايد داده شده نقاط از متناهي مجموعه  يک براي عمل در کرد. خواهيم بررسي

است. زير به شکل آن دقيق تعريف که مي گويند نقاط صفر ساز ايده آل ايده آل ها اين به بيابيم، مي گردد صفر با

را X نقاط ايده آل يا X صفر ساز ايده آل باشد. Kn در نقاط از متناهي مجموعه يک X = {p١, . . . , ps} کنيم فرض .٢. ١٠ تعريف
مي کنيم: تعريف زير به صورت و داده نمايش I(X) با

I(X) = {f ∈ R | f(pi) = ٠ ∀pi ∈ X}.
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صورت اين در .p = (a١, . . . , an) ∈ Kn که به طوري X = {p} کنيم فرض .٢. ١١ مثال
است. X صفر ساز ايده آل I(X) = ⟨x١ − a١, . . . , xn − an⟩

مي شوند. بيان ادامه در نقاط ايده آل اساسي ويژگي هاي از برخي

برقرارند: زير احکام صورت اين در باشد. متمايز دو به دو نقاط از متناهي مجموعه يک X = {p١, . . . , ps} کنيم فرض .٢. ١٢ گزاره

.I(X) = I(p١)
∩
. . .

∩
I(ps) .١

است. sجمله شامل Tn \ LT≺{I(X)} مجموعه Tn روي ≺ تک جمله اي ترتيب هر براي .٢

. R

I(X)
∼= Ks و است صفر بعدي ايده آل يک I(X) ايده آل .٣

شود. ديده [١٢] مرجع از ۶ · ٣ · ٣ گزاره اثبات.

مرزي پايه ٢. ٢
پايه اساسي مفاهيم قسمت، اين در است. آن با مشابه ويژگي هايي داراي که است گربنر پايه  از توسيعي مرزي پايه  شد گفته که همان طور

است. [١٢] از بخش اين مطالب عمده ي مي کنيم. بيان گربنر، پايه با را آن رابطه  و مرزي

باشد. d درجه از تک جمله اي هاي مجموعه Tn
d کنيم فرض .٢. ١٣ تعريف

و t ∈ O اگر يعني باشد، بسته مقسوم عليه تحت هرگاه مي گوييم مرتب ايده آل يک را O ⊆ Tn غير تهي و متناهي زير مجموعه  .١
.t′ ∈ O آن گاه t′ | t

مجموعه باشد. مرتب ايده آل يک O کنيم فرض .٢

∂O = Tn
١ · O \ O = (x١O ∪ ... ∪ xnO) \ O

مي ناميم. O مرز را

.∂kO = Tn
k · O \ Tn

<k · O ،k ≥ ١ هر براي .٣

مي کنيم: تعريف زير به صورت را O به نسبت t انديس ،t ∈ Tn هر براي .۴

indO(t) = min{k ⩾ ٠ | t ∈ ∪k
i=٠∂

iO}.

دومين و مرز است، مرتب ايده آل يک O مي گيريم. نظر در را O = {١, x, y, x٢, y٢, xy, x٢y} ⊂ T٢ مجموعه  .١۴ .٢ مثال
اند. ∂٢O = {x۴, x٣y, x٣y٢, y۴, xy٣, x٢y٣, x٣y} و ∂O = {x٣, y٣, xy٢, x٢y٢} به ترتيب آن مرز

باشد. مرتب ايده آل يک O ⊆ Tn کنيم فرض .١۵ .٢ گزاره

.Tn =
∪∞

i=٠ ∂
iO .١

.t ∈ Tn \ O اگر تنها و اگر است تقسيم پذير ∂O در جمله يک توسط t ∈ Tn تک جمله اي .٢

شود. ديده [١٢] مرجع از ۶ · ۴ · ۶ گزاره اثبات.

مي گيريم. نظر در آن مرز را ∂O = {b١, . . . , bν} و Tn در مرتب ايده آل يک را O = {t١, . . . , tµ} بعد، به قسمت ازاين
صفر بعدي ايده آل اين مولدهاي ساختار است. R/I برداري فضاي براي پايه يک O عناصر باقي مانده کلاس ،I صفر بعدي ايده آل يک براي

مي شود. داده نشان زير تعريف در

gj = به صورت آن عناصر اگر مي شود ناميده مرزي O-پيش پايه  يک G = {g١, . . . , gν} چند جمله اي هاي مجموعه  .١۶ .٢ تعريف
.αij ∈ K که باشند bj −

∑µ
i=١ αijti



٣٠٩ زيست شناسي مدل هاي در آن کاربرد و نقاط مرتب ايده آل هاي محاسبه  براي الگوريتمي

را G مجموعه باشد. G شامل ايده آل يک I ⊆ R و مرزي O-پيش پايه يک G = {g١, . . . , gν} کنيم فرض .٢. ١٧ تعريف
که، است اين با معادل مستقيم جمع اين .R = I

⊕
⟨O⟩K و کند توليد را I ،G هرگاه مي ناميم I ايده آل براي مرزي O-پايه  يک

بدهند. R/I برداري K-فضاي براي پايه يک تشکيل O در جملات باقي مانده  کلاس هاي

است موجود شود) ديده [١٢]) تقسيمي الگوريتم مرزي پايه درنظريه چند متغيره، چند جمله اي هاي حلقه در تقسيم الگوريتم مشابه
که موجودند چنان K در c١, . . . , cµ عناصر ،G = {g١, . . . , gν} مرزي O-پيش پايه  و R در f چند جمله اي هر براي که
دارد. اثر الگوريتم خروجي روي مرزي پيش پايه  در چند جمله اي ها ترتيب الگوريتم اين اساس بر .f =

∑ν
j=١ fjgj +

∑µ
i=١ citi

نيست. مرزي پايه  يک لزوما مرزي پيش پايه  بنابراين
مي شود. تعريف زير در که مي کنند بازي مرزي پايه  نظريه ي در مرزي فرم هاي را گربنر پايه  نظريه ي در پيش رو جملات نقش

به طوري که مي گيريم نظر در ti ∈ Tn و ai ∈ K \ {٠} که را f = a١t١ + · · · + asts ∈ R چند جمله اي .٢. ١٨ تعريف
چند جمله اي و indO(f) = indO(t١) صورت اين در .indO(t١) ≥ . . . ≥ indO(ts)

BFO(f) =
∑

{i|ind(ti)=ind(f)}

aiti

مي شود. ناميده O به نسبت f مرزي فرم

Tn\LT≺(I) صورت اين در باشد، تک جمله اي ترتيب ≻يک کنيم فرض مي پردازيم. مرزي پايه و گربنر پايه بين رابطه بيان به حال
باقي مانده  کلاس هاي مي شود. داده نشان O≺(I) با و مي گوييم I و ≺ به اختصاص يافته مرتب ايده آل را آن که است مرتب ايده آل يک

مي کند. بيان را گربنر پايه و مرزي پايه  بين رابطه  زير گزاره ي است. R/I برداري K-فضاي براي پايه يک مرتب ايده آل اين عناصر

يک صورت اين در باشد. Tn \ LT≺(I) به صورت مرتب ايده آل O≺(I) و Tn روي ترتيب يک ≺ کنيم فرض .٢. ١٩ گزاره
دارد. بر در را I براي کاهش يافته گربنر پايه يک که به طوري دارد وجود I براي G منحصربه فرد مرزي O≺(I)-پايه 

شود. ديده [١٢] مرجع از ۶ · ۴ · ١٨ گزاره اثبات.

به ولي است، R/I برداري فضاي براي پايه يک آن ها عناصر باقي مانده  کلاس هاي که اين به رغم که دارند وجود مرتبي ايده آل هاي
ارائه شده الگوريتم ادامه، در و است شده گرفته [١٢] از مثال اين مي دهيم. نشان را موضوع اين زير مثال در نيستند. Tn \ LT(I) صورت

کرد. خواهيم اجرا آن روي را

صورت اين در باشد. R٢(Q) در {(٠, ٠), (١, ١), (١−,٠), (−١, ١), (١, ٠)} نقاط صفر ساز ايده آل I کنيم فرض .٢. ٢٠ مثال
اين با متناظر مرزي پايه  عضوهاي از يکي زيرا نيست. Tn \ LT≺(I) به صورت ولي است R/I براي پايه يک {١, x, y, x٢, y٢}
و پيش رويند جمله  y٢ يا x٢ تک جمله اي، ترتيب هر به نسبت و است g١ = xy − ١/٢y − ١/٢y٢ − x + x٢ مرتب، ايده آل

است. جملات اين از يکي اين فاقد Tn \ LT(I)

نقاط مرتب ايده آل هاي محاسبه ٣
يکي که تمام طرح مفهوم از استفاده با نقاط متناهي مجموعه  به وابسته مرتب ايده آل هاي تمام محاسبه ي براي جديدي روش بخش اين در
نشان را آمار علم جمله از ديگر علوم با محاسباتي جبر بين ارتباط روش اين ارائه با واقع در مي دهيم. ارائه است، آمار علم مهم شاخه هاي از

مي دهيم.

i-امين مجموعه  ،Ei = {p١i, . . . , psi} مجموعه  مي گيريم. نظر در را X := {p١, . . . , ps} نقاط متناهي مجموعه .٣. ١ تعريف
صورت: اين در .i = ١, . . . , n و j = ١, . . . , s که به طوري است pjها مختصات

نمايش D با و شده ناميده تمام طرح که است نقاط از متناهي مجموعه  يک E١ ×E٢ × · · · ×En ⊂ Kn دکارتي ضرب .١
است. D مجموعه  زير X مجموعه هم چنين مي شود. داده

است. نقطه
∏n

i=١ li شامل D صورت اين در ،li = #Ei اگر که است واضح

مي شود: تعريف زير به صورت D به اختصاص يافته تک جمله اي هاي مجموعه  .٢

O(D) = {xa١
١ xa٢

٢ . . . xan
n | ٠ ≤ aj ≤ lj − ١ j = ١, . . . , n}.
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AllOrderIdeal ١ الگوريتم
نقاط. متناهي مجموعه  يک X = {p١, . . . , ps} ⊂ Kn ورودي:

.I(X) نظير مرتب ايده آل هاي تمام خروجي:
مي شود. محاسبه Ei = {p١i, . . . , psi} مجموعه  :١

مي شود. محاسبه O(D) = {xa١
١ xa٢

٢ . . . xan
n |٠ ≤ ai ≤ li − ١} مجموعه  :٢

باشند، داشته قرار Oi در t مقسوم عليه هاي تمام t ∈ Oi هر براي که به طوري ،Oi ،O(D) s عضوي زيرمجموعه هاي تمام :٣
مي شود. محاسبه

مي شوند. حذف ،det(MOi
(X)) = ٠ که هايي Oi و مي شود محاسبه MOi

(X) :۴

اين صورت در باشد، نقاط از متناهي مجموعه  يک X = {(٠, ٠), (١−,٠), (١, ٠), (−١, ١), (١, ١)} کنيم فرض .٣. ٢ مثال
.O(D) = {١, x, y, xy, x٢, y٢, x٢y, xy٢, x٢y٢} بنابراين .l١ = l٢ = ٣ و E١ = E٢ = {−١, ٠, ١}

در I(D) صفر ساز ايده آل باشد. E١ × E٢ × · · · × En ⊂ Kn از آمده به دست تمام طرح D کنيم فرض .٣. ٣ گزاره
.j = ١, . . . , n و lj = #Ej که به طوري است fj = (xj − Ej١) · · · (xj − Ejl) توسط توليد شده K[x١, . . . , xn]

شود. ديده [١٢] مرجع از ۶ · ٣ · ٨ گزاره اثبات.

آن، با متناظر تک جمله اي هاي استاندارد مجموعه  مي گيريم. نظر در I(X) براي را σ تک جمله اي ترتيب به نسبت G گربنر پايه 
نمايش Oσ(X) با را آن و نيستند تقسيم قابل G عناصر پيش رو جملات از يک هيچ توسط که است تک جمله اي هايي تمام مجموعه 

مي دهيم.
هر به نسبت {f١, . . . , fn} بوخبرگر محک بنابر اول اند هم به نسبت دو به دو I(D) ايده آل مولد هاي پيش روي جملات که آن جايي از

است. منحصر به فرد ،O(D) آن، با متناظر استاندارد مجموعه  نتيجه در است، I(D) براي گربنر پايه يک ترتيبي
مي کنيم. بيان الگوريتم اثبات براي را زير لم  و تعريف الگوريتم، ارائه از قبل

متناهي مجموعه يک X = {p١, . . . , ps} و چند جمله اي ها از متناهي مجموعه  يک G = {g١, . . . , gk} کنيم فرض .۴ .٣ تعريف
مي شود. ناميده X به وابسته G ارزيابي ماتريس ،MG(X) = (gi(pi))k×s ماتريس باشد. نقاط از

تک جمله اي هاي مجموعه  O(D) و X نظير تمام طرح D نقاط، از متناهي مجموعه  يک X = {p١, . . . , ps} کنيم فرض .۵ .٣ لم
برداري فضاي براي پايه يک باشد زير ويژگي هاي داراي که O(D) از O = {t١, . . . , tν} زيرمجموعه  هر باشد. D به اختصاص يافته

است: R/I(X)

،ν = s (١

باشد، مرتب ايده آل (٢

.det(MO(X)) ̸= ٠ (٣

K-فضاي بين يکريختي يک صورت اين در باشد، نقاط Xاز متناهي مجموعه از حاصل آفين مختصات R/I(X)حلقه کنيم فرض اثبات.
عناصر تصوير مي کند. متناظر (g(p١), . . . , g(ps)) با را g+ I(X) مانند عضو هر که است موجود چنان Ks با R/I(X) برداري
ν = s اگر تنها و اگر Ksمي دهند براي پايه يک تشکيل که اند (ti(p١), . . . , ti(ps)) به صورت i = ١, . . . , ν براي O در موجود

.det(MO(X)) ̸= ٠ و

تمام سپس مي آوريم. به دست را O(D) ابتدا نقاط از متناهي مجموعه  يک به اختصاص يافته مرتب ايده آل هاي محاسبه ي براي
بايد نقاط روي زيرمجموعه ها اين عناصر عددي مقدار از حاصل بردارهاي مي يابيم. را گفته شده ويژگي هاي با O(D) مجموعه هاي زير
مرتب ايده آل هاي مي توانيم روش اين با باشيم، داشته ورودي به عنوان نقطه متناهي مجموعه يک اگر زير الگوريتم در باشند. خطي مستقل

آوريم. به دست را نقاط اين به اختصاص يافته

به دست را X متناهي مجموعه  به اختصاص يافته مرتب ايده آل هاي تمام و است پايان پذير AllOrderIdeals الگوريتم .۶ .٣ قضيه
مي آورد.
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Reverse-engineering ٢ الگوريتم
.s١, . . . , sm ∈ Sn زماني سري نقاط ورودي:

،j = ١, . . . ,m − ١ هر براي که به طوري ،i = ١, . . . , n هر براي fi ∈ S[x١, . . . , xn] چند جمله اي هاي خروجي:
نشوند. صفر زماني سري هاي روي که ويژگي اين با fi(sj) = sj+١,i

مي شود. محاسبه i = ١, . . . n گره هر براي f ٠
i اوليه ي چند جمله اي :١

است. زماني سري نقاط صفر ساز ايده آل I که جايي مي کنيم محاسبه را I مجموعه :٢
مي شود. محاسبه است، fi ها همان که ،I به نسبت f ٠

i نرمال صورت :٣

در و متناهي اند مجموعه هاي نيز Ei ها پس است متناهي نقاط مجموعه  که آن جايي از مي پردازيم. الگوريتم بودن پايان پذير به ابتدا اثبات.
مي يابد. خاتمه اجرا، متناهي تعداد از پس ٣ و ١ مرحله ي بنابراين است، متناهي نيز آن زير مجموعه هاي تعداد و O(D) مجموعه نتيجه

مرحله ي در و دارند را لازم ويژگي که مي کنيم پيدا را O(D) از زيرمجموعه هايي تمام ،٣ مرحله ي در مي پردازيم. الگوريتم درستي به حال
Oi از هريک ۵ .٣ لم به توجه با مي کنيم. حذف det(MOi

(X)) = ٠ که را Oiهايي ، MOi
(X) ارزيابي ماتريس محاسبه ي با ۴

I(X) اند. نظير مرتب ايده آل هاي تمام Oiها اين R/I(X) اند. برداري فضاي براي پايه اي باقي مانده هاي

زيرند: به صورت نقاط اين مرتب ايده آل هاي تمام مي گيريم. نظر در را ٢. ٢٠ مثال در داده شده نقاط .٣. ٧ مثال

O١ = {١, x, y, x٢, xy},O٢ = {١, x, y, y٢, xy},O٣ = {١, x, y, x٢, y٢},O۴ = {١, x, x٢, x٣, x۴},
O۵ = {١, x, x٢, x٣, y},O۶ = {١, y, y٢, y٣, y۴},O٧ = {١, x, y, y٢, y٣}.

حذف بقيه و مي شوند محاسبه الگوريتم توسط R/I(X) پايه به عنوان O٣ و O٢ ،O١ مجموعه هاي فقط مجموعه ها اين بين از
شد. خواهند

شناسي زيست مدل هاي در مرتب ايده آل کاربرد ۴
ژن تنظيم ساز شبکه هاي سازي مدل در مي تواند برداري فضاي پايه  به عنوان مرتب ايده آل هاي ساختار شد، اشاره نيز مقدمه در که همان طور
حاکم آن ها پويايي بر که است ساز و کاري و شبکه ها اين بين ارتباط بررسي زيست شناسي سيستم هاي مهم اهداف از يکي باشد. داشته کاربرد
معکوس مهندسي روش روش ها، اين از يکي است. شده پيش نهاد متعددي روش هاي تاکنون ژني تنظيم ساز شبکه هاي مدل سازي براي است.
قطعي ديناميکي سيستم هاي لوبنباخر، توسط استفاده مورد مدل سازي چهارچوب پرداخته اند. آن به [١۴] در همکاران و لوبنباخر که است
آن ها در که است دودويي شبکه هاي مدل هايي، چنين اين براي مثال يک است. متغير هر براي حالت ها از متناهي مجموعه اي با زمان-گسسته
ادامه در که شده اند معرفي محاسباتي جبر در موجود ابزارهاي پايه ي بر معکوس مهندسي روش الگوريتم دارند. ممکن حالت دو تنها متغيرها

مي کنيم. بيان جبري ديدگاه از را آن جزئيات
کنيم فرض است. ژن يک بيانگر گره هر ژني، تنظيم ساز شبکه هاي در که مي شود شروع گره n روي شبکه يک با معکوس مهندسي روش

است. p اول عدد يک از تواني آن عضوهاي تعداد که باشد شبکه از گره هر ممکن حالت هاي مجموعه  S
fi : S

n −→ S مختصاتي توابع با که باشد n متناهي بعد با زمان-گسسته ديناميکي سيستم يک F : Sn −→ Sn کنيم فرض
. s = (s١, . . . , sn) ∈ Sn آن در که مي شود توصيف F (s) = (f١(s), . . . , fn(s)) به صورت

تمام يافتن هدف، مي گيريم. نظر در را s١ = (s١١, . . . , s١n), . . . , sm = (sm١, . . . , smn) ژن حالت زماني سري هاي
.j = ١, . . . ,m−١ و i = ١, . . . , n هر براي fi(sj) = sj+١,i که به طوري است fi ∈ S[x١, . . . , xn] چند جمله اي هاي
که به طوري باشد نداشته وجود g, h ∈ S[x١, . . . , xn] غيرصفر چند جمله اي هيچ ،i هر براي که باشند به گونه اي بايد ها fi اين
در که ٢ الگوريتم شود. صفر نبايد نقاط اين روي fiها مقدار ديگر، به عبارت شود. صفر با برابر زماني سري هاي روي g و fi = h + g

است. fiها يافتن براي معکوس مهندسي روش است شده ارائه [١۴]

چند جمله اي i = ١, . . . , n گره هر براي و زماني سري نقاط متناهي مجموعه يک به ازاي و است پايان پذير ٢ الگوريتم .١ .۴ قضيه
مي کند. محاسبه مناسب مدل يک به عنوان نيست صفر زماني سري نقاط روي که را fi ∈ S[x١, . . . , xn]

جمله از دارد، وجود چند جمله اي اين محاسبه  براي مختلف روش چندين است. f ٠
i چند جمله اي محاسبه ي الگوريتم، از مرحله اولين اثبات.

مي شود: محاسبه زير به صورت f ٠
i چند جمله اي چيني مانده  قضيه ي از استفاده با [١۴] مقاله  در لاگرانژ. درون يابي روش

f ٠
i (x) =

m−١∑
j=١

sj+١,irj(x),
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چند جمله اي و مي کنيم پيدا sj ̸= sk آن در که را l مختصات اولين ،١ ⩽ j ̸= k < m هر براي .x = (x١, . . . , xn) آن در که
مي کنيم: تعريف زير به صورت را bjk(x)

bjk(x) = (sj,l − sk,l)
p−٢(xl − sk,l),

است: زير به صورت rj(x) چند جمله اي سپس است. آن از تواني S مجموعه عضو هاي تعداد که است اول عدد يک p آن در که

rj(x) =
m−١∏
k=١

bjk(x).

چند جمله اي هايي تمام مجموعه  دوم قسمت در .rj(x) = اين صورت٠ غير در و rj(sj) = ١ که مي کنيم توجه rj(x) ساختار به توجه با
نقاط محاسبه ي براي موجود الگوريتم هاي از که مي شود محاسبه نقاط، صفرساز ايده آل يعني مي شوند، صفر زماني سري هاي نقاط روي که

آورد. به دست را fها ٠
i نرمال صورت مي توان قبل مرحله ي از به دست آمده ايده آل گربنر پايه  محاسبه ي با نيز آخر در کرد. استفاده مي توان

که اين به اشاره با [١۵] در لوندکويست مي شود. استفاده گربنر پايه  از f ٠
i نرمال صورت محاسبه ي براي ،٢ الگوريتم سوم قسمت در

نرمال صورت آوردن به دست براي خطي جبر تکنيک هاي از باشد، زمان بر مي تواند گربنر پايه  از استفاده با نرمال صورت آوردن به دست فرايند
است. کرده استفاده

پايه به عنوان را B = {[e١], . . . , [em]} مجموعه باشد. نقاط از متناهي مجموعه  X = {p١, . . . , pm} کنيم فرض .٢ .۴ لم
زير به صورت I(X) ايده آل به نسبت f نرمال شکل f ∈ R هر براي صورت اين در مي گيريم. نظر در R/I(X) برداري فضاي براي

مي شود: محاسبه
Nf(f,B) = ([e١], . . . , [em])(B(X)−١)t(f(p١), . . . , f(pm))

t

شود. ديده [١۵] مرجع از ٣ · ٢ لم اثبات.

R/I(S) برداري فضاي براي پايه يک داشتن با S = {s١, . . . , sm} زماني سري نقاط مجموعه براي فوق، لم به توجه با
مي شود. تبديل برداري فضاي پايه  محاسبه ي مساله ي به مناسب مدل يک يافتن مساله ي بنابراين کرد. محاسبه را مناسب مدل مي توان

خارج فضاي براي پايه اي I(X) به اختصاص يافته مرتب ايده آل ،X نقاط متناهي مجموعه يک براي شد گفته قبل بخش در که همان طور
روش اين از استفاده با واقع در مي کنيم. محاسبه را نقاط ايده آل مرتب ايده آل هاي تمام ١ الگوريتم از استفاده با ما است. R/I(X) قسمتي
سري نقاط متناهي مجموعه براي زير مثال در مي آوريم. به دست را تک جمله اي ترتيب هر به نسبت R/I(X) برداري فضاي پايه هاي تمام
از استفاده با و مي کنيم محاسبه را R/I(S) برداري فضاي پايه ي الگوريتم اين از استفاده با ابتدا است، آمده [١۴] مقاله ي در که S زماني

مي آوريم. به دست را مناسب مدل ٢ .۴ لم

ژني شبکه يک حالت هاي زماني هاي سري نقاط متناهي مجموعه  .٣ .۴ مثال

S = {(−١−,١−,١), (١, ١−,٠), (١, ٠, ٠), (٠, ١, ١), (٠, ١, ١))}

مي دهيم: ١ الگوريتم به ورودي به عنوان را نقاط اين مي گيريم. نظر در Z٣
٣ در را

.l١ = l٢ = l٣ = ٣ بنابراين E١ = E٢ = E٣ = {−١, ٠, ١} (١ (مرحله

مجموعه  (٢ (مرحله
O(D) = {١, x, y, z, x٢, y٢, z٢, yx, yx٢, yz, yz٢, y٢x,

y٢x٢, y٢z, y٢z٢, zx, zx٢, z٢x, z٢x٢, yzx, yzx٢, yz٢x,

yz٢x٢, y٢zx, y٢zx٢, y٢z٢x, y٢z٢x٢}

مي کنيم. محاسبه را

مي شوند: محاسبه مرتب اند، ايده آل که O(D) عضوي چهار زير مجموعه هاي تمام مرحله اين در (٣ (مرحله

{١, x, y, z}, {١, x, y, xy}, {١, x, y, x٢}, {١, x, z, x٢}, {١, x, z, z٢},

{١, y, z, y٢}, {١, y, z, yz}, {١, x, y, y٢}, {١, y, z, z٢}, {١, x, z, xz}
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داشت: خواهيم را زير مرتب ايده آل هاي است، صفر آن ها ارزيابي ماتريس دترمينان که مجموعه هايي حذف از پس آخر مرحله ي در (۴ (مرحله

{١, x, y, z}, {١, x, y, xy}, {١, x, z, x٢}, {١, x, z, z٢},

{١, y, z, y٢}, {١, y, z, yz}, {١, y, z, z٢}, {١, x, z, xz}

نظر در را {١, y, z, z٢} مرتب ايده آل مثال به طور است. R/I(S) برداري فضاي براي پايه يک بالا مرتب ايده آل هاي از يک هر
مي آيد: به دست زير به صورت ژني شبکه ي زماني سري هاي مجموعه براي مناسب مدل ٢ .۴ لم از استفاده با و مي گيريم

{z + ٢z٢, ١+ ٢z + z٢, ١+ ٢z٢ + y}.
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