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روي پواسون مسئله به وابسته بازآرايي کمينه سازي يک براي محاسباتي روشي
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درنظر صفحه در يکّه باز قرص روي را پواسون معادله به وابسته بازآرايي کمينه سازي مسئله يک مقاله اين در چکيده:
روشي با بعلاوه، است. متقارن شعاعي به طور که است يکتا جواب يک داراي مسئله اين مي دهيم نشان ما مي گيريم.

است. افزايشي تابعي جواب، اين مي کنيم ثابت محاسباتي

افزايشي تابع شعاعي، متقارن پواسون، معادله کمينه سازي، بازآرايي، کليدي: واژه هاي
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مقدمه ١
مي گيريم: نظر در را زير پواسون مسئله باشد. ∂D مرز با مختصات مبداء مرکز به يکّه باز قرص D ⊂ R٢ کنيم }فرض

−∆u = f(x) در D,
u = ٠ روي ∂D,

(١. ١)

اين جا در که
f ∈ L٢

+(D) :=
{
g ∈ L٢(D) g ≥ ٠ در D

}
.

مي گيريم: نظر در مي شود، تعريف زير به صورت که را (١. ١) مسئله به مربوط ،Φ : L٢
+(D) → R انرژي تابعي ما دقيق تر به طور

Φ(f) =

∫
D

f(x)uf (x)dx. (١. ٢)
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٣٣٧ کمينه سازي يک براي محاسباتي روشي

را f٠ تابع بازآرايي رده باشد. داده شده f٠ ∈ L٢
+(D) تابع کنيم فرض مي باشد. (١. ١) مسئله يکتاي جواب uf ∈ H١

٠ (D) اين جا در
کمينه سازي مسئله مي دهيم. نمايش R(f٠) با را L٢(D) فضاي در آن ضعيف بستار و R(f٠) با

inf
f∈R(f٠)

Φ(f), (١. ٣)

يکتاي جواب داراي بهينه سازي مسئله اين که کرد ثابت او است. گرفته قرار بررسي مورد ،[٢] برتون، جفري توسط ١٩٨٩ سال در بار اولين
در x اقليدسي نرم همان r = ∥x∥ (که f♯(x) = f♯(r) يعني، است؛ افزايشي و متقارن شعاعي به طور که است f♯ ∈ R(f٠)
مجموعه که ،(١. ٣) مسئله مانند بهينه سازي مسايل به بسياري نويسندگان اخير، دهه  دو در است. افزايشي تابعي r به نسبت f♯ و است) R٢

ديده آن ها داخل مراجع و [٨ ،۶] ،[۵] ،[۴ ،١] مراجع مثال به عنوان پرداخته اند. مفروض است، تابع يک بازآرايي هاي از رده اي آن ها شدني
مشهور برتون نظريه به آن در استفاده مورد روش و بازآرايي بهينه سازي مسايل به مسايل از دست اين نويسي، مقاله ادبيات در از اين رو شوند.

است.
غشاء يک جابه جايي فيزيکي مدل به عنوان مي توان را (١. ١) مرزي مقدار مسئله است. جالبي فيزيکي تفسير داراي Φ(f) کميت
نيروي تحت را غشاء اين اگر حال باشد. شده ثابت آن مرز روي و پوشانده را D ناحيه کشسان غشاء يک کنيم فرض گرفت. درنظر کشسان
کميت درنتيجه است. اوليه حالت به نسبت x نقطه در غشاء به) وارده (خسارت جابه جايي ميزان بيان گر uf (x) دهيم، قرار f(x) عمودي

مي کند. گيري اندازه را f تابع تکيه گاه به محدود غشاء، کل جابه جايي Φ(f)
E مجموعه لبگ اندازه بيان گر |E| ،E ⊂ R٢ مجموعه براي اين جا در .|F | = α و ٠ < α < |D| ،F ⊂ D کنيم فرض

داد: نشان مي توان به سادگي است. F مجموعه مشخصه تابع χF آن در که ،f٠ = χF مي دهيم قرار پس اين از است.

R(χF ) = {χE : D → R |E| = |F |} .

که مي شود نتيجه هم چنين

R(χF ) =

{
f : D → R ٠ ≤ f ≤ ١ و

∫
D

f(x)dx = α

}
, (۴ .١)

است اين ما هدف مقاله، اين در شود). ديده ۵ .٢ (لم است فشرده L٢(D) فضاي ضعيف توپولوژي به نسبت و محدب R(χF ) به علاوه، و
کمينه سازي مسئله دهيم نشان برتون نظريه از استفاده بدون که

inf
f∈R(χF )

Φ(f), (۵ .١)

سوبولف- فضاي در آن تعميم و [٧] در (۵ .١) بهينه سازي مسئله است. افزايشي و متقارن شعاعي به طور که است منحصربه فردي جواب داراي
به دست را جالبي نتايج مماسي مخروط مفهوم از استفاده با نويسندگان آن جا، در است. قرارگرفته بررسي مورد ديگري ديدگاه از ،[٣] در اورليک

آورده اند.

توابع بازآرايي ٢
مي پردازيم. تابع يک توسط توليد شده بازآرايي رده ي ويژگي هاي بيان و بازآرايي مفهوم معرفي به بخش اين در

تابع مي گوئيم .µ(X) = µ′(X ′) < ∞ که باشند چنان (X ′,Σ′, µ′) و (X,Σ, µ) اندازه فضاهاي کنيم فرض .٢. ١ تعريف
هرگاه است، g : (X ′,Σ′, µ′) → R اندازه پذير تابع بازآرايي يک f : (X,Σ, µ) → R اندازه پذير

λf,µ(β) := µ({x ∈ X : f(x) ≥ β}) = µ′({x′ ∈ X ′ : g(x′) ≥ β}) =: λg,µ′(β), ∀β ∈ R.

نشان Rµ(f) با را f توسط توليد شده بازآرايي رده باشد. شده داده f : (X,Σ, µ) → R اندازه پذير تابع کنيم فرض .٢. ٢ تعريف
شود: مي تعريف زير به صورت که مي دهيم

Rµ(f) = {g : (X,Σ, µ) → R λg,µ(β) = λf,µ(β), ∀β ∈ R} .

به جاي را R(f٠) نوشتن، در راحتي براي و مي کنيم حذف نمادگذاري در را µ انديس ابهام، وجود عدم و اندازه تابع بودن مشخص صورت در
مي بريم. به کار Rµ(f٠)
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.f ∈ L٢(Ω) و کران دار و باز مجموعه يک Ω ⊂ R٢ کنيم فرض بخش اين ادامه در

مي شود: تعريف زير به صورت و داده نشان f ∗ : [٠, |Ω|] → R با را f تابع يکتاي) (اساساً کاهشي بازآرايي .٢. ٣ تعريف

f ∗(s) = inf{t ≥ ٠ : |{x ∈ Ω : f(x) > t}| < s}, s ∈ [٠, |Ω|].

شود. رجوع [٢] از ٧. ٢ لم به زير لم اثبات براي

است؛ ليپ شيتس ∗(f) = f ∗ ضابطه با ∗ : L٢(Ω) → L٠)٢, |Ω|) کاهشي بازآرايي عمل گر .۴ .٢ لم

∥f ∗ − g∗∥٢ ≤ ∥f − g∥٢, ∀f, g ∈ L٢(Ω).

را f♯ : B → R و f ♯ : B → R توابع آنگاه ،|B| = |Ω| که باشد مختصات مبداء مرکز به بازي قرص بيان گر B اگر حال
مي شوند: تعريف زير به صورت و مي ناميم f تابع افزايشي متقارن (شوارتز)  بازآرايي و کاهشي متقارن (شوارتز)  بازآرايي به ترتيب

f ♯(x) = f ∗(π∥x∥٢) و f♯(x) = f ∗(|Ω| − π∥x∥٢). (٢. ١)

نيز آن از اساسي بسيار مشخصه سازي يک ،L٢(Ω) فضاي در R(f) ضعيف بستار ،R(f) ويژگي هاي برخي بر علاوه زير لم در
مي شود. بيان

برقرارند: زير موارد صورت دراين  .f ∈ L٢(Ω) کنيم فرض .۵ .٢ لم

.R(f) =
{
g ∈ L١(Ω) :

∫ s

٠ g∗dt ≤
∫ s

٠ f ∗dt, ∀s ∈ (٠, |Ω|), &
∫ |Ω|

٠ g∗dt =
∫ |Ω|

٠ f ∗dt
}

(آ)

است. محدب R(f) (ب)

است. ضعيف فشرده L٢(Ω) فضاي در R(f) (ت)

شوند. ديده [٢] از ٣. ٢ و ٢. ٢ لم هاي اثبات.

است. ۵ .٢ لم (آ) بند از مستقيم نتيجه زير، نتيجه

.R(g) ⊆ R(f) آنگاه ،g ∈ R(f) اگر .f ∈ L٢(Ω) کنيم فرض .۶ .٢ نتيجه

اصلي نتايج ٣
مي کنيم. شروع (۵ .١) سازي بهينه مسئله جواب يکتايي و وجود اثبات با را بخش اين

است. يکتا جواب داراي (۵ .١) کمينه سازي مسئله .٣. ١ قضيه

زير ضابطه ي با Jf : H١
٠ (D) → R تابعي يکتاي کمينه کننده ،(١. ١) مسئله يکتاي جواب ،uf ∈ H١

٠ (D) تابع که مي دانيم اثبات.
است:

Jf (u) :=

∫
D

|∇u|٢ dx− ٢
∫
D

fudx.

مي دانيم هم چنين

Φ(f) =

∫
D

fuf dx =

∫
D

|∇uf |٢ dx = −Jf (uf ) = − min
u∈H١

٠ (D)
Jf (u). (٣. ١)

به L٢(D) فضاي در {fi} دنباله کنيم فرض موضوع اين اثبات براي است. ضعيف دنباله اي پيوسته به طور Φ : L٢
+(D) → R تابعي

مي گيريم: نتيجه پوانکاره و هولدر نامساوي هاي و (٣. ١) به کار گيري با است، کران دار {fi} دنباله چون باشد. ضعيف همگراي f تابع

∥ufi∥٢
H١

٠ (D) =

∫
D

|∇ufi |٢ dx =

∫
D

fiufi dx ≤ ∥fi∥٢ ∥ufi∥٢ ≤ C∥ufi∥H١
٠ (D), ∀ i ∈ N.
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نمايش {ufi} با را آن دوباره نوشتن در راحتي براي (که آن از زيردنباله اي درنتيجه است. کران دار H١
٠ (D) فضاي در {ufi} دنباله پس

به طوري که دارند وجود w ∈ L٢
+(D) و ū ∈ H١

٠ (D) مي دهيم)،

ui ⇀ ū در H١
٠ (D), ui → ū در L٢(D), و |ufi(x)| ≤ w(x) هر تقريباً براي x ∈ D.

که مي گيريم نتيجه ديورژانس قضيه و (١. ١) به توجه با ديگر، طرف ∫از
D

|∇ufi −∇uf |٢ dx =

∫
D

(fi − f)ufi dx−
∫
D

(fi − f)uf dx. (٣. ٢)

مي آوريم: به دست لبگ تسلطي هم گرايي قضيه به کارگيري و L٢(D) فضاي در f به {fi} ضعيف هم گرايي ،(٣. ٢) از بنابراين،

lim
i→∞

∫
D

|∇ufi −∇uf |٢ dx = ٠.

است. ضعيف دنباله اي پيوسته به طور Φ يعني، Φ(fi)؛ → Φ(f) دراين صورت است. هم گرا uf به H١
٠ (D) فضاي در ufi پس

است. حل پذير (۵ .١) کمينه سازي مسئله که مي گيريم نتيجه است، ضعيف فشرده L٢(D) فضاي در R(χF ) که آن جا از بنابراين،
داريم: (٣. ١) به توجه با ديگر، سوي از

Φ(f) = max
u∈H١

٠ (D)
(−Jf (u)).

به طور Φ که مي شود ثابت ،[٨] مرجع از ١. ٢ لم مشابه روشي با است. محدب تابعي Φ پس است، آفين تابع يک f به نسبت Jf (u) چون
مي کند. کامل را قضيه اثبات اين و است يکتا (۵ .١) کمينه سازي مسئله جواب بنابراين است. محدب اکيد

است. متقارن شعاعي به طور (۵ .١) کمينه سازي مسئله بهين جواب که مي دهيم نشان زير قضيه در

است. متقارن شعاعي به طور f̂ آنگاه باشد، (۵ .١) کمينه سازي مسئله يکتاي جواب f̂ ∈ R(χF ) اگر .٣. ٢ قضيه

تعريف f̂θ(x) := f̂(Rθx) به صورت را f̂θ تابع باشد. θ ∈ [٠, ٢π] زاويه اندازه به دوران نگاشت بيان گر Rθ کنيم فرض اثبات.
مي کنيم: تعريف زير ضابطه با را g تابع هم چنين مي کنيم.

g(x) =
١

٢π

∫ ٢π

٠
f̂θ(x)dθ, ∀x ∈ D.

با است. متقارن شعاعي به طور g بنابراين .θ ∈ [٠, ٢π) هر براي g(Rθx) = g(x) که داد نشان مي توان به سادگي x ∈ D براي
f̂θ ∈ R(χF ) داشت خواهيم ۶ .٢ نتيجه و f̂ ∈ R(χF ) از حال .f̂θ ∈ R(f̂) که است واضح f̂θ ساختار و D دامنه شکل به توجه
با است محدب Φ تابع و Φ(f̂θ) = Φ(f̂) ،θ ∈ [٠, ٢π) هر براي چون حال .g ∈ R(χF ) که مي گيريم نتيجه (۴ .١) از سپس و

داريم: ينسن نامساوي به کار گيري

Φ(g) ≤ ١
٢π

∫ ٢π

٠
Φ(f̂θ)dθ = Φ(f̂).

مي کند. کامل را اثبات اين و ،D روي همه جا تقريباٌ f̂ = g که مي گيريم نتيجه جواب يکتايي از بنابراين

مي کند. ايفاء بعدي قضيه اثبات در اساسي نقشي که مي کنيم ثابت را نامساوي يک زير لم در

آنگاه b٢ − a٢ = d٢ − c٢ و ٠ < c < d < a < b < ١ اگر .٣. ٣ لم

۴c۴ ln(
d

c
)− ۴a۴ ln(

b

a
) > (d۴ − c۴)− (b۴ − a۴). (٣. ٣)
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داريم b٢ − a٢ = d٢ − c٢ برابري از و ١ < x < y < z پس ،z = b/c و y = a/c ،x = d/c مي دهيم قرار اثبات.
مي کنيم: تعريف زير به صورت را η : R٣ → R تابع حال .x٢ + y٢ − z٢ = ١

η(x, y, z) := ١ + ۴ ln(x)− x۴ + z۴ − y۴ − ۴y۴(ln(z)− ln(y)).

مي دهيم قرار s, t ≥ ٠ براي

x =
√

١ + s, y =
√

١ + s+ t و z =
√

١ + ٢s+ t.

مي کنيم: تعريف زير به صورت را ξ تابع بالا، متغير هاي تغيير با حال

ξ(s, t) : = η(
√

١ + s,
√

١ + s+ t,
√

١ + ٢s+ t)

= ١)٢ + s+ t)٢ ln

(
١ + s+ t

١ + ٢s+ t

)
+ ٢ ln(١ + s) + ٢s٢ + ٢st.

آن جا از است. ξ تابع بحراني نقاط تمام مجموعه {(٠, t) : t ≥ ٠} هم چنين .t ≥ ٠ هر براي ξ(٠, t) = ٠ که ديد مي توان به آساني
η(d/c, a/c, b/c) > ٠ بنابراين .s, t > ٠ هر براي ξ(s, t) > ٠ که درمي يابيم ،s → +∞ وقتي ξ(s, t) → +∞ که

دهد. مي نتيجه را (٣. ٣) نامساوي بلافاصله اين و

اثبات و بيان به زير، در حال مي دهيم. نمايش Br با را مختصات مبداء مرکز و r شعاع به باز قرص پس، اين از .r > ٠ کنيم فرض
مي پردازيم. مقاله اين مهم نتايج از يکي

|G|؛ = |H| که باشند چنان H := Bd \ Bc و G := Bb \ Ba ،٠ < c < d < a < b < ١ کنيم فرض .۴ .٣ گزاره
يعني،

b٢ − a٢ = d٢ − c٢. (۴ .٣)

آنگاه E = H ∪ (D \Bb) و Ê = D \Ba اگر

Φ(χÊ) =

∫
D

χÊuÊ dx <

∫
D

χEuE dx = Φ(χE), (۵ .٣)

آن در }که
−∆uÊ = χÊ(x) در D,
uÊ = ٠ روي ∂D,

و
{

−∆uE = χE(x) در D,
uE = ٠ روي ∂D.

مي آوريم: به دست محاسبات انجام با اثبات.

uÊ(r) =


a٢

٢ ln(a)− a٢

۴ + ١
۴ ؛ ٠ ≤ r ≤ a,

a٢

٢ ln(r)− r٢

۴ + ١
۴ ؛ a ≤ r < ١,

و

uE(r) =



c٢

٢ ln(c)− c٢

۴ + b٢

٢ ln(b)− d٢

٢ ln(d) + d٢

۴ − b٢

۴ + ١
۴ ؛ ٠ ≤ r ≤ c,

c٢

٢ ln(r)− r٢

۴ + b٢

٢ ln(b)− d٢

٢ ln(d) + d٢

۴ − b٢

۴ + ١
۴ ؛ c ≤ r < d,

( c
٢

٢ − d٢

٢ ) ln(r) +
b٢

٢ ln(b)− b٢

۴ + ١
۴ ؛ d ≤ r < b,

( c
٢

٢ − d٢

٢ + b٢

٢ ) ln(r)−
r٢

۴ + ١
۴ ؛ b ≤ r < ١.

دهيم: نشان است کافي ،(۵ .٣) اثبات براي بنابراين، .b ≤ r < ١ براي uE(r) = uÊ(r) مي شود نتيجه (۴ .٣) ∫از
G

uÊ(x)dx <

∫
H

uE(x)dx. (۶ .٣)
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که مي گيريم نتيجه محاسبات انجام با

I١ =

∫
G

uÊ(r)rdr =
a٢b٢

۴
ln(b)− a۴

۴
ln(a) +

٣a۴

١۶
− a٢b٢

٨
− b۴

١۶
+

b٢ − a٢

٨
,

و

I٢ =

∫
H

uE(r)rdr =

(
٢c٢d٢ − d۴

۴

)
ln(d) +

(
b٢d٢ − b٢c٢

۴

)
ln(b)− c۴

۴
ln(c)

− c٢d٢

۴
+

b٢c٢

٨
− b٢d٢

٨
+

٣c۴

١۶
+

d۴

١۶
+

d٢ − c٢

٨
.

داريم: (۴ .٣) رابطه به کارگيري با سپس،

I٢ − I١ =
c٢d٢

٢

(
ln(d)− ١

٢

)
− a٢b٢

٢

(
ln(b)− ١

٢

)
+

b۴

۴

(
ln(b)− ١

۴

)
− d۴

۴

(
ln(d)− ١

۴

)
+

a۴

۴

(
ln(a)− ٣

۴

)
− c۴

۴

(
ln(c)− ٣

۴

)
.

داشت: خواهيم d۴ + c۴ ≥ ٢c٢d٢ و (b٢ − c٢(٢ = (d٢ − c٢(٢ رابطه هاي از

I٢ − I١ ≥ c۴

۴
ln(

d

c
)− a۴

۴
ln(

b

a
) +

b۴ − a۴

١۶
− d۴ − c۴

١۶
> ٠,

مي شود. کامل اثبات بنابراين مي شود. حاصل (٣. ٣) از نامساوي آخرين اين جا، در که

است. ۴ .٣ گزاره از تعميمي زير نتيجه

،D = B١ مي دهيم قرار .٠ < r١ < · · · < rn < ١ و ٠ < α١ < α٢ < · · · < αn کنيم فرض .۵ .٣ نتيجه
براي .f(x) =

∑n
i=١ αiχDi

(x) کنيم فرض هم چنين .Dn = D\Brn و i = ١, . . . , n−١ Diبراي = Bri+١ \Bri

٠ < c < d < c′ < d′ < r١ و rk < b′ < rk+١ ،rj < b < rj+١ کنيم فرض ،j+١ < k که j, k ∈ {١, . . . , n}
اگر .b′٢ − r٢

k = d′٢ − c′٢ و b٢ − r٢
j = d٢ − c٢ به طوري که

g(x) = αjχEj
+ αkχEk

+

j−١∑
i=١

αiχDi
(x) +

k−١∑
i=j+١

αiχDi
(x) +

n∑
i=k+١

αiχDi
(x),

.Φ(f) < Φ(g) آنگاه ،Ek = (Bd′ \Bc′) ∪ (Brk+١ \Bb′) و Ej = (Bd \Bc) ∪ (Brj+١ \Bb) آن در که

که مي گيريم نتيجه ۴ .٣ گزاره به کارگيري با .D٠ = Br١ و α٠ = ٠ کنيم فرض اثبات.

Φ(f) =
n∑

i,l=٠

∫
Di

αiuχDl
dx

<
∑
i,l ̸=j,k

∫
Di

αiuχDl
dx+

∑
i=j,k

∫
Ei

αiuχEi
dx = Φ(g).

است. افزايشي تابعي (۵ .١) کمينه سازي مسئله شعاعي متقارن و يکتا جواب که مي دهيم نشان زير قضيه در سرانجام

تقريباً f̂ = f̂♯ دراين صورت باشد. (۵ .١) کمينه سازي مسئله شعاعي) (متقارن يکتاي جواب f̂ ∈ R(χF ) کنيم فرض .۶ .٣ قضيه
.D روي همه جا
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که به طوري دارد وجود ،i = ١, ٢, ... ،σi : D → R مانند شعاعي متقارن ساده ي توابع از دنباله اي اثبات.

٠ ≤ σ١ ≤ σ٢ ≤ · · · ≤ f̂ , روي D و σi(x) → f̂(x), ∀x ∈ D. (٣. ٧)

.∥σi♯ − f̂♯∥٢ → ٠ مي گيريم نتيجه (٢. ١) و ۴ .٢ لم بنابر پس .∥σi − f̂∥٢ → ٠ داريم لبگ هم گرايي تسلطي قضيه و (٣. ٧) از
مي شود: نتيجه شود) ديده ٣. ١ قضييه (اثبات است ضعيف پيوسته دنباله اي به طور L٢(D) فضاي در Φ که آن جا از حال

lim
i→∞

Φ(σi) = Φ(f̂) و lim
i→∞

Φ(σi♯) = Φ(f̂♯). (٣. ٨)

داريم: ۵ .٣ نتيجه بنابر ديگر طرف از

Φ(σi♯) ≤ Φ(σi), ∀i ∈ N. (٣. ٩)

و f̂♯ ∈ R(f̂) که آن جا از ديگر، طرف از .Φ(f̂♯) ≤ Φ(f̂) مي آوريم به دست ،i → ∞ وقتي (٣. ٩) و (٣. ٨) روابط از حال
در همه جا تقريباً f̂ = f̂♯ که مي گيريم نتيجه جواب يکتايي به باتوجه بنابراين .f̂♯ ∈ R(χF ) داريم: ۶ .٢ نتيجه از f̂ ∈ R(χF )

.D

سپاس گزاري ۴
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A computational method for a rearrangement minimization related
to the Poisson problem on the unit disk in the plane
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Abstract: In this paper, we consider a rearrangement minimization problem related to the Poisson equa-
tion on the unit open disk in the plane. We show that this problem has a unique solution that is radially
symmetric. In addition, we prove by computational method that this solution is an increasing function.
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