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نشان است. شده معرفي C∗(X,C) از U(X) باناخ زير جبر X صفر-بعدي فضاي براي پژوهش، اين در چکيده:
C∗(X,C) باناخ جبر در C∗

c (X,C) و CF (X,C) زير جبر هاي يکنواخت بستار U(X) که است شده داده
توابع که است شده داده نشان است. شده داده C∗(X,C) و U(X) انطباق براي کافي و لازم شرط هم چنين است.
جبري يکريختي يک نکته اين از استفاده با اند. β◦X به توسيعي داراي که اند C∗(X,C) در توابعي دقيقاً U(X)
وارون نگاره حسب بر U(X) اعضاي از توصيفي انتها در است. شده معرفي C∗(β◦X,C) به U(X) از طول پا

است. شده ارائه C در بسته مجموعه هاي

بستار يکنواخت، همگرايي باناشوسکي، فشرده ساخت صفر-بعدي، قوياً فضاي صفر-بعدي، فضاي کليدي: واژه هاي
يکنواخت.

54C40; 46J10 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
C مختلط اعداد ميدان توي به X از پيوسته توابع همه مجموعه باشد. منظم) کاملاً و (هاوسدورف تيخونوف فضاي يک X کنيم فرض
با C∗(X,C) مجموعه مي دهيم. نمايش C∗(X,C) نماد با است) گرفته قرار متناهي شعاع به قرصي (در است کران دار بردشان که را
C∗(X,C) بر سوپريمم نرم مي دهد. C مختلط اعداد ميدان بر يکاني جبر يک تشکيل توابع، معمولي اسکالر ضرب و ضرب جمع، اعمال

تعريف با
∥f∥X = sup{|f(x)| : x ∈ X}, (f ∈ C∗(X,C)),

نرم دار فضاي در ،A ⊆ C∗(X,C) مجموعه زير هر بستار مي کند. بدل C ميدان بر يکاني باناخ جبر يک به را C∗(X,C) جبر
نرم دار، فضاي اين در تابعي دنباله هاي همگرايي که مي کنيم يادآوري هم چنين مي دهيم. نمايش cluA با را (C∗(X,C), ∥ · ∥X)
و X فضاي بر متناهي برد با پيوسته مختلط- مقدار توابع همه مجموعه .[٧ فصل ،١١] است توابع دنباله هاي يکنواخت همگرايي همان
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۵٠٧ U(X) باناخ جبر

مي دهيم. نمايش C∗
c (X,C) و CF (X,C) با به ترتيب را X فضاي بر شمارا و کران دار برد با پيوسته مختلط- مقدار توابع همه مجموعه

مبسوطي نسبتاً توصيف [٣] در اند. C ميدان بر C∗(X,C) از زير جبرهايي C∗
c (X,C) و CF (X,C) که دريافت مي توان به آساني

شده داده X توپولوژي فضاي و زير جبرها اين ميان توپولوژي جبري - ارتباط هاي برخي نيز و C∗
c (X,C) و CF (X,C) زير جبرهاي از

گرفته نظر در R در C∗
c (X,C) و CF (X,C) جبرهاي به متعلق توابع برد ذکر شده مرجع در که کنيم يادآوري است لازم البته است.

توابع برد که فرض پيش اين با مطلوبي کاملاً به طور آمده اند، شده ياد مرجع از که پژوهش اين در بررسي مورد نتايج وجود اين با است. شده
داشت. خواهد هم خواني اند، C در مشمول

.Z(f) = f−({٠})١ از است عبارت که مي دهيم، نمايش Z(f) با را f تابع صفر- مجموعه ،f ∈ C∗(X,C) هر براي
صفر- همه مجموعه اين بر علاوه مي دهيم. نمايش coz(f) با و گوييم f تابع صفر-مجموعه متمم را X \ Z(f) مجموعه هم چنين،
هم X در V ⊆ X اگر .Z[X] = {Z(f) : f ∈ C∗(X,C)} واقع در مي دهيم. نمايش Z[X] با را X فضاي مجموعه هاي
CO(X) با را X در باز- بسته مجموعه هاي زير همه گردايه مي ناميم. باز- بسته مجموعه زير يک را V صورت اين در باشد، بسته هم و باز

که است بديهي مي دهيم. نمايش

CO(X) = {Z(e) : e ∈ C∗(X,C), e٢ = e}.

مي شود. نهاده نام cσ-مجموعه يک cδ-مجموعه هر متمم نيز و مي ناميم cδ-مجموعه يک را CO(X) اعضاي از شمارا اشتراک هر
هم چنين دارد. نام صفر-بعدي فضاي يک باشد، باز-بسته مجموعه هاي از پايه اي شامل که T١ فضاي هر که مي کنيم يادآوري
مانند متناهي تظريفي داراي آن، صفر-مجموعه هاي متمم از X متناهي پوشش هر هرگاه گوييم، صفر-بعدي قوياً را X توپولوژي فضاي
يادآوري ص٢۴۶]. ،١۶ فصل ،۶] است X براي باز پوشش يک نيز C که به طوري باشد مجزا دو به دو مجموعه هاي از C ⊆ CO(X)

.[١۶ .١۶ قضيه ،۶] است صفر-بعدي قوياً هاسدورف، و فشرده صفر-بعدي، فضاي هر که مي کنيم
و فشرده فضاي يک از است عبارت مي دهيم، نمايش β◦X با را آن که ،X باناشوسکي فشرده سازي ،X صفر-بعدي فضاي براي
تابع هر و ،K فشرده و صفر-بعدي فضاي هر براي اين علاوه بر و مي شود شامل چگال مجموعه زير يک عنوان به را X که صفر-بعدي
باناشوسکي فشرده ساخت معرفي ايده .f̄ |X = f که به طوري دارد وجود f̄ : β◦X → K پيوسته تابع ،f : X → K پيوسته
آلماني مرجع در بار اولين که است منظم کاملاً فضاي يک براي استون-چک فشرده ساخت توليد ايده به شبيه تقريباً صفر-بعدي فضاي يک
روش يک است. شده آورده [١٠] در صفر-بعدي فضاي يک باناشوسکي فشرده ساخت از جامع نسبتاً و عميق مطالعه اي شد. ظاهر [۴] زبان
برهان است. شده آورده بعد قضيه در CF (X,C) زير جبر حسب بر X صفر-بعدي فضاي باناشوسکي فشرده ساخت توپولوژيک شناسايي

است. حصول قابل به سادگي [(f) نتيجه ،٧ .۴ بخش ،١٠] به توجه با قضيه

گزاره هاي صورت اين در است. X چگال مجموعه زير شامل که به طوري باشد صفر-بعدي و فشرده فضاي يک T کنيم فرض .١. ١ قضيه
معادل اند: زير

باشد. X بر هماني تابع θ|X که به طوري دارد وجود θ : β◦X → T هم سان ريختي .١

.f̄ |X = f که به طوري دارد وجود f̄ ∈ CF (T,C) تابع ،f ∈ CF (X,C) هر براي .٢

و بوده اند برخوردار بالايي اهميت از صفر-بعدي قوياً فضاهاي توپولوژي، فضاي يک بُعد تعريف در پوشش ها تاريخي سابقه به توجه با
چنين در توجه قابل نکته واقع در است. گرفته صورت مختلف جهات از صفر-بعدي قوياً فضاهاي از توصيف هايي با رابطه در وسيعي تحقيقات
يک معرفي به [٢. ٢٠ .۶ مثال ،۵] در که مي کنيم نشان خاطر .[٧ فصل ،۵] است صفر پوششي بُعد با فضاهايي بر آن ها انطباق فضاهايي،
فشرده ساخت حسب بر را صفر-بعدي قوياً فضاهاي تشخيص روش بعد قضيه نيست. صفر-بعدي قوياً که است شده پرداخته صفر-بعدي فضاي
بخش ،١٠] به بعد قضيه از برهاني مشاهده براي مي تواند خواننده مي کند. بيان فضا استون-چک فشرده ساخت با آن انطباق و باناشوسکي

نمايد. مراجعه [(g) گزاره ،٧ .۴

.βX = β◦X اگر تنها و اگر است صفر-بعدي قوياً X صفر-بعدي فضاي .١. ٢ قضيه

صفر-مجموعه هاي) (متمم صفر-مجموعه هاي حسب بر صفر-بعدي قوياً فضاهاي از ملموس نسبتاً توصيف يک ميلادي، ١٩۵٩ سال در
در که مي کنيم نشان خاطر آورده ايم. را نتيجه اين بعد قضيه در شد. اشاره آن به نيز [٩ ،٨] در بعد سال چندين که ،[٧] آمد به دست فضا آن

شد. بازيابي مجدداً آن مبداء به اشاره بدون نيز [١٢] در نتيجه اين ميلادي ١٩٧٢ سال

يک Z(f) مجموعه صفر ،f ∈ C∗(X,C) هر براي اگر تنها و اگر است صفر-بعدي قوياً X صفر-بعدي فضاي .١. ٣ قضيه
باشد. cδ-مجموعه
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زير جبرهاي ،X صفر-بعدي فضاي هر براي گرفته ايم. نظر در صفر-بعدي را توپولوژي فضاهاي تمام همواره پژوهش اين در
باناخ جبر تامل قابل نکته اي اما سودمندند. بسيار X توپولوژي فضاي توصيف در C∗(X,C) از C∗

c (X,C) و CF (X,C)
وجه مهم ترين از يکي (C∗(X,C), ∥ · ∥X) نرم دار فضاي بودن کامل واقع در مي سازد. متمايز زير جبرها اين از را C∗(X,C)
فشرده X اگر قضيه٧. ٣. ١])، ،٢] يا و [٣. ١١ قضيه ،١]) استون-وايراشتراس مشهور قضيه بنابر است. معرفي شده زيرجبرهاي اين با تمايز ها
اين در که مي کنيم يادآوري چگال اند. C∗(X,C) باناخ جبر در ،C∗

c (X,C) و CF (X,C) زير جبر دو هر صورت اين در باشد، نيز
چه تا زير جبر دو اين بودن چگال کنيم، حذف را فضا بودن فشرده شرط اگر که است اين پرسش اما است. صفر-بعدي قوياً X فضاي حالت
مشاهده نماييم. مطالعه (C∗(X,C), ∥ · ∥X) در را زير جبر ها اين يکنواخت) (بستار شده تکميل علاقه منديم لذا مي ماند. باقي پابرجا حد
باناخ زيرجبر معرفي به منجر درواقع و شد خواهند منطبق هم بر زير جبر دو اين تکميل شده صفر-بعدي، فضاي هر در همواره که کرد خواهيم
که شد خواهد مشاهده واقع در بود. خواهد ارتباط در β◦X با شگفت انگيزي به طور U(X) باناخ جبر شد. خواهد C∗(X,C) از U(X)
فضاي يک در که مي دهيم نشان مضاف بر اين، اند. β◦X به توسيع قابل آن اعضاي که است C∗(X,C) از زيرجبري بزرگترين U(X)
نشان پژوهش، اين انتهاي در باشد. صفر-بعدي قوياً X فضاي اگر تنها و اگر چگال اند C∗(X,C) در ذکر شده زير جبرهاي صفر-بعدي،
cδ-مجموعه اي توابع اين تحت C در بسته مجموعه هر وارون نگاره که اند C∗(X,C) از توابعي دقيقاً U(X) اعضاي که داد خواهيم

X باشد. در

آن ويژگي هاي برخي و U(X) زير جبر معرفي ٢

نمايش oscA(f) با را A مجموعه بر f تابع نوسان ،f ∈ C∗(X,C) و A ⊆ X اگر باشد. توپولوژي فضاي يک X کنيم فرض
از: است عبارت که مي دهيم،

oscA(f) := sup{|f(x)− f(y)| : x, y ∈ A}.

اعضاي که به طوري باشد، X فضاي براي متناهي پوشش يک D ⊆ CO(X) اگر که کنيم يادآوري است لازم بعدي تعريف بيان از پيش
مي ناميم. X براي متناهي افراز يک را D صورت اين در مجزايند، دو به دو آن

هر براي اگر f ∈ U(X) گوييم باشند. پيوسته تابع يک f : X → C و صفر-بعدي فضاي يک X کنيم فرض .٢. ١ تعريف
.D ∈ Dϵ هر براي ،oscD(f) ≤ ϵ که به طوري باشد، موجود X از Dϵ متناهي افراز ،ϵ > ٠

ضرب و ضرب جمع، اعمال با U(X) مي دهيم نشان بعدي لم در است. C∗(X,C) از مجموعه اي زير U(X) که است بديهي
مي دهد. مختلط اعداد ميدان بر C∗(X,C) از زير جبري تشکيل توابع، معمولي اسکالر

تعلق U(X) به f̄ و Re(f) ،Im(f) ،cf ،fg ،f + g توابع صورت اين در .c ∈ C و f, g ∈ U(X) کنيم فرض .٢. ٢ لم
 دارند.

وجود M > ٠ عدد ،g و f توابع بودن کران دار به توجه با است. راست سر موارد ساير برهان .fg ∈ U(X) مي دهيم نشان تنها اثبات.
B = {Bi : i = ١, · · · , n} مانند X براي متناهي افرازهاي ،ϵ > ٠ براي .∥g∥X ≤ M و ∥f∥X ≤ M که به طوري دارد
و oscBi

(f) ≤ ϵ
٢M ،١ ≤ j ≤ m و ١ ≤ i ≤ n هر براي که به طوري موجودند C = {Cj : i = ١, · · · ,m} و

مي دهيم قرار .oscCj
(g) ≤ ϵ

٢M

D := {Bi ∩ Cj : ١ ≤ i ≤ n, ١ ≤ j ≤ m}.

داريم: ،x, y ∈ Bi∩Cj هر براي و ،١ ≤ j ≤ m و ١ ≤ i ≤ n هر براي است. X براي متناهي افراز يک نيز D که است روشن

|f(x)g(x)− f(y)g(y)| ≤ |f(x)g(x)− f(x)g(y)|+ |f(x)g(y)− f(y)g(y)|
≤ M |g(x)− g(y)|+M |f(x)− f(y)|
≤ ϵ.

.fg ∈ U(X) بايد لذا و oscBi∩Cj
(fg) ≤ ϵ ،١ ≤ j ≤ m و ١ ≤ i ≤ n هر براي که مي کنيم مشاهده بنابراين

.cluCF (X,C) = U(X) صورت اين در باشد. صفر-بعدي فضاي يک X کنيم فرض .٢. ٣ قضيه
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U(X) در دنباله اي (fn : n ∈ N) کنيم فرض است. بسته C∗(X,C) نرم دار فضاي در U(X) مي دهيم نشان نخست اثبات.
،x ∈ X و n ≥ N اگر که به طوري دارد وجود N طبيعي عدد ،ϵ > ٠ براي است. همگرا f تابع به يکنواخت به طور که باشد
وجود X در باز-بسته مجموعه هاي از {Ci : i = ١, · · · , n} گردايه ،f ∈ U(X) که اين به توجه با .|fn(x)− f(x)| < ϵ

٣
داشت: خواهيم x, y ∈ Ci هر براي بنابراين .i = ١, · · · , n هر براي oscCi

(fN) ≤ ϵ
٣ که به طوري دارد

|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− fN(x)|+ |fN(x)− fN(y)|+ |fN(y)− f(y)| ≤ ϵ.

آنچه بنابر و CF (X,C) ⊆ U(X) که است بديهي .f ∈ U(X) لذا و ،i = ١, · · · , n هر براي ،oscCi
(f) ≤ ϵ بنابراين

کنيم فرض است. برقرار U(X) ⊆ cluC
F (X,C) شمول مي دهيم نشان حال .cluCF (X,C) ⊆ U(X) آمد، قبل قسمت در

متناهي پوشش ،ϵ > ٠ هر براي .f ∈ U(X)

D = {Dj : j = ١, · · · ,m}

انديس هر براي ،oscDj
(f) ≤ ϵ هم چنين و مجزايند دو به دو آن اعضاي که به طوري دارد وجود X در باز-بسته مجموعه هاي از

را h تابع اکنون .rj = f(xj) مي دهيم قرار و مي کنيم انتخاب را xj ∈ Dj عضو ،j = ١, · · · ,m هر براي .j = ١, · · · ,m
مي کنيم: تعريف زير صورت به

h :=
m∑
j=١

rjχDj
,

به f تابع بنابراين .∥h − f∥X ≤ ϵ و h ∈ CF (X,C) که است بديهي است. Dj مجموعه مشخصه تابع χDj
آن در که

است. متعلق cluCF (X,C)

يک U(X) که است مشهود ٢. ٣ قضيه از کرديم. مشخص C∗(X,C) در را CF (X,C) زير جبر يکنواخت بستار اين جا تا
آورده ايم. بعد گزاره در را مطلب اين است. C∗(X,C) از بسته زير جبر

مي دهد. C ميدان بر يکاني باناخ جبر يک تشکيل ،C∗(X,C) از U(X) زير جبر ،X صفر-بعدي فضاي براي .۴ .٢ گزاره

مي نماييم. C∗(X,C) در C∗
c (X,C) زير جبر يکنواخت بستار محاسبه به معطوف را خود نظر اکنون

.C∗
c (X,C) ⊆ U(X) صورت اين در باشد. صفر-بعدي فضاي يک X کنيم فرض .۵ .٢ قضيه

که به طوري دارد وجود C در [a, b]× [c, d] دو بعدي حجره .f ∈ C∗
c (X,C) کنيم فرض اثبات.

f(X) ⊆ [a, b]× [c, d].

c٠ = c < c١ < · · · < cm = d و a٠ = a < a١ < · · · < an = b افرازهاي ،ϵ > ٠ براي است، شمارا f برد چون
از کمتر قطري داراي [ai, ai+١]× [cj, cj+١] حجره هاي زير از يک هر که به طوري دارند وجود [c, d] و [a, b] بازه هاي از به ترتيب
نکنند. قطع را f(X) مجموعه R× {cj} و {ai} ×R ميله هاي ،٠ ≤ j ≤ m− ١ و ٠ ≤ i ≤ n− ١ هر براي و باشد، ϵ

دهيم قرار ،٠ ≤ j ≤ m− ١ و ٠ ≤ i ≤ n− ١ هر براي اگر

Eij := f−١ ([ai, ai+١]× [cj, cj+١]) ,

گردايه صورت اين در
{Eij : ٠ ≤ i ≤ n− ١, ٠ ≤ j ≤ m− ١},

را xij ∈ Eij عضو ،٠ ≤ j ≤ m − ١ و ٠ ≤ i ≤ n − ١ هر براي است. X براي باز-بسته) مجموعه هاي (از متناهي افراز
مي کنيم: تعريف زير صورت به را g تابع حال .rij = f(xij) مي دهيم قرار و مي کنيم انتخاب

g :=
n−١∑
i=٠

m−١∑
j=٠

rijχEij
,

،٢. ٣ قضيه بنابر .∥f − g∥X ≤ ϵ و g ∈ CF (X,C) که است روشن است. Eij مجموعه مشخصه تابع χEij
آن در که

.f ∈ U(X)

داشت. خواهيم را زير نتيجه ،۵ .٢ قضيه و ٢. ٣ قضيه ترکيب از لذا .CF (X,C) ⊆ C∗
c (X,C) که مي کنيم ملاحظه

.cluC∗
c (X,C) = U(X) داريم ،X صفر-بعدي فضاي براي .۶ .٢ نتيجه
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U(X) براي ديگر نمايشي و طول پا يک معرفي ٣
اما است. يکاني جبر -C∗ يک واقع در تزويج، عمل به همراه ،U(X) باناخ جبر که دريافت مي توان به سادگي قبل بخش مطالب به کمک
يکريخت C∗(T,C) با طول پا به طور U(X) که به طوري دارد وجود T هاسدورف و فشرده فضاي گلفاند-نايمارک، مشهور قضيه بنابر
دقيق به طور آورد، خواهيم به دست را طول پايي چنين که براين علاوه  توپولوژيکي، ابزاري با و مستقيم روشي با قسمت، اين در است. جبري

کرد. خواهيم توصيف را گلفاند-نايمارک قضيه در آشکار شده فشرده فضاي

U(X) به f |X تحديد تابع ،f ∈ C∗(β◦X,C) هر براي صورت اين در باشد. صفر-بعدي فضاي يک X کنيم فرض .٣. ١ قضيه
است. متعلق

گردايه است، C از فشرده مجموعه اي زير ،f تابع برد که اين به توجه با .ϵ > ٠ کنيم فرض اثبات.

B = {Bi : i = ١, · · · , n},

براي باز پوشش يک B اين بر علاوه و ،i = ١, · · · , n هر براي ،diam(Bi) <
ϵ
٢ که به طوري دارد وجود C در باز گوي هاي از

β◦X در صفر-مجموعه متمم يک f−١(Bi) وارون نگاره ،i = ١, · · · , n هر براي که مي کنيم ملاحظه باشد. f(β◦X) مجموعه
گردايه هم چنين و است

F = {f−١(Bi) : i = ١, · · · , n},

مجموعه هاي از (متشکل {Cj : j = ١, · · · ,m} متناهي افراز است، صفر-بعدي قوياً β◦X چون است. β◦X براي بازي پوشش
گردايه بنابراين .j = ١, · · · ,m هر براي ،oscCj

f ≤ ϵ که است بديهي است. F براي تظريفي که دارد وجود β◦X از باز-بسته)

C = {Cj ∩X : j = ١, · · · ,m},

اين .j = ١, · · · ,m هر براي ،oscCj∩X(f |X) ≤ ϵ که به طوري است، X براي باز-بسته) مجموعه هاي (از متناهي افراز يک
.f |X ∈ U(X) که مي دهد نشان مطلب

است. β◦X به توسيعي داراي f ∈ U(X) هر صورت اين در باشد. صفر-بعدي فضاي يک X کنيم فرض .٣. ٢ قضيه

فرض هم چنين است. همگرا f تابع به يکنواخت به طور که باشد CF (X,C) در توابع از دنباله اي (fn : n ∈ N) کنيم فرض اثبات.
عددي دنباله که مي دهيم نشان ابتدا مي گيريم. نظر در β◦X به fn تابع توسيع را Fn تابع ،n ∈ N هر براي و p ∈ β◦X کنيم
را An = F−١

n (cn) مجموعه و cn = Fn(p) مي دهيم قرار n طبيعي عدد هر براي است. همگرا C در (Fn(p) : n ∈ N)
دارد وجود N طبيعي عدد .ϵ > ٠ کنيم فرض اکنون است. باز-بسته β◦X در An مجموعه ،n هر براي که است روشن مي کنيم. تعريف
β◦X در p از باز همسايگي يک Am ∩ An چون .|fn(x) − fm(x)| < ϵ آن گاه ،x ∈ X و n,m > N اگر که به طوري
خواهيم ،zmn ∈ Am ∩An ∩X انتخاب با است. ناتهي Am ∩An ∩X مجموعه ،β◦X در X بودن چگال به توجه با و است

داشت:
|Fn(p)− Fm(p)| = |fn(zmn)− fm(zmn)| < ϵ, (m,n ≥ N).

است. همگرا C در بنابراين و است C در کوشي دنباله يک (Fn(p) : n ∈ N) عددي دنباله که مي دهد نشان اين
،p ∈ β◦X هر براي که مي کنيم تعريف صورت اين به را F : β◦X → C تابع اکنون

F (p) := lim
n→∞

Fn(p).

عدد .ε > ٠ کنيم فرض است. پيوسته β◦X بر F مي دهيم نشان برهان، اتمام براي است. β◦X به f از توسيعي F تابع که است روشن
،f ∈ U(X) که آن جا از اين، بر علاوه .|fn(z)−f(z)| < ε

٣ آن گاه ،z ∈ X و M ≤ n اگر که به طوري دارد وجود M طبيعي
.|f(x)− f(y)| < ε

٣ داريم ،x, y ∈ V عضو دو هر براي و p ∈ clβ◦XV که به طوري دارد وجود X در V باز-بسته مجموعه
است. β◦X در p از باز همسايگي يک clβ◦XV که داريم توجه

با .|Fn(q)− F (q)| < ε
٣ آن گاه ،K ≤ n اگر که به طوري دارد وجود M ≤ K طبيعي عدد .q ∈ clβ◦XV کنيم فرض

مجموعه هاي زير ،FK ∈ CF (X,C) که اين به توجه

Wp := F−١
K (FK(p)), Wq := F−١

K (FK(q)),
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کنيم فرض باز-بسته اند. β◦X در
x٠ ∈ Wp ∩X, y٠ ∈ Wq ∩X.

که است روشن
fk(x٠) = Fk(p), fk(y٠) = Fk(q).

داشت: خواهيم مثلثي نابرابري به کارگيري با هم چنين،

|F (q)− F (p)| ≤ |F (p)− FK(p)|+ |FK(p)− FK(q)|+ |FK − F (q)| ≤ ε.

آنگاه باشد، C در ε شعاع و F (p) مرکز به بازي گوي B(F (p), ε) اگر که مي دهد نشان اين

clβ◦XV ⊆ F−١ (B(F (p), ε)) .

مي کند. تمام را اثبات مطلب اين است. پيوسته β◦X از نقطه هر در F تابع پس

β◦X به توسيعي داراي که C∗(X,C) از توابعي براي مشخصي سيماي ،٣. ٢ قضيه و ٣. ١ قضيه از استفاده با تا آماده ايم اکنون
نکته اين است. U(X) همان اند، β◦X به توسيع قابل همگي آن اعضاي که C∗(X,C) از زير جبر بزرگ ترين واقع در دهيم. ارائه اند،

گنجانده ايم. بعد نتيجه در خلاصه به طور را

اگر تنها و اگر است β◦X به توسيعي داراي f ∈ C∗(X,C) صورت اين در باشد. صفر-بعدي فضاي يک X کنيم فرض .٣. ٣ نتيجه
.f ∈ U(X)

اگر که کرد خواهيم مشاهده بعد نتيجه در است. C∗(X,C) از سره زير جبري U(X) وقت چه که مي شود مطرح پرسش اين اکنون
است. متمايز C∗(X,C) از U(X) همواره نباشد، صفر-بعدي قوياً فضا

C∗(X,C) بر U(X) اگر تنها و اگر است صفر-بعدي قوياً X صورت اين در باشد. صفر-بعدي فضاي يک X کنيم فرض .۴ .٣ نتيجه
باشد. منطبق

مي کنيم. نظر صرف برهان آوردن از لذا مي آيد. به دست سهولت به ٣. ٣ نتيجه و ١. ٢ قضيه از استفاده با برهان اثبات.

مي کنيم. ارائه را U(X) باناخ جبر از دقيق توصيفي بعد نتيجه در ،β◦X به U(X) در واقع تابع هر توسيع يکتايي به توجه با

يکريخت C(β◦X,C) با طول پا به طور U(X) باناخ جبر صورت اين در باشد. صفر-بعدي فضاي يک X کنيم فرض .۵ .٣ نتيجه
مي باشد.

ضابطه با را φ نگاشت و مي دهيم نمايش f ◦ با را β◦X به آن توسيع ،f ∈ U(X) هر براي اثبات.

φ : U(X) → C(β◦X,C), φ(f) = f ◦,

اسکالر هر و f, g ∈ U(X) هر براي و است خوش تعريف تابعي φ لذا است، چگال β◦X در X که اين به توجه با مي کنيم. تعريف
داشت: خواهيم ،c ∈ C

،φ(f + g) = φ(f) + φ(g) .١

،φ(fg) = φ(f)φ(g) .٢

.φ(cf) = cφ(f) .٣

کنيم فرض است. طول پا يک φ دهيم نشان بايد تنها اکنون است. مشاهده قابل به سهولت φ بودن پوشا و يک به يک اين بر علاوه
موجود p ∈ β◦X لذا .ϵ > ٠ کنيم فرض عکس، نابرابري مشاهده براي .∥f∥X ≤ ∥f ◦∥β◦X که است بديهي .f ∈ U(X)

که به طوري است
∥f ◦∥β◦X − ϵ < |f ◦(p)|.
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W = |f ◦|−١ (r,∞) مجموعه لذا است، پيوسته و مقدار حقيقي تابعي |f ◦| که اين به توجه با .r = ∥f ◦∥β◦X − ϵ مي دهيم قرار
دارد وجود x ∈ W ∩ X لذا .W ∩ X ̸= ∅ که مي کند ايجاب β◦X در X بودن چگال است. β◦X در p از بازي همسايگي

داشت: خواهيم ϵ > ٠ هر براي بنابراين .r < |f ◦(x)| = |f(x)| که به طوري

∥f ◦∥β◦X − ϵ < ∥f∥X .

داشت: خواهيم است، برقرار ϵ > ٠ هر براي قبل نابرابري که اين به توجه با

∥φ(f)∥β◦X ≤ ∥f∥X ,

مي رسد. اتمام به برهان بنابراين و

براي که مي کنيم يادآوري مجدداً است. C در باز مجموعه هاي وارون نگاره حسب بر U(X) توابع توصيف مقاله اين بخش پايان
يافت CO(X) از {Vn : n ∈ N} شماراي مجموعه زير هرگاه است cδ-مجموعه يک V ⊆ X زيرمجموعه ،X توپولوژي فضاي

مي ناميم. cσ-مجموعه يک را X در cδ-مجموعه يک متمم هم چنين، .V =
∩

n∈N Vn که به طوري شود،

به طوري ،f ∈ C∗(X,C) توابع همه از است متشکل U(X) صورت اين در باشد. صفر-بعدي فضاي يک Xکنيم فرض .۶ .٣ قضيه
باشد. X در cδ-مجموعه يک f−١(B) ،C در B بسته مجموعه هر براي که

است. β◦X به f ◦ توسيع داراي f تابع ،٣. ٢ قضيه به توجه با باشد. C در بسته مجموعه يک B و f ∈ U(X) کنيم فرض اثبات.
(f ◦)−١ (B) ،١. ٣ قضيه از استفاده با است. β◦X صفر-بعدي قوياً فضاي در صفر-مجموعه اي (f ◦)−١ (B) که مي کنيم ملاحظه

که به طوري دارد وجود β◦X در باز-بسته مجموعه هاي از (Vn : n ∈ N) دنباله پس است. β◦X در cδ-مجموعه يک

(f ◦)−١ (B) =
∩
i∈N

Vi.

داشت: خواهيم قبل تساوي طرفين از X به نسبت اشتراک گرفتن با لذا

f−١(B) = (f ◦)−١ (B) ∩X =
∩
i∈N

(Vi ∩X) .

است. X در cδ-مجموعه يک f−١(B) پس است، X در باز-بسته مجموعه يک Vi ∩X ،i ∈ N هر براي که اين به توجه با
يک f−١(B) که شود نتيجه ،C در B بسته مجموعه هر براي که است ويژگي اين داراي f ∈ C∗(X,C) کنيم فرض حال
که مي کنيم اختيار به گونه اي را C در باز گوي هاي از B = {Bi : i = ١, · · · , k} متناهي گردايه است. X در cδ-مجموعه

صورت اين در باشد. f(X) براي باز پوششي B نيز و diamBi < ϵ

X =
k∪

i=١

f−١(Bi).

{Dn : n ∈ N} شماراي گردايه لذا است، X در cσ-مجموعه يک f−١(Bi) مجموعه ،i = ١, . . . , k هر براي که اين به توجه با
تعريف ،n ≥ ٢ هر براي و C١ := D١ مي دهيم قرار .X =

∪
i∈NDi که به طوري دارد وجود X در باز-بسته مجموعه هاي از

گردايه .Cn := Dn \
∪n−١

i=١ Di مي کنيم
C = {Cn : n ∈ N},

آرايش تجديد يک با و کليت از کاستن بدون مجزايند. دو به دو آن اعضاي که است X باز-بسته ي مجموعه هاي از X براي شمارا پوششي
.i ∈ N هر براي ،oscCi

(f) ≤ ϵ که دريافت مي توان به سادگي هم چنين ناتهي اند. C اعضاي تمامي که کنيم فرض مي توانيم مجدد،
مي کنيم: تعريف زير صورت به را g تابع اکنون .ri = f(xi) مي دهيم قرار و مي کنيم انتخاب را xi ∈ Ci عضو ،i ∈ N هر براي

g =
∞∑
i=١

riχCi
.

تعلق U(X) به f تابع ،۶ .٢ نتيجه بنابر .f ∈ cluC
∗
c (X,C) لذا .∥f − g∥X ≤ ϵ و g ∈ C∗

c (X,C) که است روشن
دارد.



۵١٣ U(X) باناخ جبر

منابع فهرست
.١٣٩٣ پژوهش، پوران  انتشارات رضواني، ع. م. برگردانِ سوم)، (ويرايش حقيقي آناليز اصول برکينشاو، ا. اليپرانتيس، د. ک. [١]

.١٣٨٨ شباهنگ، انتشارات غيرتمند، ع. م. برگردانِ مدرن، آناليز مباني ديودونه، ژ. [٢]

[3] F. Azarpanah, O.A.S. Karamzadeh, Z. Keshtkar and A.R. Olfati, On maximal ideals of Cc(X) and
the uniformity of its localizations, Rocky Mountain J. Math, 48 (2018), 345–384.

[4] B. Banaschewski, Über nulldimensionale Räume, Math. Nachr. 13 (1955), 129–140.

[5] R. Engelking, General Topology, Heldermann, Sigma Series in Pure Mathematics 6, Heldermann,
Berlin, 1989.

[6] L. Gillman andM. Jerison, Rings of Continuous Functions, Reprint of the 1960 edition. Graduate Texts
in Mathematics, No. 43. Springer-Verlag, New York, 1976.

[7] L. J. Heider, Compactifications of dimension zero, Proc. Amer. Math. Soc, 10 (1959), 377–384.

[8] P. Nyikos, Strongly zero-dimensional spaces, General topology and its relations to modern analysis
and algebra, III (Proc. Third Prague Topological Sympos., 1971), pp. 341–344. Academia, Prague,
1972.

[9] P. Nyikos, The Sorgenfrey plane in dimension theory, Fund. Math. 79 (2) (1973), 131–139.

[10] J.R. Porter and R.G. Woods, Extensions and absolutes of Hausdorff spaces, Springer-Verlag, New
York, 1988.

[11] W.Rudin, Principles of mathematical analysis, Third edition. International Series in Pure andApplied
Mathematics. McGraw-Hill, New York, 1976.

[12] J. Terasawa, On the zero-dimensionality of some non-normal product spaces, Sci. Tokyo Kyoiku
Daigaku, 11 (1972), 167–174.



۵١۴ -۵٠۶ صفحه ،۴ شماره ،١٢ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / الفتي عليرضا ۵١۴

The Banach algebra U(X) on a zero-dimensional spaceX
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Abstract: In this research, for a zero-dimensional spaceX , a Banach subalgebra U(X) ofC∗(X,C) is
introduced. It is shown that U(X) is the uniform closure of the subalgebras CF (X,C) and C∗

c (X,C)
of the Banach algebra C∗(X,C). Moreover a necessary and sufficient condition for the coincidence of
U(X) and C∗(X,C) is given. It is shown that U(X) consists exactly of all f ∈ C∗(X,C) each of
which has an extension to β◦X . Using this fact, an isometric isomorphism from U(X) onto C(β◦X,C)
is defined. Finally, a description of the elements of U(X) in terms of the inverse image of the closed
subsets of C is given.

Keywords: Zero-dimensional space, Strongly zero-dimensional space, Banaschewski compactification,
Uniform convrgence, Uniform closure.
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