
٢٢- ٨٠٨٨۵١ چاپي: شاپا
DOI: 10.22055/JAMM.2022.41725.2077

رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
۵٢٢ -۵١۵ ص ،۴ شماره ،١٢ دوره ،١۴٠١ سال

محدب −(α,m) توابع براي هادامارد - هرميت نامساوي

* اسدي مهدي

ايران زنجان، اسلامي، آزاد دانشگاه زنجان، واحد رياضي، گروه دانشيار،

سامعي اسماعيل محمد مسئول: دبير

١۴٠١/٩/٢۵ پذيرش: تاريخ ١۴٠١/۶/٣ دريافت: تاريخ

و کلي تحدب بين مياني خاصيت يک به عنوان تادر توسط محدب −m خاصيت معرفي از بعد مقاله اين در چکيده:
مي کنيم. ثابت و بيان جديد قالب در محدب −(α,m) تابع براي را هرميت-هادامارد انتگرال نامساوي ستاره شکل،
در مثال هايي مايند. قضاياي نتايج از بخشي محدب −m توابع براي هادامارد - هرميت نامساوي مورد در قبلي نتايج

است. شده گنجانده مقاله در نيز محدب −m و محدب −(α,m) توابع خصوص

محدب تابع محدب، −m تابع هادامارد، - هرميت انتگرالي نامساوي کليدي: واژه هاي

26D07; 26D15 رياضي: ردهبندي

مقدمات و تعاريف ١
مفهوم معرفي از بعد دارد. کاربرد نيز رياضي اقتصاد در به طوري که داشته اساسي نقش گسسته محدب آناليز در محدب −m تابع مفهوم
توابع براي را هادامارد - هرميت نامساوي کلي، تحدب و ستاره شکل خاصيت بين مياني تحدب به عنوان [١۵] در تادر به وسيله محدب −m

مي کنيم. ثابت و بيان تعريف، محدب −(α,m)
هرگاه به عبارتي، شود. ديده [١٣] بود، خواهد محدب باشد، مياني محدب و پيوسته I ناتهي فاصله روي f : I ⊂ R → R تابع اگر

باشيم: داشته a, b ∈ I هر براي

f

(
a+ b

٢

)
≤ f(a) + f(b)

٢
,

اين صورت در

∀a, b ∈ I ∧ ∀t ∈ [٠, ١] ⇒ f(ta+ (١ − t)b) ≤ tf(a) + (١ − t)f(b).

داريم : هم چنين است، انتگرالپذير و پيوسته درنتيجه مي باشد، محدب که تابعي براي

f

(
a+ b

٢

)
≤
∫ b

a
f(t)dt

b− a
≤ f(a) + f(b)

٢
(١. ١)

است. معروف محدب توابع براي هادامارد - هرميت نامساوي به که
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هرگاه مي گوييم محدب را R از C مجموعه باشد. m ∈ [٠, ١] کنيم فرض .([١۵] ) ١. ١ تعريف

∀x, y ∈ C ∧ ∀t ∈ [٠, ١] ⇒ tx+ (١ − t)y ∈ C,

هرگاه مي گوييم محدب −m و

∀x, y ∈ C ∧ ∀t,m ∈ [٠, ١] ⇒ tx+m(١ − t)y ∈ C,

هرگاه مي گوييم محدب (α,m) و

∀t, α,m ∈ [٠, ١] ⇒ tαx+m(١ − tα)y ∈ C.

هرگاه مي گوييم محدب را R از C مجموعه روي f حقيقي تابع باشد. m ∈ [٠, ١] کنيم فرض .١. ٢ تعريف

∀x, y ∈ C ∧ ∀t ∈ [٠, ١] ⇒ f(tx+ (١ − t)y) ≤ tf(x) + (١ − t)f(y)

هرگاه مي گوييم محدب −m و

∀x, y ∈ C ∧ ∀t,m ∈ [٠, ١] ⇒ f(tx+m(١ − t)y) ≤ tf(x) +m(١ − t)f(y),

هرگاه مي گوييم محدب (α,m) و

∀x, y ∈ C ∧ ∀t, α,m ∈ [٠, ١] ⇒ f(tαx+m(١ − tα)y) ≤ tαf(x) +m(١ − tα)f(y).

گرفت. خواهيم نظر در را −f حالت هاي مقعر −m و مقعر تعريف براي
C روي f تابع هم چنين بود. خواهد x, y ∈ C هر براي my و x نقاط بين خط قطعه شامل محدب m مجموعه هندسي ديد از
در f نمودار بالاي (y,mf(y)) و (x, f(x)) نقاط بين قطعه x ≤ y براي هرگاه بود خواهد محدب −m x, y ∈ C هر براي

گيرد. قرار [x,my]

مقعر −m ،f(x) =
√
x تابع و محدب −m تابع از مثالي دار نرم فضاي روي f(x) = ∥x∥ و f(x) = x٢ تابع .١. ٣ مثال

است.

کنيم فرض .۴ .١ مثال
B = {x = (x١, x٢, · · · , xn, · · · ) ∈ l١| ∥x∥١ ≤ ١}

کنيم فرض حال است. محدب −(α,m) B لذا

C = {x = (x١, x٢, · · · , xn, · · · ) ∈ l١| xi ≥ ٠, ∥x∥١ =
∞∑
n=١

xi = ١}

نيست. محدب −(α,m) و m حالي که در است، محدب C اين صورت در

شود. رجوع [١۵ ،١۴ ،٣–١٢ ،١] مراجع به بيش تر مثال هاي براي

است. محدب −n ،f اين صورت در .٠ ≤ n < m ≤ ١ و باشد محدب −m f حقيقي تابع کنيم فرض .۵ .١ لم

و f + g اين صورت در .n ≤ m و باشند محدب −m g تابع و محدب −n f تابع که f, g : [a, b] → R کنيم فرض .۶ .١ لم
بود. خواهند محدب −n ،k ≥ ٠ ثابت براي که kf

بود. خواهند محدب −m ،fg اين صورت در باشند. محدب −m و صعودي نامنفي، توابع f, g : [٠, a] → R کنيم فرض .١. ٧ لم
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اصلي نتايج ٢
بنابراين .com(f) := {f : است محدب −mfتابع} و co(f) := {f : است محدب fتابع} کنيم فرض

بگيريم زير به صورت را f و m = ٠ ،t = ٠٫٢ اگر چراکه؛ com(B) ⫋ co(A)

f(x) =

{
١ − x, ٠ ≤ x ≤ ١
−x+١

٢ , ١ ≤ x ≤ ٣

داشت: خواهيم .m = ٠٫۵ و b = ١ ،a = ٠ اگر همين طور؛ .f ∈ co(A)\com(B) دراين صورت

f(
a+mb

٢
) =

٣
۴
>

f(a) +mf(b)

٢
=

١
٢
,

درحالي که

f(
a+ b

٢
) =

١
٢
≤ f(a) + f(b)

٢
=

١
٢
.

کرد. مراجعه [١] به مي توان بيش تر جزئيات براي
مي پردازيم. مقاله اصلي قضيه اثبات به اکنون

و بوده C بازه روي محدب −(α,m) تابع يک f : C ⊂ R → R تابع و C ⊆ R و m ∈ [٠, ١] کنيم فرض .٢. ١ قضيه
آن گاه، .a+mb = r + s باشيم داشته s و r هر براي اگر .a, b ∈ C

(٢. ١)

f

(
a+mb

٢

)
≤ ١

١)٢ + α)

(
١

r − a

∫ r

r−(r−a)(١+α)

f(u)du+m
١

mb− s

∫ s+(mb−s)(α+١)

s

f(u)du

)
و

١
١)٢ + α)

(
١

r − a

∫ r

r−(r−a)(١+α)

f(u)du+m
١

mb− s

∫ s+(mb−s)(α+١)

s

f(u)du

)

≤ f(r) + f(r − (r − a)(١ + α))

٢
+m

(
f(s) + f(s+ (mb− s)(α + ١))

٢

)
.

مي دهيم: قرار اين صورت در ،a, b, s, r ∈ C کنيم فرض اثبات.

tα−١A := r − (r − a)(αt+ tα) = r(١ − αt− tα) + a(αt+ tα) ∈ C

و
m(١ − tα−١)B := s+ (mb− s)(αt+ tα) = s(١ − αt− tα) +mb(αt+ tα) ∈ C.

tα−١A+m(١ − tα−١)B = r + s = a+mb ∈ C بنابراين

f

(
a+mb

٢

)
= f

(
tα−١A+m(١ − tα−١)B

٢

)
≤ ١

٢

(∫ ١

٠
tα−١f(A)dt+m(١ − tα−١)

∫ ١

٠
f(B)dt

)
=

١
٢

(∫ ١

٠
tα−١f(r − (r − a)(αt+ tα))dt+m

∫ ١

٠
(١ − tα−١)f(s+ (mb− s)(αt+ tα))dt

)
=

١
١)٢ + α)(r − a)

(∫ r

r−(r−a)(١+α)

f(u)du

)
+ m

١
١)٢ + α)(mb− s)

(∫ s+(mb−s)(α+١)

s

f(u)du

)
.
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r − a = mb− s چون

f

(
a+mb

٢

)
≤ ١

١)٢ + α)(r − a)

(∫ r

r−(r−a)(١+α)

f(u)du+m

∫ s+(mb−s)(α+١)

s

f(u)du

)
(٢. ٢)

(٢. ٣)

f

(
a+mb

٢

)
≤ ١

١)٢ + α)(mb− s)

(∫ r

r−(r−a)(١+α)

f(u)du+m

∫ s+(mb−s)(α+١)

s

f(u)du

)
.

محدب −(α,m) تابع تعريف به بنا
(۴ .٢)

f(x)− f(r − (r − a)(١ + α))

x− (r − (r − a)(١ + α))
≤ f(r)− f(r − (r − a)(١ + α))

r − (r − (r − a)(١ + α))
=

f(r)− f(r − (r − a)(١ + α))

(r − a)(١ + α)

که مي شود نتيجه

f(x) ≤ f(r − (r − a)(١ + α)) +
f(r)− f(r − (r − a)(١ + α))

r − a
(x− (r − (r − a)(١ + α))).

∫لذا r

r−(r−a)(١+α)

f(x)dx ≤
∫ r

r−(r−a)(١+α)

f(r − (r − a)(١ + α))dx

+

∫ r

r−(r−a)(١+α)

f(r)− f(r − (r − a)(١ + α))

(r − a)(١ + α)
(x− (r − (r − a)(١ + α)))dx

= f(r − (r − a)(١ + α))(r − a)(١ + α)

+
f(r)− f(r − (r − a)(١ + α))

(r − a)(١ + α)

(r − a)١)٢ + α)٢

٢

بنابراين

١
(r − a)(١ + α)

∫ r

r−(r−a)(١+α)

f(u)du ≤ f(r) + f(r − (r − a)(١ + α))

٢
(۵ .٢)

و

m

∫ s+(mb−s)(α+١)

s

f(x)dx ≤ m

∫ s+(mb−s)(α+١)

s

f(s)dx

+ m

∫ s+(mb−s)(α+١)

s

f(s+ (mb− s)(α + ١))− f(s)

s+ (mb− s)(α + ١)− s
(x− s)dx

= mf(s)(mb− s)(١ + α)

+ m
f(s+ (mb− s)(α + ١))− f(s)

(mb− s)(α + ١)
(١ + α)٢(mb− s)٢

٢

= m(mb− a)(α + ١)
(
f(s+ (mb− s)(α + ١)) + f(s)

٢

)
.

دراين صورت

m

(mb− s)(α + ١)

∫ s+(mb−s)(α+١)

s

f(x)dx ≤ m

(
f(s) + f(s+ (mb− s)(α + ١))

٢

)
. (۶ .٢)
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(۶ .٢) و (۵ .٢) نامساوي هاي به کارگيري با حال

١
٢

(
١

(١ + α)(r − a)

∫ r

r−(r−a)(١+α)

f(u)du+m
١

(١ + α)(mb− s)

∫ s+(mb−s)(α+١)

s

f(u)du

)

≤ f(r) + f(r − (r − a)(١ + α))

٢
+m

(
f(s) + f(s+ (mb− s)(α + ١))

٢

)
.

مي دهد. نتيجه را [٢] از ٣. ١ قضيه α = ٠ فرض با زير نتيجه

.a, b ∈ C و باشد C بازه روي محدب −m تابع يک f : C ⊂ R → R تابع و C ⊆ R و m ∈ [٠, ١] کنيم فرض .٢. ٢ نتيجه
آن گاه، .a+mb = r + s باشيم داشته s و r هر براي اگر

f

(
a+mb

٢

)
≤ ١

٢

(
١

r − a

∫ r

a

f(u)du+m
١

mb− s

∫ mb

s

f(u)du

)
(٢. ٧)

و

١
٢

(
١

r − a

∫ r

a

f(u)du+m
١

mb− s

∫ mb

s

f(u)du

)
≤ f(r) +mf(s)

٢
+

f(a) +mf(mb)

٢
. (٢. ٨)

است. [٢] مقاله از ٣. ٢ نتيجه بعدي نتيجه

داريم: ٢. ٢ نتيجه فرضيات با .٢. ٣ نتيجه

١
٢

(
١

r − a

∫ r

a

f(u)du+m
١

mb− s

∫ mb

s

f(u)du

)
≤ f(r) + f(a)

٢
+m

f(s) +mf(b)

٢
.

آن گاه، r = s = a+mb
٢ اگر

داريم: ٢. ٢ نتيجه فرضيات با .۴ .٢ )نتيجه
١

mb− a

∫ a+mb
٢

a

f(u)du+m
١

mb− a

∫ mb

a+mb
٢

f(u)du

)
≤ ١ +m

۴
f

(
a+mb

٢

)
+
f(a) +m٢f(b)

۴
.

آن گاه، r = s = a+b
٢ و m = ١ اگر

داريم: ٢. ٢ نتيجه فرضيات با .۵ .٢ نتيجه

f

(
a+ b

٢

)
≤ ١

b− a

∫ b

a

f(t)dt ≤ f(a) + f(b)

۴
+

١
٢
f

(
a+ b

٢

)
.

است. زير به صورت r = s = mb+a
٢ با ٢. ٢ نتيجه از جديدي ويرايش

a, b ∈ C و C بازه روي محدب −m تابع يک f : C ⊂ R → R تابع و C ⊆ R و m ∈ [٠, ١] کنيم فرض .۶ .٢ نتيجه
آن گاه باشد.

f

(
a+mb

٢

)
≤ ١

mb− a

(∫ mb+a
٢

a

f(u)du+m

∫ mb

mb+a
٢

f(u)du

)

≤ f(a) +mf(b)

٢

(
m+ ١

۴

)
+

f(a) +m٢f(b)

۴

=
(٣m+ ١)(mf(b)) + (m+ ٣)f(a)

٨
.
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:۶ .٢ نتيجه فرضيات با .٢. ٧ نتيجه

١
mb− a

(∫ mb+a
٢

a

f(u)du+m

∫ mb

mb+a
٢

f(u)du

)
≤ (٣m+ ١)(mf(b)) + (m+ ٣)f(a)

٨
.

مي آيد. بدست (١. ١) هادامارد - هرميت نامساوي آن گاه، بگيريم، m = ١ ۶ .٢ نتيحه در اگر

که داريم توجه .٢. ٨ مثال

١
mb− a

(∫ mb+a
٢

a

f(u)du+m

∫ mb

mb+a
٢

f(u)du

)
≤ ١

mb− a

(∫ mb+a
٢

a

f(u)du+

∫ mb

mb+a
٢

f(u)du

)

=
١

mb− a

∫ mb

a

f(u)du

∫اما mb

a
f(x)dx

mb− a
̸≤ (٣m+ ١)(mf(b)) + (m+ ٣)f(a)

٨
.

نوشت: مي توان اين صورت در .m = ١
٢ و a = ٠, b = ٣ کنيم فرض

f(x) =

{
١ − x, ٠ ≤ x ≤ ؛١
١−x

٢ , ١ ≤ x ≤ ٣،∫ mb

a
f(x)dx

mb− a
=

٢
٣

∫ ٣

٠
f(x)dx =

٢
٣

(∫ ١

٠
(١ − x)dx+

∫ ٣

١

١ − x

٢
dx

)
=

٧
٢۴

درحالي که

(٣m+ ١)(mf(b)) + (m+ ٣)f(a)
٨

=
١
٨

(
(

٣
٢
+ ١)

١
٢
f(٣) + (

١
٢
+ ٣)f(٠)

)
=

٩
٣٢

.

گيري نتيجه ٣
در محدب −m توابع براي را قبلي نتايج، α = ٠ فرض با مي توان محدب، −(α,m) توابع براي مقاله اين در ٢. ١ اصلي قضيه اثبات با

(١. ١) رسيد. هادامارد - هرميت اصلي نامساوي به m = ١ و α = ٠ فرض با هم چنين و آورد به دست [٢] مقاله
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Abstract: In this paper, after introducing the m-convexity by Toader, as an intermediate among the
general convexity and star shaped property, we bring Hermite-Hadamard integral inequality on (α,m)-
convex function in the new form. Previous results about the Hermite-Hadamard inequality form-convex
functions are part of the results of our theorems. Illustrated examples of (α,m)-convex and m-convex
functions are also included in the article.
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