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و غيرطبيعي تکثير از جديدند. سلول هاي به شدن تقسيم و رشد حال در مدام بدن بافت هاي سلول هاي تمامي چکيده:
سلول به نام سلول نوعي بدن، بافت هاي کليه ي در مي گيرد. شکل سرطان بيماري بدن، بافت هاي سلولي کنترل از خارج
قادر بافت، در اختلال مواقع در تا دارند را بافت همان تخصصي سلول هاي به تبديل شدن توانايي که مي شود يافت بنيادي
سرطان مهار راه کار زمان، گذر در سرطاني سلول هاي تعداد کردن کمينه به منظور مقاله اين در باشند. آسيب ها جبران به
مدل سازي بهينه کنترل نظريه از مسئله اي به صورت سرطاني غيربنيادي سلول هاي روي بر خاص داروي يک اثر طي
تجويز ازاي در سرطاني سلول هاي رشد مهار براي بهينه کنترل مدل موجود، رياضي مدل برمبناي کار اين در است. شده
به کمک ابتدا دارو، بهينه دوز تجويز و ارايه شده مدل حل براي مي گردد. ارايه (دوکسوروبيسين) موثر بسيار خاص دارويي
گرديده تعيين بهينه جواب حاصل، اول مرتبه ديفرانسيل معادلات دستگاه تحليلي حل سپس و پونترياگين بيشينه اصل
که است شده  شبيه سازي عددي مثال به صورت ارايه شده راه کار بيمار، به دارو ميزان بهينه تجويز دوز ارايه ي براي است.
گذر با سرطاني سلول هاي تعداد چگونه دارو، اين دوز از مشخصي ميزان اعمال با مي دهد نشان عددي پياده سازي اين

بود. خواهند حداکثري کاهش حال در زمان
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مقدمه ١
را خود کارايي سلول يک که زماني مي شود. ايجاد بدن بافت هاي سلولي کنترل از خارج و غيرطبيعي تکثير از که است بيماري نوعي سرطان
سلول ها تکثير نشود. ايجاد بدن سيستم کارايي روند در خللي تا مي کنند اشغال را آن جاي تازه  توليدشده سلول هاي و مي ميرد بدهد، دست از
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مي گردد. سرطان بروز باعث که است سلول غيرطبيعي تکثير و رشد اين نمي شود؛ سرطان به منجر هيچ وجه به که است عادي کاملا امر يک
مواقع در تا دارند را بافت همان تخصص يافته ي سلول هاي به شدن تبديل توانايي که مي شود يافت سلول نوعي بدن بافت هاي کليه ي در
سلول هاي اصل در مي گويند؛ بنيادي» «سلول آن ها به که است توانايي همين داشتن به دليل باشند. آسيب ها جبران به قادر بافت، در اختلال
را سلول ها اين اهميت دليل بنيادي اند. سلول هاي از منبعي داراي بدن بافت هاي تمامي حقيقت در سلول هايند. تمام مادر نوعي به بنيادي،
نامحدود تکثير پتانسيل که است معنا اين به بنيادي سلول هاي خود نوسازي «تمايز». و «خود نوسازي» دانست: آن مهم ويژگي دو در مي توان
شدن تبديل قابليت بنيادي سلول هاي که است اهميت قابل جهت آن از تمايز ويژگي هم چنين يابند. تکثير مداوم طور به مي توانند و دارند
اسکلتي، عضلات به مي توانند استخوان مغز در خون ساز بنيادي سلول هاي مثلا ً  دارند. را قلبي و غضروفي عصبي، خوني، سلول هاي انواع به
نام گذاري بنيادي سلول  را سلول نوع اين تا است شده باعث که است سلول ها ديگر از متمايز ويژگي دو همين يابند. تمايز غضروفي يا قلبي
مي شوند. تقسيم ناف بند بنيادي سلول هاي و بالغ بنيادي سلول هاي جنيني، بنيادي سلول هاي دسته سه به منشأ لحاظ از سلول ها اين کنند.
بنيادي سلول هاي مي شوند. حاصل است، نمو مرحله در که جنيني از مي شوند، ناميده نيز اوليه بنيادي سلول هاي که جنيني بنيادي سلول هاي
بافت هاي از بسياري در بالغ بنيادي سلول هاي متفاوتي اند. خاصيت داراي شدن جدا محل به بسته و مي شوند جدا بدن مختلف بافت هاي از بالغ
خوني عروق اسکلتي، عضله چشم، شبکيه ي و قرنيه پوست، گوارشي، لوله ي پانکراس، کبد، استخوان، مغز مغز، جمله از بدن يافته ي تخصص
است. بافت آن بالغ اختصاصي سلول هاي مجدد توليد مختلف بافت هاي در سلول ها اين مهم نقش مي شوند. يافت دندان عاج پالپ حتي و
سلول هاي منابع مهم ترين از يکي خون اين مي آيند. به دست مي شود، خارج ناف بند از تولد از پس که خوني از ناف، بند بنيادي سلول هاي
مي توانند ناف بند خون ساز بنيادي سلول هاي است. مزانشيمي بنيادي سلول هاي و خون ساز بنيادي سلول هاي داراي و بوده جنيني غير بنيادي
استفاده مورد ايمني خود بيماري هاي و آنمي لوکمي، درمان در سلول ها اين شوند. بدن ايمني سيستم سلول هاي و قرمز گلبول هاي توليد موجب

.[١] مي گيرند قرار
سلول هاي به زيادي شباهت متابوليکي و خود نوسازي خصوصيات نظر از و بوده طبيعي بنيادي سلول هاي مشابه سرطاني بنيادي سلول هاي
مي توانند آن ها دارايند؛ را سرطاني سلول هاي و بنيادي سلول هاي ويژگي دو هر سرطاني بنيادي سلول هاي عبارتي، به دارند. طبيعي بنيادي
آورند. وجود به را تومور تشکيل دهنده سلول هاي و شوند تکثير نامتقارن، و متقارن سلولي تقسيمات طريق از و تومور سلول هاي ديگر از متمايز
مقاومت اصلي دليل دهند؛ مي نسبت تومور در سرطاني بنيادي سلول هاي وجود به را درماني شيمي داروهاي به مقاومت که است توجه قابل
بافت درون در غير يکنواخت به صورت که سلولي جمعيت اين است. تومور بافت يک در سرطاني بنيادي سلول تقسيم تومور، سلول هاي دارويي
است آن ها ژنتيکي خصوصيات تفاوت و تومور بقا مسئول و بوده خود نوسازي قابليت داراي طبيعي، بنيادي سلول هاي مانند شده اند، توزيع تومور

.[١٠]
ديفرانسيل معادلات دستگاه يک به وسيله ي که است پويا مدل يک مرتبط، بافت هاي به توجه با زمان بستر در سرطاني سلول هاي رشد مدل
از خارج عاملي از بيماري نوع اين درمان در که آن جا از مي باشد. دستگاه اين اوليه شرايط اصل در نيز بيمار فعلي شرايط است. نمايش قابل
که گردد تعيين چنان بايد اشعه) يا (دارو کنترل کننده عامل است. بهينه کنترل نوع از درمان مدل مي شود، استفاده اشعه يا و دارو نظير بدن
به کنترل تعيين لذا و گيرد انجام صورت بهترين به مهار اين که است آن بر تلاش حالتي چنين در شود. سرطاني سلول هاي رشد کنترل سبب
کم ترين مي تواند مسئله فراخور به مدل اين در هدف تابع است. بهينه کنترل مدل يک درمان فرايند رياضي مدل و است نظر مد بهينه صورت
باشد. اين نظاير و درمان هزينه حداقل آسيب ديده، سالم بافت هاي حداقل بين رفته، از سرطاني سلول هاي تعداد حداکثر مصرفي، داروي ميزان
سلول هاي تکثير سرعت و تعداد کاهش بهينه، کنترل نظريه از استفاده با رشد، مدل اين معرفي بر علاوه که است آن ما هدف مقاله، اين در
سلول هاي رشد مهار بهينه کنترل مسئله مدل سازي ضمن که مايليم ديگر به عبارت باشيم؛ شاهد دوکسوروبيسين داروي حضور در را سرطاني
مهار بر علاوه که باشد به گونه اي مي تواند الگو اين گردد. بيان مهار اين انجام جهت دارو بهينه تجويز ارايه الگوي سرطاني، غير و سرطاني
دارو تجويز ميزان که است حالي در اين دهد. کاهش نيز را درمان زمان طول در مصرفي داروي دوز سرطاني، سلول هاي تعداد کاهش و رشد

باشد. شده کنترل آن عوارض به دليل

تاريخچه ٢

يک مشاهده با آن ها .[۵] شد مطرح بونت و ديک توسط ١٩٩٧ سال در بار اولين تومورها، از جمعيت يک در سرطان بنيادي سلول هاي وجود
سلول هاي شبيه آن ها خصوصيات که کردند شناسايي را زايي کلوني قابليت با سلولي کوچک جمعيت يک خون، سرطان در خوني شبه سيستم
در نادر سلولي جمعيت يک که کردند ارايه را نظريه اين آن ها تومورها، بودن ناهمگون و کلوني زايي طبيعت به توجه با .[١٠] بود خون بنيادي
بافت هاي چنين که اين مهم تر [۵]؛ آن اند متاستاز و تومور رشد اصلي عامل و مي کنند عمل بنيادي سلول هاي شبيه که دارند وجود سرطان ها
سال در .[٨] مي برند ارث به را اوليه تومور خصوصيات که شوند ثانويه تومور ايجاد سبب مبدأ، بافت از دورتر مناطق در حتي مي توانند غيرعادي
هم کاران و کيلي٣ نمودند. بررسي سينه سرطان در را سرطاني بنيادي سلول هاي که بودند کساني اولين [٢] هم کاران و ٢ هج آل ٢٠٠٣
بنيادي سلول هاي ويژگي با سلول هايي را توموري بافت هاي در تومور دهنده سلول هاي تشکيل کل از درصد ٢۵ حدود که دادند نشان [١١]
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نسبت سرطان، بنيادي سلول هاي که است کرده مشخص ٢٠١۴ سال در [٣] هم کاران و عليزاده تحقيقات اين، بر علاوه مي دهند. تشکيل
[١٢] همکاران و ۴ ميچي ٢٠١٨ سال در باشند. داشته نقش سرطاني سلول هاي متاستاز در مي توانند و برخورداراند ذاتي مقاومت از درمان به
زمان گذشت با تومور شعاع که يافتند دست نتيجه اين به عددي، شبيه سازي مبناي بر و سرطاني بنيادي سلول هاي رياضي مدل يک ارايه با
رفتن بين از باعث که راديواکتيو يا شيميايي درمان يک همچنين مي گيرد؛ صورت تعيين شده اي تقارن هيچ گونه بدون رشد اين و مي کند رشد
کاهش مي کنند، حمله آن اطراف فضاي به تومور سلول هاي که را سرعتي سلولي، رشد سرعت کنترل با مي تواند مي شود، سرطاني سلول هاي
سرطاني سلول هاي تعداد کاهش شاهد و کند پيدا غلبه آن ها رشد سرعت بر مي تواند سرطاني سلول هاي بين رفتن از سرعت ترتيب بدين دهد.
مي توان نمونه به عنوان و است انجام حال در نيز هم اکنون سرطاني بنيادي سلول هاي خصوص در تحقيقات دسته اين البته باشيم. زمان گذر در
مختلف سرطاني سلول هاي رشد مهار در بهينه کنترل نظريه از استفاده زمينه در تحقيقات گرچه نمود. اشاره [۶] و [١٨] ، [١۴] اخير موارد به

.( [٩] و [٧] ، [١٣] نمونه عنوان (به است مشاهده قابل کرات به
کنترل و کنترل نظريه ي پايه ي بر سرطان بنيادي سلول هاي رشد مهار يا درمان نحوه تعيين و امکان پي گير تاکنون تحقيقات از کدام هيچ اما
سرطان بنيادي سلول هاي رشد مهار به منظور کنترل نظريه از آن در که تحقيقي دسترس، در اينترنتي منابع بررسي با واقع در نبوده اند؛ بهينه

نشد. يافت باشد، شده انجام سرطاني غيربنيادي و بنيادي سلول هاي رشد رياضي مدل اساس بر

سرطاني بنيادي غير و بنيادي سلول هاي رشد رياضي مدل معرفي ٣
نمودند ارايه غير بنيادي و بنيادي سرطاني سلول هاي رشد چگونگي نمايش جهت رياضي مدلي [١٧] هم کاران و ۵ سوزان ٢٠١۴ سال در
ابتدا سرطاني، غير بنيادي و بنيادي سلول هاي تقسيمات چگونگي تحليل براي است. شده گرفته نظر در نيز سلول ها تکثير وضعيت آن در که

شد. خواهد بيان سلولي تقسيمات نحوه تحليل آنها از استفاده با ادامه در سپس و مي شوند معرفي ١ جدول در لازم پارامترهاي و متغير ها

متغير ها و پارامتر ها ٣. ١

[١٧] سرطاني سلول هاي رشد مدل پارامترهاي و متغيرها معرفي :١ جدول

مقادير تعريف پارامتر ها و متغير ها
t زمان در سرطاني بنيادي سلول هاي تعداد C(t)

k=١,٢, ٣,...m t زمان در سرطاني غيربنيادي سلول هاي نسل kامين تعداد Nk(t)∑m
k=١ Nk t زمان در سرطاني غيربنيادي سلول هاي کل تعداد H(t)

٠٫٠١ − ٠٫٣۵ سرطاني بنيادي سلول هاي متقارن تقسيم احتمال p1
١-p١ سرطاني بنيادي سلول هاي نامتقارن تقسيم احتمال p٢
٠ سرطاني غيربنيادي سلول دو متقارن ايجاد احتمال p٣
٣ − ١١ سرطاني غيربنيادي سلول هاي تکثير ظرفيت m
١ سرطاني بنيادي سلول هاي تکثير سرعت λ
١ سرطاني غيربنيادي سلول هاي تکثير سرعت γ
٠ − ٠٫١ سرطاني بنياي سلول هاي مرگ سرعت a
٠ − ٠٫١ سرطاني غيربنيادي سلول هاي مرگ سرعت b
(p١-p3)λ-a سرطاني بنيادي سلول هاي خالص رشد سرعت β

بنيادي سلول دو به p١ احتمال با متقارن تقسيم با که چنان دارند؛ نامحدودي تکثير پتانسيل سرطاني بنيادي سلول هاي مي کنيم فرض
فرض اين جا در مي شوند. تقسيم سرطاني غير بنيادي سلول يک و سرطاني بنيادي سلول يک به p٢ احتمال با و مي شوند تقسيم سرطاني
مي ناميم. m را تکثير توان مندي يا و ظرفيت اين مي شوند؛ تقسيم سلولي مرگ از قبل سرطاني بنيادي غير سلول هاي از کمي تعداد مي کنيم
سرطاني غيربنيادي سلول هاي از دسته اين صورت اين در دارند، تکثير در سعي سرطاني غيربنيادي سلول هاي نسل m امين که زماني نتيجه در

.[١٧] مي شوند سلولي مرگ دچار

4Meacci L.
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[١٧] بنيادي سلول  يک سلولي تقسيمات :١ شکل

نمايش را سرطاني غيربنيادي سلول هاي نسل مراتب سلسله شکل، در سايه دار قسمت و چندگانه ساختار مدل در سلولي جمعيت ١ شکل
مي دهد.

اوليه، سلول هاي اين از تعدادي هم چنين مي شود. تکثير سرطاني بنيادي سلول دو به p١ احتمال با و λ سرعت با سرطاني بنيادي سلول يک
زمان واحد در سرطاني بنيادي سلول هاي تعداد تغييرات ميزان مي روند. بين از λ سرعت و p٣ احتمال با متقارن تقسيمات با و a سرعت با

است: زير به صورت

dC

dt
= (p١ − p٣)λC − aC. (١)

يک صورت اين در شود. تکثير نامتقارن صورت به سرطاني بنيادي سلول يک که مي آيد وجود به زماني سرطاني غيربنيادي سلول نسل اولين
سپس مي شود. ايجاد سرطاني) بنيادي غير سلول ٢ ايجاد (به دليل p٣ احتمال برابر ٢ با و p٢ احتمال با و λ سرعت با سرطاني بنيادي سلول
b سرعت با نيز سلولي مرگ طريق از و γ سرعت با سرطاني غيربنيادي سلول هاي نسل دومين به تقسيم با سرطاني بنيادي غير سلول اولين

است: زمان حسب بر سرطاني غيربنيادي سلول هاي اول نسل تغييرات ميزان نشان دهنده ي زير رابطه که است اساس بدين مي رود. بين از

dN١

dt
= (p٢ + ٢p٣)λC − γN١ − bN١. (٢)

سلول هاي نسل اولين از سلول يک و مي شود ايجاد γ سرعت با سرطاني غيربنيادي سلول دو سرطاني، غيربنيادي سلول اول نسل تقسيم در
روند بنابراين مي شود. سلولي مرگ دچار b سرعت با ديگر سلول و مي رود بين از γ سرعت با بعد، نسل به تقسيم به دليل سرطاني غيربنيادي

است: چنين زمان حسب بر دوم نسل سلول هاي تعداد اين تقسيم

dN٢

dt
= ٢γN١ − γN٢ − bN٢. (٣)

است: چنين آنها رشد ميزان kام، نسل تا سرطاني غيربنيادي سلول نسل هاي براي مشابه صورت به روند اين ادامه ي با

dNk

dt
= ٢γNk−١ − γNk − bNk. (۴)

است: چنين آن عمومي جواب که است خطي معمولي ديفرانسيل معادله يک (١) رابطه

C = C(٠)eβt (۵)



۵٣٩ سرطاني غيربنيادي و بنيادي سلول هاي رشد بهينه کنترل

.[١٧] مي شود حاصل چنين Nk(t) مقدار (۴) تا (٢) روابط از .C(٠) = ec٠ آن در که

Nk(t) =
k∑

i=١

Nk+١−i(٠)
ti−١(٢γ)i−١

(i− ١)!
e−zt +

θk(p٢ + ٢p٣)λC٠

٢γ
(eβt −

k∑
i=١

ti−١(٢γ)i−١

θi−١(i− ١)!
e−zt). (۶)

آن: در که

θ :=
٢γ

γ + b+ β
. (٧)

در (سيگما) مجموع دو هر مقدار بزرگ) کافي به قدر t (براي زمان افزايش با که است آن نمايان گر ،Nk(t) نمايش در e−zt عبارت وجود
براي تقريبي مقدار يک t بزرگ کافي به قدر مقادير براي بنابراين کرد. صرف نظر آنها از مي توان لذا و مي شود ناچيز (۶) رابطه راست سمت

مي شود: داده نمايش زير صورت به Nks(t) با که مي آيد به دست Nk(t)

Nks(t) ∼= (p٢ + ٢p٣)
λ

٢γ
θkC(t). (٨)

مي شود، حاصل H(t) تعريف در Nk(t) به جاي Nks(t) جاي گزيني از که ،H(t) تقريبي مقدار ،١ جدول در H(t) تعريف طبق حال
مي آيد: به دست چنين و مي شود داده نمايش Hs(t) با

Hs(t) ∼= (p٢ + ٢p٣)
λ

٢γ
θ(١ − θm)

١ − θ
C(t). (٩)

يافت: دست زير تساوي به مي توان سادگي به ،H(t) تعريف و ،(۴) تا (٢) روابط گرفتن نظر در با طرفي از

dH

dt
=

m∑
k=١

dNk

dt
=
dN١

dt
+

m∑
k=٢

dNk

dt

= (p٢ + ٢p٣)λC − γN١ − bN١ + ٢γ
m−١∑
k=١

Nk − γ

m∑
k=٢

Nk − b

m∑
k=٢

Nk

= (p٢ + ٢p٣)λC − γ
m∑
k=١

Nk − b

m∑
k=١

Nk + ٢γ
m−١∑
k=١

Nk

= (p٢ + ٢p٣)λC + (γ − b)H − ٢γNm. (١٠)

مي آيد: به دست چنين (٨) معادله در ،k = m جاي گذاري با

Nms(t) = (p٢ + ٢p٣)
λ

٢γ
θmC(t);

گرفت: نتيجه مي توان به سادگي (٩) از استفاده با آن گاه η = θm−١ ١ − θ

١ − θm
باشيم: داشته فرض به عنوان اگر

Nm(t) = ηH = θm−١ ١ − θ

١ − θm
H(t). (١١)
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غيربنيادي و بنيادي سلول هاي رشد مدل نمايش براي دستگاه (١٢) به ،(١) معادله ي گرفتن نظر در با و (٨) معادله در (١١) جاي گذاري با
مي يابيم: دست زمان حسب بر سرطاني


dC

dt
= (p١ − p٣)λC − aC;

dH

dt
=

[
(γ − b)− ٢γθm−١ ١ − θ

١ − θm

]
H + (p٢ + ٢p٣)λC.

(١٢)

سرطاني بنيادي غير و بنيادي سلول هاي رشد کنترل مدل ۴

زمينه  در مطالعه هر گذشت. آن کنار از به سادگي نمي توان و است توجهي قابل بسيار آمار دنيا، کل در سرطان اثر بر انسان ها مرگ ومير آمار
در عمل کردي که است آن بر سعي مقاله اين در است. بيماري اين از حاصل مرگ ومير کاهش براي گامي جهان سراسر در بيماري اين درمان
از استفاده با منظور بدين داد؛ ارايه بيمار براي را بهينه دوز تجويز يک بتوان تا گرفته قرار مطالعه مورد (١٢) اساس بر سرطان رشد از جلوگيري
شود جلوگيري سرطاني سلول هاي رشد روند از که است آن بر سعي بيماري، بر کنترل عنوان به دارو يک اعمال با بهينه، کنترل نظريه ديدگاه
همان طور شد. خواهد معرفي آن تاثير ميزان با سرطان ضد داروي يک ابتدا منظور اين به باشد. کمينه دارو از استفاده ميزان که حالي عين در
در سرطاني بنيادي غير سلول هاي کنترل عامل يک عنوان به را نظر مد داروي است، سرطاني سلول هاي رشد کنترل مقاله اين از هدف که

مي گيريم. نظر

دوکسوروبيسين سرطان ضد داروي معرفي ١ .۴

جراحي کرد. اشاره شيمي درماني و استخوان مغز پيوند ويروس درماني، پرتودرماني، جراحي، به مي توان سرطان بيماري درمان راه کارهاي از
در نيز ويروس درماني و مي شود استفاده درمان ها ديگر کنار در بيش تر اصل در پرتودرماني نيست؛ اجرا قابل سرطان نوع همه براي و هميشه
از يکي دارد. روش ها ديگر به نسبت را کاربرد بيش ترين شيمي درماني ميان اين در اما، است. اجرا قابل سرطان ها از خاصي دسته هاي جهت
در زياد پايداري آب، در نسبي حلاليت که است دوکسوروبيسين به نام حلقه اي چهار ترکيبي شيمي درماني فرايند در پرکاربرد و موثر داروهاي
طيف درمان در دوکسوروبيسين اگرچه مي رود. شمار به ضدسرطان ترکيب اين شيميايي و فيزيکي ويژگي هاي جمله از بالا دماهاي و رطوبت
باليني استفاده ي بنابراين دارد؛ دنبال به را زيادي جانبي عوارض درماني، شيمي بودن غيرهدفمند دليل به اما مي رود، به کار سرطان ها از وسيعي

.[۴] است گرديده روبرو چالش با دارويي مقاومت بروز و بالا جانبي عوارض دليل به آن
صد در صد طور به آنها نظاير و دارو اثر از بخشي شدن خنثي يا و بدن دارويي مقاومت به دلايل بدن به ورود با دارو گونه هر که آن به جهت
وضعيتي چنين نيز دوکسوروبيسين سرطان ضد داروي است. اثربخش بيماري بر خاص، تاثير ضريب يک با دارو هر نتيجه در نيست، اثرگذار
مقاومت و باليني چالش هاي همين .[١۶] مي باشد درصد ٧٢ دارو اين تاثير ضريب که دريافتند پژوهش يک در همکاران و شهابي دارد.
نمودار را سرطاني سلول هاي رشد مهار براي تلاش در موثر داروي اين تجويز نحوه مورد در مطالعه اهميت که است عواملي جمله از دارويي،
ميزان چه هر باشد. بزرگي کمک پزشک براي مي تواند دارو کمينه مصرف حالت در تجويز بهينه دوز تعيين که است راستا همين در مي سازد.

بود. خواهد کم تر نيز دارويي مقاومت و جانبي عوارض باشد، کم تر مصرفي داروي

دارو حضور در غيربنيادي و بنيادي سرطاني سلول هاي رشد رياضي مدل ٢ .۴

رشد بازدارنده (دارو) آنتي بادي هيچ حال به تا و مقاوم اند دارو برابر در به شدت بنيادي سلول هاي دارويي، متخصصان و پزشکان نظر مطابق
صرفا دارو که است آن بر فرض شرايط اين در واقعيت، اين به توجه با بنابراين .[٢] است نشده کشف آنها خاص سرطاني، بنيادي سلول هاي
سلول هاي تعداد از آن، تاثير ضريب به توجه با دارو معادلات، در که مي شود سبب واقعيت اين مي کند. اثر سرطاني غيربنيادي سلول هاي بر
است. موثر بيماري رشد مهار در و بوده اثرگذار سلول ها تکثير کار در امر همين که شود توجه بکاهد. زمان واحد در سرطاني غيربنيادي
مطابق سرطاني سلول هاي رشد در مانعي ، ٠ < u < ١ آن در که مصرفي، داروي ميزان به منزله ي u(t) کنترل اعمال با بنابراين
کنترل مدل است، ٠ < α < ١ تاثير ضريب با بدن، ديناميکي سيستم از خارج عاملي دارو که اين يادآوري با مي گردد. ايجاد ،(١٢)
مي گردد: ارايه چنين مصرفي، داروي دوز کمينه سازي به منظور مذکور داروي حضور در سرطاني غيربنيادي و بنيادي سلول هاي رشد مهار بهينه ي
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MinJ =

∫ T

٠
u٢dt

S.to :


dC

dt
= (p١ − p٣)λC − aC;

dH

dt
=

[
(γ − b)− ٢γ(θm−١ ١ − θ

١ − θm
)
]
H + (p٢ + ٢p٣)λC − αu

(١٣)

داروي ميزان کردن کمينه را J هدف تابع جهت بدين يابد. کاهش استفاده شده  دوز داريم قصد سرطاني، داروهاي شديد عوارض به توجه با
پزشک توسط درمان بازه است. درمان انتهايي زمان T و درمان زماني بازه ،[٠, T ] بازه ي آن در مي گيريم. نظر در درمان طول در مصرفي
بر را دارو اثر (١٣) در حاکم معادلات دستگاه باشد. مجزا بازه چند صورت به دارويي مقاومت از ممانعت براي است ممکن و مي شود تعيين
سلول هاي رشد ضد داروي تاثير نشان دهنده حاکم معادلات دستگاه در دوم قيد که است به ذکر لازم مي کند. منتقل ديناميکي سيستم کل

مي کند. منتقل ديناميکي سيستم کل بر را دارو اين اثر ،(١٣) در حاکم معادلات دستگاه است؛ بدن سيستم در سرطاني غيربنيادي

بهينه تجويز تعيين چگونگي ٣ .۴
مي گيريم: نظر در را مسئله هميلتني تابع ابتدا ،(١٢) بهينه کنترل مسئله حل در [١۵] پونترياگين بيشينه اصل فرايند به کارگيري جهت

H ≡ −u٢ + ψ١

(
(p١ − p٣)λ− a

)
C + ψ٢

([
(γ − b)− ٢γ(θm−١ ١ − θ

١ − θm
)
]
H + (p٢ + ٢p٣)λC − αu

)
.

داشت: خواهيم زير به صورت مسئله اين براي را حالت هم معادلات همچنين

ψ̇١ = −ψ١

(
(p١ − p٣)λ− a

)
−ψ٢

(
(p٢ + ٢p٣)λ

)
; (١۴)

ψ̇٢ = −ψ٢

[
(γ − b)− ٢γ(θm−١ ١ − θ

١ − θm
)
]
. (١۵)

دارد: را زير تحليلي جواب (١۵) ديفرانسيل معادله

ψ٢ = e

(
(b−γ)+٢γ(θm−١

١ − θ

١ − θm
)

)
t

A

کنيم: تعريف اگر است. ثابت عددي A آن در که

ϕ := (θm−١ ١ − θ

١ − θm
),

است: نمايش قابل چنين (١۴) ديفرانسيل معادله دقيق جواب آن گاه

ψ١ = −A(p٢ + ٢p٣)λ
١

(b− γ + ٢γϕ+ (p١ − p٣)λ− a)
e(b−γ+٢γϕ)t +Be−((p١−p٣)λ−a)t. (١۶)

کنترل تعيين به منظور داشت، خواهد را خود مقدار بيش ترين بهينه، کنترل ازاي در هميلتونين تابع پونترياگين بيشينه اصل مطابق که آن جا از
مدل براي بهينه کنترل تابع، (١۶) به توجه با اين رو از مي شود. حاصل −٢u − αψ٢ = ٠ معادله ،∂H

∂u
= ٠ معادله حل از بهينه

آورد: خواهيم بدست زير صورت به را (١٣)

u∗(t) = −α
٢
e

(
(b−γ)+٢γϕ

)
t
A. (١٧)
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٠ ۵ ١٠ ١۵ ٢٠ ٢۵ ٣٠

٠

٠٫۵

١

·١٠۴

t

H

بيماري اول روز ٣٠ در کنترل بدون سرطاني غيربنيادي سلول هاي روند :٢ شکل

مي يابيم: دست زير دستگاه به (١٣) معادلات دستگاه در u∗ جايگذاري با حال


dC

dt
= (p١ − p٣)λC − aC,

dH

dt
=

(
(γ − b)− ٢γϕ

)
H + (p٢ + ٢p٣)λC + Aα٢

٢ e

(
(b−γ)+٢γϕ

)
t
.

(١٨)

مي آيد: بدست زير صورت به مي دهيم، نمايش Hu با که را معادله جواب ،(١٨) معادلات دستگاه در دوم معادله بودن خطي به توجه با

Hu(t) =
λ(p٢ + ٢p٣)

b− γ + ٢γϕ+ β
eβt + A

α٢

٢
١

٢(b− γ + ٢γϕ)
e(b−γ+٢γ+ϕ)t +Be−(b−γ+٢γϕ)t (١٩)

است. ثابت عددي B آن در که
باشيم داشته مي بايست ،H در بهينه کنترل با مترادف ψ٢ و ψ١ مقادير جايگذاري از بعد پونترياگين، بيشينه اصل طبق که مي شويم يادآور

داريم: نيز را زير معادله بنابراين H؛ = ٠

H =
A٢α٢

۴
e٢(b−γ+٢γϕ)t − AB(b− γ + ٢γϕ) +Bβ = ٠. (٢٠)

مي توان اوليه، شرايط داشتن صورت در ،C(t) براي (۵) در Hu(t)و براي (١٩) در آمده بدست جواب هاي و ،(٢٠) شرط از استفاده با حال
کرد. بررسي و آورد بدست دارو بهينه تجويز ازاي در را سرطاني غيربنيادي و بنيادي سلول هاي رشد وضعيت

ايجاد از بعد زماني مدت تومور، توده العمل عکس سپس و رشد جهت لازم زمان مدت همچنين و مقاومتي عامل هاي به توجه با انسان بدن
بعد بيمار که مي کنيم فرض بررسي، و تحقيق اين در است. متفاوت مختلف، بيمارهاي در زمان اين که مي دهد بروز را بيماري علايم توده هر
ديگر به عبارتي مي شود. شروع بيماري، آغاز از بعد ٣٠روز درمان پزشک، به مراجعه با و کرده مشاهده را علايم بيماري آغاز از روز ٣٠ از
روز در سرطاني غيربنيادي سلول هاي تعداد نتيجه در مي گيريم. نظر در دارو با بيماري کنترل آغاز و درمان شروع ٠ روز را بيماري ٣٠ام روز
غيربنيادي سلول هاي تعداد رشد نمودار اساس براين است. دارو حضور عدم در رشد مدل ٣٠ام روز در سلول ها اين تعداد با برابر درمان، آغاز
سرطاني سلول هاي تعداد اوليه شرط تعيين براي پس است. شده داده نمايش ٣ .۴ شکل در ،(٩) رابطه طبق دارو) حضور عدم (در سرطان

زير: مقادير فرض با شده ارايه مدل اساس بر دارو تجويز نحوه بررسي جهت
p٢ = ٠٫۶۵, λ = γ = ١, a = ٠٫١, b = ٠٫١, m = ۵, θ = ١٫۴٨, β = ٠٫٢۵

داريم:

H(٣٠) ≡ Hs(٣٠) = ١١٠۵٢٫٠٢;
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٢٠ تا ٠ هاي روز در سرطاني بنيادي غير هاي سلول تعداد :٢ جدول

t ٠ ۵ ١٠ ٢٠
Hu ١١٠۵٢٫٠٢ ۵٣٩۵٫٩٩ ٢٧٧١٫۶١ ٢١١٣٫٨٨

است: Hu(٠) يعني درمان، زمان آغاز در Hu اوليه شرايط سرطاني، سلول تعداد اين

Hu(٠) = H(٣٠) = ١١٠۵٢٫٠٢.

داريم: (١٩) در α = ٧٢/٠ دارو تاثير ضريب و شده فرض مقادير ،t = ٠ زمان دادن قرار از

Hu(٠) = −٠٫٨٨٨A+B = ١١٠۴۵٫٧٧ (٢١)

رشد روند که است اين هدف است. [٠،٢٠] درمان زماني بازه پس .T = ٢٠ يعني شود، انجام روز ٢٠ طول در درمان کنيم فرض
t١ را انتهايي زمان اگر پونترياگين، بيشينه اصل شرايط طبق کنيم. بررسي را روز ٢٠ اين در دارو تجويز بهينه ميزان و سرطاني سلول هاي

داريم: نتيجه در است؛ ٢٠ انتهايي زمان اين جا در .H(t١) = ٠ باشيم داشته مي بايست بگيريم،

H(٢٠) = ٠٫٠٠٠٣٧۵٨A٢ + ٠٫١۴۶AB + ٠٫٢۵B = ٠ (٢٢)

مي يابيم: دست زير مقادير به (٢٢) و (٢١) روابطه از

A = −١٢۴٠٨٫١٠۵٣, B = ٣١٫٩۴٢۵.

داريم: Hu(t) تابع در B و A مقدار دادن قرار با

Hu(t) = ۶٫٢۵e٠٫٢۵t + ١١٠١۴٫٣١٨e−٠٫١۴۶t + ٣١٫٩۴٢۵e٠٫١۴۶t. (٢٣)

شده بررسي t = ٠, ۵, ١٠, ٢٠ زمان هاي در درمان بازه طول براي سلول ها اين تعداد ،(١٧) از بهينه کنترل تابع محاسبه با همچنين
مي دهند. نشان درمان زماني بازه اين در را سلول ها اين تعداد ٣ شکل و ٢ جدول است.

دارو بهينه تجويز ۵
بهينه تجويز ميزان آن، هزينه هم چنين و مي گذارد، اثر نيز سالم بافت هاي و سلول ها روي بر که شيمي درماني دارو هاي زياد عوارض به توجه با
کنترل تابع است. درمان حفظ عين در دارو ممکن تجويز ميزان کمترين بهينه، تجويز در ما هدف بنابراين است. برخوردار زيادي اهميت از دارو

مي شود: مشخص چنين α و A جاي گذاري با (١٧) رابطه از بهينه

u∗(t) = −٠٫٧٢
٢
e(−٠٫١۴۶)t(−١٢۴٠٨٫١٠۵٣) = ۴۴۶۶٫٩١٨e(−٠٫١۴۶)t. (٢۴)

عنوان به همچنين و درمان انتهاي و آغاز روز درمان، روز ٢٠ بازه ي در دارو تجويز ميزان ،(٢۴) رابطه ي در معرفي شده بهينه کنترل تابع از
نمودار است. شده رسم ۴ شکل در بهينه) (تجويز بهينه کنترل تابع نمودار مي آيد. بدست ٣ جدول شرح به دهم، و پنجم روزهاي در نمادين،
به مرور به علاوه دارد. تطبيق نيز پزشکان تجربه با اين که مي شود شروع بالا دوز تجويز با درمان درمان ها، از بسياري چون مي دهد نشان
(١٣) مدل جواب چون که مي شويم يادآور خاتمه در دارد. تطبيق پزشکان تجربه با نيز اين که يابد کاهش بايد تجويز دوز درمان طي در زمان
،۴ شکل دستورالعمل طبق که است متصل بيمار به پمپي که است آن مانند بهينه، داروي دوز اجراي در است، آمده به دست تحليلي به صورت

مي کند. منتقل بيمار به زمان بستر در را دارو
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٠ ۵ ١٠ ١۵ ٢٠

٠٫۵

١

·١٠۴

t

H
u

کنترل. با سرطاني بنيادي غير سلول هاي کاهش فرآيند :٣ شکل

درمان بيستم و دهم پنجم، اول، روزهاي در دارو از استفاده ميزان :٣ جدول

t ٠ ۵ ١٠ ٢٠
u∗(t) ۴۴۶۶٫٩١ ٣٣٠٩٫١٧ ١٠٣٧٫٣٨ ٢۴٠٫٩١

٠ ۵ ١٠ ١۵ ٢٠
٠

١,٠٠٠

٢,٠٠٠

٣,٠٠٠

۴,٠٠٠

t

u

٢٠ تا ٠ روزهاي ي بازه در کنترل تابع :۴ شکل

گيري نتيجه ۶

به سرطان بيماري اهميت به توجه با مي باشد. روبه افزايش توسعه حال در كشورهاي در غيرعفوني شايع بيماري هاي از يكي عنوان به سرطان
راه کاري بتوان بيماري، اين مورد در دقيق تر و بيش تر چه هر مطالعه ي با که است آن در سعي انسان ها، مرگ ومير در مهم عامل يک عنوان
يک سرطاني، سلول هاي تقسيمات چگونگي بررسي با ابتدا پژوهش اين در کرد. ارايه سرطاني سلول هاي رشد کاهش يا درمان زمينه ي در
بر جديد پژوهشي فعاليت يک مدل اين بررسي با است. شده معرفي زمان حسب بر سرطاني غيربنيادي و بنيادي سلول هاي رشد رياضي مدل
مدل وضعيت به توجه با گرفت. انجام سرطاني غيربنيادي سلول هاي مدل در بيماري کنترل عامل عنوان به مشخص داروي يک اعمال اساس
تحليل و پياده سازي يک عددي، نتايج ارايه به منظور آن گاه شد. استخراج موفقيت با نتايج و معرفي مدل تحليلي جواب حاصل، بهينه کنترل
رشد و سرطان بيماري شروع از بعد روز ٣٠ که است بوده آن بر فرض امر اين انجام براي گرديد. ارايه پيشنهادي بهينه کنترل مدل از عددي
بيماري رشد مدل ٣٠ام روز حالت به عبارتي، مي يابد. ادامه آن از پس روز ٢٠ تا دارو تجويز و مي شود آغاز درمان ،(١٣) مدل براساس آن

است. (دارو) کنترل عامل وجود با بيماري اوليه شرايط با معادل کنترل بدون
سرطاني سلول هاي تعداد ديناميکي، مدل با مقايسه در درمان دوران اتمام از پس که شد مشاهده حاصل، نتايج مطابق دارو، بهينه تجويز ازاي در
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عوارض به سبب که است اهميت قابل جهت آن از نتيجه اين مي يابد. کاهش نيز مرور به دارو تجويز دوز ميزان و داشته چشم گيري کاهش
کاهش مرور به نيز آن رساني آسيب سرطاني، سلول هاي تعداد کاهش در دارو مثبت اثرات به توجه با بدن، سالم بافت هاي ساير روي بر دارو
سلول هاي رشد روند نگيرد، صورت بيماري بر کنترل اگر ديناميکي، مدل در صورت گرفته بررسي هاي مطابق که است حالي در اين مي يابد.

مي کند. ايجاد بيمار در را جدي تري آسيب هاي و بود خواهد روبه افزايش به شدت سرطاني
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Abstract: Cells in all tissues of the body are constantly growing and dividing into new cells. Abnormal
proliferation of tissues outside the body leads to cancer. In all tissues of the body, a type of cell, called a
stem cell, is found that has the ability to become specialized cells in the same tissue to be able to compensate
for damage in tissue disorders. In this paper, based on the existing mathematical model, the optimal control
model is very effective for inhibiting this growth in exchange for prescribing a specific drug (doxorubicin)
is presented. In order to minimize the number of cancer cells over time, the cancer control strategy has
been modeled as a problem from the theory of optimal control during the effect of a specific drug on non-
cancerous stem cells in this model. To solve this problem and prescribe the optimal dose of the drug, first
with the help of the maximum principle of Pontriagin and then the analytical solution of the first-order
differential equations, the optimal solution has been determined. In order to provide the optimal dose of
the drug to the patient, the proposed solution is simulated numerically. This numerical implementation
shows how by applying this amount of drug with a specific dose, how the number of cancer cells decreases
over time, they will be.
Keywords: Stem cell, Cancer StemCell, Doxorubicin, Optimal control, Maximum principle of Pontriagin.
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