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مقاله اين در است. آن پيش روي اصلي زيرماتريس هاي ويژه مقادير کليه مجموعه ماتريس، يک ريتز مقادير چکيده:
مجموعه معلوم، مجموعه که به گونه اي مي يابيم ماتريسي سه، حداکثر بعد از ريتز مقادير مجموعه بودن معلوم فرض با

مي گيرد. قرار بررسي مورد جواب، وجود شرايط هم چنين باشد. يافت شده ماتريس ريتز مقادير

معکوس. ويژه مقدار مسئله متقارن، سه قطري ماتريس ريتز، مقادير کليدي: واژه هاي

15A18; 15A29 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
براي پيش رو اصلي زيرماتريس هاي ويژه مقادير مجموعه آن اعضاي که است مجموعه اي n × n ماتريس يک ريتز مقادير مجموعه

مي دهيم: نمايش زير به صورت را آن ريتز مقادير مجموعه آن گاه باشد، n× n ماتريس يک A اگر iاند. = ١, ٢, · · · , n

R(A) = {λ١١;λ١٢, λ٢٢;λ١٣, λ٢٣, λ٣٣; · · · ;λ١n, · · · , λnn}, (١. ١)

پارلت† است. i = ١, ٢, · · · , n براي i مرتبه از پيش رو اصلي زيرماتريس ويژه مقادير iام و −i)ام ١) سميکالن بين عبارت آن در که
کردند: مطرح اساسي سوال دو [۴] در استرانگ‡ و

باشد؟ آن ريتز مقادير داده شده مجموعه که دارد وجود متقارني ماتريس (١. ١) شکل به حقيقي اعداد از دل خواه مجموعه يک براي آيا .١

دارد؟ وجود حقيقي ماتريس ريتز مقادير از مختلط مجموعه يک براي آيا .٢
مقاله مسئول *نويسنده

(A. Nezami) atiyeh.nezami@gmail.com (A.M. Nazari), a-nazari@araku.ac.ir رايانامه:
†Parlett
‡Strang

۵۴٨

atiyeh.nezami@gmail.com
a-nazari@araku.ac.ir


۵۴٩ سه مساوي يا کوچک تر مرتبه از معلوم ريتز مقادير با ماتريس يک ساخت

از آن ريتز مقادير که شدند متقارن سه قطري ماتريس يک يافتن به موفق مقاله آن نويسندگان و جالبي اند سوالات فوق مطرح شده سوالات
ما براي مقاله اين در باشد. معلوم آن ريتز مقادير که بيابند يکتايي هسنبرگي ماتريس يک توانستند نامتقارن حالت در و باشد شده داده قبل
حالت افشاري و نظري ٢٠١۴ سال در بيابيم. معلوم ريتز مقادير براي نامتقارن يا متقارن ماتريس داريم سعي و مطرح بالا سوالات همان نيز
براي نامنفي ماتريس يافتن که است لازم به ذکر نمودند[٣]. حل الگوريتمي طي را نامنفي متقارن ماتريس براي معلوم ريتز مقادير از خاصي
مقدار مسئله اولاً که است آن مطلب اين دليل مي گردد. سخت بسيار نباشد، غيرممکن اگر n ≥ ٣ وقتي که شده داده ريتز مقادير مجموعه
درثاني است. باز کلي حالت در n ≥ ۵ براي و است شده حل کامل به طور n = ۴ حالت براي کنون تا نامنفي ماتريس هاي معکوس ويژه
n = ۴ بعد به n = ٣ بعد از بخواهيم و باشيم داشته n = ۴ براي (١. ١) به شکل ريتز مقادير از دل خواه مجموعه يک کنيم فرض اگر

ماتريس در را ،a١۴, a٢۴, a٣۴, a۴۴, a۴١, a۴٢, a۴٣ نامنفي درايه ٧ بايد برويم

A۴ =


a١۴

A٣ a٢۴
a٣۴

a۴١ a۴٢ a۴٣ a۴۴

 ,

داده ويژه مقدار چهار ويژه اش مقادير مجموعه که است) شده  حاصل اول ريتز مقدار سه با A٣ نامنفي ماتريس که است اين بر فرض (و بيابيم
از و است برابر ماتريس اثر با ويژه مقادير جمع زيرا است محاسبه قابل به سادگي a۴۴ درايه باشد. R(A۴) مجموعه در انتهايي معلوم شده
بسط يعني مي گيريم؛ کمک مشخصه چندجمله اي از فوق ماتريس مجهولات بقيه محاسبه براي مي گردد. محاسبه مجهول اين معادله اين

مي دهيم: قرار مساوي را λها هم توان جملات ضرايب و داده قرار زير عبارت دوم طرف مساوي و يافته را det(A۴ − λI۴)

det(A۴ − λI۴) = (λ− λ١١)(λ− λ١٢)(λ− λ١٣)(λ− λ١۴),

مسئله اين حل که بيابيم را نامنفي مجهول شش است)، يک با برابر طرف دو هر در λ۴ (ضريب غيرخطي معادله چهار از بايد صورت اين در
ابعاد افزايش با n ≥ ۵ براي بود. نخواهد ساده نيز عددي روش هاي از استفاده و Maple و Matlab نرم افزارهاي با حتي به هيچ عنوان

مي شود. مشکل به غايت آن حل است، نشده حل کلي حالت در نامنفي ماتريس هاي معکوس ويژه مقدار مسئله اين که و مسئله،
نمايد: صدق زير شرط در که است A = (aij) چون مربعي و متقارن ماتريسي متقارن، سه قطري ماتريس مي دانيم

aij = ٠, |i− j| > ١.

خاصيت در متقارن سه قطري ماتريس هاي پيش رو اصلي زيرماتريس هاي ويژه مقادير که است اين باشيم داشته نظر در بايد که مهمي نکته
داشت: خواهيم را زير رابطه (١. ١) مجموعه براي ديگر به عبارت مي کنند؛ صدق کوشي تداخلي

λ١,j+١ ≤ λ١j ≤ λ٢,j+١ ≤ λ٢j ≤ ... ≤ λj+١,j+١, (١. ٢)

زيرماتريس ويژه ,١+j,λ١مقادير λ٢,j+١, · · · , λj+١,j+١ و jام پيش رو اصلي زيرماتريس ويژه ,λ١jمقادير λ٢j, · · · , λjj آن در که
است. jام + ١ پيش روي اصلي

و خاص نوع ١٩٣٧ سال از که است؛ معکوس ويژه مقدار مسئله يک نوعي به ما نظر مورد مسئله که است اين اهميت حائز نکته 
مسئله را، مسئله نوعي به بتوان شايد است. بوده جبرخطي رياضيدانان نظر مورد نامنفي ماتريس هاي معکوس ويژه مقدار مسئله آن پيچيده تر
تا نيز همان جا در ديده شود. [٢] نامنفي ماتريس هاي معکوس ويژه مقدار مسئله تاريخچه با آشنايي براي کرد. نام گذاري معکوس ريتز مقادير

است. شده اشاره اي نيز ريتز مقادير مسئله تاريخچه به حدودي
استفاده مورد مي توانيم زماني فقط را (١. ٢) تداخلي شرط با ريتز مقادير مسئله اما است، شده حل دل خواه ابعاد براي مسئله [٣] در اگرچه
شرط اين غيرسه قطري متقارن حالت يا نامتقارن ماتريس حالت در و باشد متقارن سه قطري ماتريس يک نظر مورد ماتريس که دهيم قرار
را حالت اين نامتقارن حالت ابتدا ما است. برقرار شرط اين متقارن و n = ٢ حالت براي که است واضح اما داشت، نخواهيم را کارساز و مهم
آن کمک با که داشت خواهيم الگوريتمي و شرايط ارائه در سعي و کرده حل n = ٣ براي نامتقارن و متقارن حالت براي را مسئله و مطرح
باشيم داشته که به شرطي شود، مي حل n = ١, ٢ براي ما مسئله [٣] در شده ارائه الگوريتم با نمود. حل بالاتر ابعاد در را مسئله به توان

يعني .λ١١ ≥ ٠
A١ = (λ١١),

و R١ = {λ١١} ريتز مقدار تک با

A٢ =

(
λ١١

√
(λ٢٢ − λ١١)(λ١١ − λ١٢)√

(λ٢٢ − λ١١)(λ١١ − λ١٢) λ٢٢ + λ١٢ − λ١١

)
, (١. ٣)
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صورت اين در λ١١ < ٠ اگر بود. خواهد مسئله جواب R٢ = {λ١١;λ١٢, λ٢٢} ريتز مقادير مجموعه با نامنفي ٢× ٢ ماتريس يک
نامثبت صورت در زيرا است؛ خوش تعريف فوق جواب الگوريتم همان با ولي رفت خواهد بين از خود به خود بودن نامنفي شرط که است واضح
نامثبت است) متقارن سه قطري ماتريس يك خودش متقارن ٢ × ٢ (ماتريس کوشي تداخلي خاصيت به خاطر نيز λ١٢ مقدار ،λ١١ شدن
استدلالي با باشند منفي R٢ مجموعه ريتز مقدار سه هر اگر هم چنين بود. خواهد خوش تعريف A٢ ماتريس و شده نامنفي راديکال زير و شده
کرد. خواهد حل متقارن حالت در را مسئله n = ١, ٢ براي [٣] در ارائه شده جواب پس بود. خواهد خوش تعريف A٢ ماتريس مشابه، کاملاً

است: زير شکل داراي جواب ماتريس نامتقارن حالت براي

A٢ =

(
λ١١ a
b c

)
. (۴ .١)

اين مشخصه چندجمله اي باشد. A٢ ماتريس ويژه مقادير مجموعه {λ١٢, λ٢٢} که مي يابيم به گونه اي را c و b ،a مجهول سه حال
به صورت ماتريس

P (λ) = (λ− λ١١)(λ− c)− ab = λ٢ − (λ١١ + c)λ+ λ١١c− ab = ٠,

و λ١٢ فوق معادله ريشه هاي که اين به توجه با آن گاه باشد، حقيقي عدد يک بايد λ١١ درايه بيابيم، حقيقي ماتريس يک باشد قرار اگر است.
مي شود: حاصل زير رابطه از c صورت اين در مي يابيم. را مجهولات اين دوم درجه معادله خواص گرفتن نظر در با هستند λ٢٢

λ١٢ + λ٢٢ = λ١١ + c. (۵ .١)

رابطه ي از ديگر طرف از

λ١٢λ٢٢ = λ١١c− ab (۶ .١)

نباشد. منحصربه فرد مي تواند جواب که است واضح آورد. به دست را b و a مجهول دو مي توان (۵ .١) رابطه از c شدن معلوم به توجه با
مقادير مجموعه R٢ که بيابيم ٢ × ٢ ماتريسي مي خواهيم مي گيريم، نظر در را R٢ = {٣; ۶ + i, ۶ − i} مجموعه مثال به عنوان
داشت خواهيم (۶ .١) معادله از هم چنين .c = ٩ داريم (۵ .١) معادله از مي گيريم. نظر در (۴ .١) به شکل را جواب ماتريس باشد. آن ريتز

است: زير شکل داراي جواب ها از يکي نمونه به عنوان است. جواب بي نهايت داراي حالت اين در مسئله است واضح که ،ab = −١٠

A٢ =

(
٣ ۵
−٢ ٩

)
. (١. ٧)

حقيقي ماتريس يک توانستيم ريتز مقادير از مختلط مجموعه يک براي يعني است؛ مثبت n = ٢ براي مقدمه ابتداي در ٢ سوال جواب پس
ماتريس براي زيرا است؛ نامنفي ماتريس يک به عنوان جواب فاقد حالت اين در مسئله که است لازم به ذکر هم چنين بيابيم. فوق به شکل
حالت اين براي داده شده ويژه مقدار دو هر چون و باشيم داشته پرون ويژه مقدار به عنوان مثبت و حقيقي ويژه مقدار يک بايد نامنفي، و ٢×٢

است. نامنفي جواب فاقد مسئله مختلطند،
ارائه در سعي و کرده بررسي حالت اين در را مسئله حل پذيري شرايط ادامه در و کرده حل n = ٣ حالت براي ابتدا را مسئله ما ادامه در

نمايد. حل بالاتر ابعاد در را مسئله که خواهيم بود الگوريتمي

n = ٣ حالت ٢
سه قطري حالت مي دهيم. قرار بررسي مورد نيز را جواب ماتريس نامتقارن حالت ادامه در و کرده بررسي را جواب ماتريس متقارن حالت ابتدا
مي گيريم. درنظر ناصفر را جواب ماتريس (٣, ١) و (١, ٣) درايه هاي اين جا ما و است شده داده جواب [۴] در جواب ماتريس بودن متقارن

باشد: شده داده زير به صورت ٣× ٣ متقارن ماتريس يک ريتز مقادير مجموعه کنيم فرض

R٣ = {λ١١;λ١٢, λ٢٢;λ١٣, λ٢٣, λ٣٣},

در حقيقي اند. اعداد نيز R٢ مجموعه درايه هاي کليه پس حقيقي اند، اعداد متقارن ماتريس هاي ويژه مقادير که است لازم به ذکر شده باشد. داده
باشد: زير شکل داراي بايد حالت اين جواب ماتريس ،(١. ٣) در A٢ ماتريس با توجه با صورت اين

A٣ =

 A٢ a
b

a b λ١٣ + λ٢٣ + λ٣٣ − (λ١٢ + λ٢٢)

 ,



۵۵١ سه مساوي يا کوچک تر مرتبه از معلوم ريتز مقادير با ماتريس يک ساخت

مسئله حل پذيري براي لازم شرط که λ١٣+λ٢٣+λ٣٣ با است برابر A٣ ماتريس اثر که است واضح مجهول اند. b و a متغير دو آن در که
به سادگي A٣ ماتريس (٣, ٣) درايه است، ويژه مقادير مجموع با برابر ماتريس اثر اين که و A٢ ماتريس قطري درايه هاي به توجه با است
گردد. {λ١٣, λ٢٣, λ٣٣} با برابر A٣ ماتريس ويژه مقادير مجموعه که کنيم مي تعيين به گونه اي را b و a مجهول دو حال مي شود. حاصل

مي يابيم: را A٣ ماتريس مشخصه چندجمله اي ابتدا

P (A٣, λ) = λ٣ − (λ١٣ + λ٢٣ + λ٣٣)λ
٢ − (a٢ + b٢ − λ١٣λ٢٢ − λ١٣λ١٢−

λ٢٣λ٢٢ − λ٢٣λ١٢ − λ٣٣λ٢٢ − λ٣٣λ١٢ + λ٢٢
٢ + λ٢٢λ١٢ + λ١٢

٢)λ−
λ١١a

٢ − ٢ a
√

(λ٢٢ − λ١١) (λ١١ − λ١٢)b+ b٢λ١١ + a٢λ٢٢+
a٢λ١٢ − λ٢٢λ١٢λ١٣ − λ٢٢λ١٢λ٢٣ − λ٢٢λ١٢λ٣٣ + λ٢٢

٢λ١٢ + λ٢٢λ١٢
٢ =

(λ− λ١٣)(λ− λ٢٣)(λ− λ٣٣),

مي کنيم: حاصل b و a متغير دو اساس بر را زير معادله دو و داده قرار مساوي فوق عبارت در را λ و λ٠ ضرايب
f(a, b) = (a٢ + b٢ − λ١٣λ٢٢ − λ١٣λ١٢ − λ٢٣λ٢٢ − λ٢٣λ١٢ − λ٣٣λ٢٢−

λ٣٣λ١٢ + λ٢٢
٢ + λ٢٢λ١٢ + λ١٢

٢) + (λ١٣λ٢٣ + λ١٣λ٣٣ + λ٢٣λ٣٣) = ٠
g(a, b) = (λ١١ + λ٢٢ + λ١٢)a

٢ − ٢ a
√

(λ٢٢ − λ١١) (λ١١ − λ١٢)b+ b٢λ١١−
λ٢٢λ١٢λ١٣ − λ٢٢λ١٢λ٢٣ − λ٢٢λ١٢λ٣٣ + λ٢٢

٢λ١٢ + λ٢٢λ١٢
٢ − (λ١٣λ٢٣λ٣٣) = ٠

(٢. ١)

يک يا و نقطه يک يا است دايره يا اول معادله که است واضح است. حل پذير ما مسئله باشد جواب داراي فوق غيرخطي دستگاه درصورتي که
باشد؛ شده داده ريتز مقادير مجموعه يک عنوان به زير مجموعه اگر نمونه به عنوان است. تهي مجموعه

R٣ = {−٧−;٢−,٨−;٣, ٢, ١۴},

اين جواب ماتريس حال نيست. برقرار ٣× ٣ حالت براي شرط اين و است برقرار ٢× ٢ حالت براي کوشي تداخلي شرط صورت اين در
باشد: داشته را زير شکل بايد حالت

−٣
√
۵ a

√
۵ −٧ b

a b ١٩

 ,

بود؛ خواهد زير به صورت (٢. ١) اول معادله حال

−a٢ − b٢ − ١٧۴ = −٨۴,

معادله آن گاه نماييم، اضافه را کوشي تداخلي شرط اول معادله به اگر است. جواب فاقد فوق مسئله مي دهد نشان و است ناسازگار معادله اين که
دايره اين نمايند، صدق کوشي تداخلي شرط در که ريتز مقادير از دل خواه مجموعه هر با يعني است؛ ناتهي جواب مجموعه داراي همواره اول
يک به صورت (٢. ١) دستگاه اول معادله بگوييم بايد دهيم نشان را مطلب اين که اين براي است. سازگار در نتيجه و است نامنفي شعاع داراي
اثبات به کم نه چندان زحمت با معادله اين در را دايره شعاع بودن نامنفي تجزيه، و عامل گيري با مي توانستيم اگرچه است. نامنفي شعاع با دايره

مي دهيم: نشان را مطلب زير ساده بسيار الگوريتم با و Maple نرم افزار از استفاده با کار اين براي اما  برسانيم،

assume(λ١٣ ≤ λ١٢ ≤ λ٢٣ ≤ λ١١ ≤ λ٢٢ ≤ λ٣٣),
is(λ١٣λ٢٢ + λ١٣λ١٢ + λ٢٣λ٢٢ + λ٢٣λ١٢ + λ٣٣λ٢٢+
λ٣٣λ١٢ − λ٢٢

٢ − λ٢٢λ١٢ − λ١٢
٢ − (λ١٣λ٢٣ + λ١٣λ٣٣ + λ٢٣λ٣٣) ≥ ٠),

و است نقطه يک يا دايره يک يا همواره اول معادله کوشي تداخلي شرط تحت که مي دهد نشان و است، true کلمه آن خروجي جواب که
باشد: زير به صورت مجازي و کوچک تغيير با فوق الگوريتم اول شرط اگر است. ناتهي آن جواب مجموعه

assume(λ١٣ ≤ λ١٢ ≤ λ١١ ≤ λ٢٣ ≤ λ٢٢ ≤ λ٣٣),

بود. خواهد ناتهي (٢. ١) رابطه اول معادله جواب مجموعه باز و نکرده فرقي نتيجه باز
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نقطه، خاص حالت در و دايره يک يا و مختصات مبداء در متقاطع خط دو يا هذلولي، يک يا شده داده ريتز مقادير به بسته نيز دوم معادله
ارائه زير به صورت فوق خطي غير دستگاه حل پذيري شرط [١] در است. سازگار نيز دوم معادله پس است، صفر) شعاع با (دايره مختصات مبداء

است: شده

∂f

∂a

∂g

∂b
− ∂f

∂b

∂g

∂a
̸= ٠, (٢. ٢)

حالت اين در متقارن حالت مسئله که گفت مي توان صورت اين در باشد، برقرار نيز فوق شرط و کنيم اضافه را کوشي تداخلي شرط اگر يعني
است. حل پذير

مي دهيم. توضيح را مطلب اين مثال و چندنکته با ادامه در

باشد. آن ريتز مقادير مجموعه مجموعه، اين که بيابيد ٣× ٣ ماتريس هاي R٣ = {٢−;٢, ٣;−۴, ۴, ٨} مجموعه براي .٢. ١ مثال
يابيم مي را (٢. ١) معادله دو ابتدا حل:

f(a, b) = a٢ + b٢ − ٢٢ = ٠,
g(a, b) = −۴ b

√
٢a+ ٢ b٢ − ۵۶ = ٠,

فوق خطي غير معادله دو حل با است برقرار (٢. ٢) حل پذيري شرط است. هذلولي يک دوم معادله و است دايره يک بالا عبارت در اول معادله
مي شود: حاصل b و a متغير دو براي زير جواب هاي

{a = −٣
√
٢, b = ٢}, {a = ٣

√
٢, b = −٢},

{a = −(١/٣)
√
٢, b = ١۴/٣}, {a = (١/٣)

√
٢, b = −١۴/٣}.

با نيز جواب ها بقيه و است زير شرح به جواب ٣ × ٣ ماتريس چهار از يکي صورت اين در مي دهد. نشان را معادله دو اين تصوير ١ شکل

(٢. ١) مثال :١ شکل

آمد؛ خواهند به دست ،a مقادير جاي گذاري
٢ ٢

√
٢ −١/٣

√
٢

٢
√
٢ ٠ ١۴/٣

−١/٣
√
٢ ١۴/٣ ۵

 .

پيش رو اصلي زير ماتريس ويژه مقادير مجموعه که است قابل ذکر نکته اين کنيم، توجه فوق مثال ريتز مقادير مجموعه به اگر .٢. ٢ ملاحظه
تداخلي شرط که مي دهد نشان اين بيابيم. جوابي مسئله براي توانسته ايم ما حال اين با ندارد. قرار ٣× ٣ حالت ويژه مقادير بين در ٢× ٢

نيست. لازم اما گردد، مطرح کافي شرط يک به عنوان مي تواند کوشي

در باشند متمايز R(A) مجموعه اعضاي همه اگر باشد. داشته جواب بي نهايت يا و چهار يا و دو يا يک است ممکن ما مسئله .٢. ٣ ملاحظه
را يکديگر نقطه چهار در که است، هذلولي يک ديگري و دايره آن ها از يکي و بوده سازگار (٢. ١) معادلات دستگاه معادله دو هر صورت اين
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اصلي زيرماتريس هاي ويژه مقادير اگر است. آن از نمونه اي بالا مثال که است، متمايز جواب چهار داراي مسئله حالت اين در و مي کنند قطع
مجموعه براي مثلاً باشد. داشته را شده مطرح حالات همه است ممکن مسئله باشند، داشته مشترک عضوهاي بالاتر مرتبه با پايين تر مرتبه

ريتز مقادير
{−٨−;٣, ٣−,٨−;١, ١},

هذلولي نيز دوم معادله و است مختصات مبداء نقطه فقط اول معادله درنتيجه و صفرند فقط b و a مجهول دو مقادير

۴ a٢ + ۴ a
√
۵b+ ٣ b٢ = ٠,

داشت: خواهد را زير شکل جواب ماتريس صورت اين در مي کند. عبور مختصات مبداء از که است
−٣ ٢

√
۵ ٠

٢
√
۵ −۴ ٠

٠ ٠ −٣

 .

ريتز مقادير مجموعه براي آن که ديگر نکته
{−٨−,٨−;٨;−t,−٨, ١},

و بود خواهند a٢ + b٢ = ٣t به صورت (٢. ١) غيرخطي دستگاه معادله دو هر زيرا داشت؛ خواهيم جواب بي نهايت همواره t > ٨ مقدار با
است؛ زير شکل داراي جواب ماتريس

−٨ ٠ a

٠ −٨ b

a b −t+ ٩


داشت: خواهيم t = ١٨ براي مثال به عنوان دارند. قرار a٢ + b٢ = ٣t دايره محيط روي که b و a متغير دو مقادير با

R(A) = {−٨−,١٨−;٨−,٨−;٨, ١},

و A ماتريس و مي رسند، a٢ + b٢ = ٩٠ دايره به (٢. ١) غيرخطي معادلات دستگاه در معادله دو هر زيرا دارد؛ وجود جواب بي نهايت
زيرند: به شکل به ترتيب آن ويژه مقادير مجموعه

−٨ ٠ a

٠ −٨ b

a b −٩

 ,


−٨

−١٧/٢+ ١/٢
√
١+ ۴ a٢ + ۴ b٢

−١٧/٢− ١/٢
√
١+ ۴ a٢ + ۴ b٢

 =


−٨

١

−١٨

 .

ريتز مقادير براي هم چنين
R(A) = {−٨−;٨,−۶;−٨−,٨, ١},

و شده تبديل ٣a٢ + ۴b٢ = ۶۶ بيضي و a٢ + b٢ = ١۴ دايره به (٢. ١) غيرخطي معادلات دستگاه زيرا داشت؛ خواهيم جواب دو ما
بود: خواهد زير به شکل جواب ماتريس صورت اين در که مي کنند قطع را يکديگر (a = ٠, b = ±

√
١۴) نقطه دو در آن ها

−٨ ٠ ٠

٠ −۶
√
١۴

٠
√
١۴ −١

 .

ماتريس يک R٢ = {λ١١;λ١٢, λ٢٢} مجموعه براي کنيم فرض دهيم. قرار بررسي مورد را نامتقارن جواب حالت مي خواهيم حال
است قرار و است؛ شده داده R٣ = {λ١١;λ١٢, λ٢٢;λ١٣, λ٢٣, λ٣٣}, مجموعه اکنون و يافته ايم را A٢ به شکل ٢ × ٢ نامتقارن

است: چنين جواب ماتريس کلي شکل باشد. آن ريتز مقادير مجموعه R٣ مجموعه که بيابيم طوري را ٣× ٣ نامتقارن ماتريس

A٣ =

 A٢ a
b

c d λ١٣ + λ٢٣ + λ٣٣ − (λ١٢ + λ٢٢)

 , (٢. ٣)
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همان کار انجام ايده نمود. محاسبه متقارن جواب حالت همانند آن مشخصه چندجمله اي از استفاده با را فوق ماتريس مجهولات بايد حال
معادله دستگاه يک است. (٢. ٣) ماتريس مجهول ۴ يافتن براي مشخصه چندجمله اي از استفاده يعني شد؛ مطرح متقارت حالت در که است
٢ × ٢ حالت مثال حال مي آيد. به دست نظر مورد ماتريس آن حل با و است، مجهول چهار و معادله دو داراي که مي آيد به وجود غيرخطي
چپ گوشه ماتريس (١. ٧) ماتريس که بيابيم ٣ × ٣ ماتريس يک مي خواهيم يعني مي دهيم؛ تعميم را قبل بخش در مطرح شده نامتقارن

ريتز مقادير داراي و بوده آن بالايي

R٣ = {λ١١;λ١٢, λ١٢;λ١٣, λ٢٣, λ٣٣} = {٣; ۶± i;−۴, ٧± ٢i}

داشت: خواهيم (٢. ٣) ماتريس در فوق مقادير جاي گذاري با باشد.

A٣ =


٣ ۵ a

−٢ ٩ b

c d −٢


ماتريس اين مشخصه چندجمله اي از

P (λ) = λ٣ − ١٠λ٢ − (−١٣+ ca+ db)λ+ ٧۴+ ٩ ca− ۵ cb+ ٢ da+ ٣ db =
(λ− λ١٣)(λ− λ٢٣)(λ− λ٣٣) = λ٣ − ١٠λ٢ + ٢١٢− ٣λ

داست: خواهيم را زير غيرخطي معادله دستگاه

f(a, b, c, d) = −١٣+ ca+ db = ٣,
g(a, b, c, d) = ٧۴+ ٩ ca− ۵ cb+ ٢ da+ ٣ db = ٢١٢,

داشت: خواهيم را زير روابط بيابيم، آن ديگر متغير دو براساس را b و a مجهول دو اگر و است معادله دو و دارد مجهول چهار دستگاه اين

a =
٨)١٠ c+ ٩ d)

۵ c٢ + ۶ cd+ ٢ d٢
,

b =
٣)٢ c+ ١۶ d)

۵ c٢ + ۶ cd+ ٢ d٢
.

باشند؛ صفر مخرج متغير دو هر اگر و داد نمايش (c+ d)٢)+٢c+ d)٢ به صورت را آن مي توان زيرا است؛ نامنفي فوق کسرهاي مخرج
در ،d = ۴ و c = ٢ دهيم قرار اگر مثال به عنوان دارد. جواب بي نهايت مسئله صورت اين غير در و است جواب فاقد مسئله صورت آن در

بود: خواهد زير به صورت جواب ماتريس و b = ٧
۵ و a = ٢۵

٧ داشت خواهيم صورت اين
٣ ۵ ٢۶

۵

−٢ ٩ ٧
۵

٢ ۴ −٢

 .

از: است عبارت ماتريس اين ويژه مقادير مجموعه ساده محاسبه يک با
−۴

٧+ ٢ i

٧− ٢ i

 .

نتيجه گيري و حدس ٣
متقارن حالت مسئله باشد متقارن سه قطري ماتريس اين که بدون گرفتيم نتيجه و کرده اضافه n = ٣ حالت براي را کوشي تداخلي شرط ما
شرط با که مي کنيم اضافه n ≥ ۴ حالت براي مسئله به را حدس اين حال باشد. داشته متعددي جواب هاي حتي و بوده حل پذير مي تواند
يک براي آيا که است مقاله ابتداي ٢ سوال به جواب ديگر حدس داشت. خواهد جواب باز متقارن حالت در مسئله کوشي تداخلي اضافه
نيز سوال اين جواب باشد؟ آن ريتز مقادير مجموعه نظر مورد مجموعه که داشت خواهد وجود حقيقي ماتريسي ريتز مقادير از مختلط مجموعه

مي دهد. نشان را آن آوردن به دست راه مطلب، اين قبل بخش هاي در ارائه شده بازگشتي روش و است مثبت حدس يک به عنوان
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Construction of a matrix with prescribed Ritz values of the order
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Abstract: TheRitz values of amatrix are the set of all the eigenvalues of the leading principal submatrices.
In this paper, assuming that the set of Ritz values is given from the dimension of maximum three, we find
a matrix such that the given set is its Ritz values. The conditions for the existing solution are also studied.
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